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Verwendete Symbole
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Intervalle

[a, b] abgeschlossenes Intervall {z € R | a < x < b}
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Strecke mit den Endpunkten A, B
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Lange der Strecke AB

Mittelpunkt von A, B
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Abstand der Punkte A, B in der euklidischen Metrik
Abstand der Mengen M, N: inf{dy(A,B) | A€ M,B € N}
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Kapitel 1

Einleitung und Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit hat als Zielsetzung eine umfassende Didaktisierung der bei-
den im Titel genannten Themengebiete und ist somit stoffdidaktischer Natur. ,Der
an sich undefinierte Begriff Stoffdidaktik wird in vielerler Absicht und Hinsicht ver-
wendet.“ (Reichel (1995)), S. 178) Dasselbe trifft auf den Terminus ,Didaktisierung®
zu, weshalb die dieser Arbeit zugrunde liegende Auffassung beider Begriffe hier zu-
néchst erlautert werden soll.

Wir beziehen uns dazu erneut auf Reichell (1995), welcher auf S. 179 schreibt: ,Kern
und Ausgangspunkt der Stoffdidaktik ist stets ein mathematisches Thema, an das die
mannigfachsten didaktischen Forschungen anschliefen.“ In Ubereinstimmung hier-
mit wird unter Didaktisierung ein kontinuierlicher, mit einer fachwissenschaftlichen
Analyse beginnender Prozess verstanden, in dessen Verlauf der mathematische In-
halt nach verschiedenen, auf das Lehren und Lernen abzielenden Gesichtspunkten
aufbereitet wird. Hierzu seien exemplarisch einige Moglichkeiten der Aufbereitung
genannt: Verminderung des Abstraktionsgrades unter Verzicht auf vollstdndige be-
griffliche Schérfe, verstarkte Akzeptanz der Anschauung, sprachliche Transformati-
on, Konkretisierung, Verzicht auf groftmogliche Allgemeinheit u. v. a. m.

Die Arbeit geht dabei iiber die rein stoffliche Analyse hinaus, bezieht Lehr- und
Lernprozesse mit ein und orientiert sich an Lernvoraussetzungen, an den Zielsetzun-
gen modernen Mathematikunterrichts sowie an aktuellen Curricula. Sie stellt damit
eine strukturgenetische didaktische Analyse im Sinne von Wittmann| (2013) darE]

Aus der Zielsetzung und der oben erlauterten Verortung innerhalb der Mathematik-
didaktik resultiert der strukturelle Aufbau der vorliegenden Arbeit: Zunéchst findet

! Da sie [die im Artikel beschriebene Forschungsmethode] sich anders als die traditionelle Stoff-
didaktik nicht auf die logische Analyse des Stoffes beschrinkt, sondern ausdriicklich auch Prozesse
einbezieht, mochte ich sie als »strukturgenetische didaktische Analyse« bezeichnen.“ (Wittmann
(2013), S. 1096) Fiir weitere Ausfiihrungen zum Versténdnis des Begriffes sowie zur Bedeutung der
Methode siehe ebd., S. 1096,/1097.
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jeweild] eine fachwissenschaftliche Fundierung statt, auf deren Grundlage sich die
fachdidaktischen Betrachtungen anschliefsen. Die fachwissenschaftliche Darstellung
wird hierbei ausdriicklich als ein Teil der Didaktisierung angesehen.

Vor dem Hintergrund dieser Uberlegungen lisst sich eine der Hauptintentionen der
vorliegenden Arbeit weiter prézisieren. Dazu werden die beiden im Titel genannten
Themengebiete im Folgenden separat betrachtet.

Zum Satz von Georg Pick liegt bereits eine sehr grofse Anzahl an fachdidaktischen
Veroffentlichungen vorf| Dabei handelt es sich in der Regel um Artikel, die einen
bestimmten Aspekt aufzeigen wollen und daher nur einen kleinen Ausschnitt aus
dem Prozess der Didaktisierung, wie sie hier aufgefasst wird, abbilden kénnen. Mit
dem Vorteil der Kiirze der Darstellung gehen verschiedene Nachteile einher, wie etwa
Riickgriffe auf rein anschauliche Definitionen, die falsche Interpretationen zulassen,
um nur ein Beispiel zu nennen. Zur Verdeutlichung betrachte man etwa Abbildung
2.23|am Ende von Abschnitt und stelle sich vor, dass man die Anzahl der Locher
der abgebildeten polygonalen Bereiche angeben soll, ohne auf eine exakte Definition
zuriickgreifen zu kénnen’] Mit dieser Arbeit wird der Versuch unternommen, eine
eigenstiandige, begrifflich fundierte und in sich konsistente Didaktisierung zum Satz
von Georg Pick vorzulegen. Dariiber hinaus werden in diesem Rahmen neue mathe-
matische und didaktische Erkenntnisse zum Satz von Pick entwickelt, auf welche in
der Zusammenfassung noch genauer eingegangen wird.

Selbstverstandlich liegen auch zum Thema ,,Gleichungen vom Grad grofser als
zwei Ansatze aus der fachdidaktischen Literatur vor. So verweisen etwa [Vollra-
th/Weigand (2007) auf Kidalla/Paasche| (1966)), die eine gemeinsame Methode zur
Auflésung der Gleichungen 3. und 4. Grades anregen, schreiben jedoch im weiteren
Verlauf:

In der Lehrbuchliteratur haben sich alle diese Vorschlige nicht durchsetzen kénnen.
Man beschrankt sich auf die allgemeine Losung der quadratischen Gleichung und
behandelt Gleichungen héheren Grades nur in Sonderfillen oder mit Naherungsme-

thoden. “[l

Zum genannten Ansatz von Kidalla und Paasche ist zu sagen, dass dieser Kenntnissd|
auf Schiilerseite voraussetzt, die nach den heutigen Curricula nicht mehr gegeben
sindﬂ Auch Dittmann (1967) schlagt eine Behandlung von Gleichungen hoéheren
Grades in der Schule vor. Er geht aber nicht ndher auf die Moglichkeit der Auflésung

2Hiermit ist gemeint, dass dies sowohl auf Teil I (Der Satz von Pick) als auch auf Teil II
(Gleichungen vom Grad grofer als zwei) zutrifft.

3Man konsultiere hierzu auch die tabellarische Literaturiibersicht in Anhang

4siehe Seite 49

®Die korrekte Antwort lautet in beiden Fillen 0.

Ssiehe ebd., S. 259

“wie z. B. Wissen iiber die primitiven n-ten Einheitswurzeln

8vgl. [Ministerium fiir Bildung und Wissenschaft des Landes Schleswig-Holstein| (2012) sowie
Kultusministerkonferenz| (2002)
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durch Radikale bei kubischen Gleichungen einf] sondern beschriinkt sich auf das
Finden von Nullstellen durch sinnvolles Probieren, die Reduktion des Grades sowie
Néherungsverfahren.

In der vorliegenden Arbeit wird zunéchst eine ausfiihrliche Didaktisierung des The-
mas ,Aufléosen von Gleichungen dritten Grades durch Radikale” angestrebt. Glei-
chungen vom Grad grofer als drei werden im Zusammenhang mit der graphischen

Methode von Lill (Abschnitt thematisiert.

Mit einer didaktischen Analyse geht héufig die Festlegung auf eine bestimmte Ziel-
gruppe, fir welche die Aufbereitung erfolgt, einher. Die in der vorliegenden Arbeit
aufbereiteten Inhalte sind grundsitzlich fiir die Behandlung mit Schiilern'] vorge-
sehen. Das Themengebiet ,Der Satz von Pick” weist eine enorme Spannweite auf:
Einige Aspekte, wie z. B. die grundsétzliche Aussage des Satzes, lassen sich bereits ab
der Orientierungsstufe thematisieren, wihrend weiterfithrende Fragestellungen, wie
etwa Beweise oder Verallgemeinerungen, auch fiir Oberstufenschiiler echte Heraus-
forderungen darstellen kénnen. Das Themengebiet ,Gleichungen vom Grad grofser als
zwei“ wird hier in einer Form aufbereitet, die es fiir Oberstufenschiiler zugénglich
machen soll. Die Thematisierung einzelner Aspekte ist im Klassenverband denk-
bar. Fiir eine umfassende Behandlung etwa der Auflésung von Gleichungen dritten
Grades durch Radikale ist der Rahmen im reguléren Unterricht vermutlich nicht
gegeben. Eine solche konnte in Form eines freiwilligen Zusatzangebotes stattfinden.

Die Beschiftigung mit beiden Themen wird ausdriicklich auch fiir Studenten, insbe-
sondere fiir Lehramtskandidaten, als wertvoll erachtet. Sie konnen mit den Inhalten
dieser Arbeit zwei exemplarische Beispiele fiir strukturgenetische didaktische Ana-
lysen kennenlernen und auf diese Weise ihre eigenen Kompetenzen in diesem fiir das
Lehramtsstudium zentralen Bereich erweitern.

Unter dem Begriff Unterricht subsumieren wir im Folgenden eine Vielzahl verschie-
dener Lehrsituationen, wie etwa den herkémmlichen Schulunterricht im Klassenver-
band, freiwillige Zusatzangebote an Schulen, Universitdtsseminare, andere Angebote
fiir Studenten u. v. a. m.

Verschiedene Teile beider Themengebiete wurden im Rahmen praktischer Erpro-
bungen bereits mit Schiilergruppen durchgefiihrt. Zum einen fand dies im Rahmen
zweier aufeinanderfolgender Enrichment-Kursd'l| an der Klaus-Groth-Schule Neu-
miinster in den Jahren 2011 und 2012 statt. Dabei handelte es sich um gemischte
Kurse zur Begabtenforderung von 12 bzw. 14 Schiilern verschiedener Schulen[”?] aus

9Er nennt die Formel von Cardano ohne Herleitung, Beweis oder Anwendungsbeispiele (siche
ebd., S. 112).

10 Aus Griinden der leichteren Lesbarkeit schreiben wir Schiiler anstelle von Schiilerinnen und
Schiiler, wobei stets beide Geschlechter gemeint seien. In gleicher Weise verwenden wir die Worte
Lehrer und Studenten.

HUFiir weitere Informationen zum Enrichment-Programm des Landes Schleswig-Holstein siche
Huszak| (2014).

“Es nahmen sowohl Gymnasiasten als auch Schiiler von Gemeinschaftschulen teil.
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den Klassenstufen 8 bis 11. Eine weitere praktische Erprobung fand im Rahmen der
Schiilerakademie Mathematil™| an der Universitit Flensburg in den Jahren 2012
und 2013 statt. An dem Kurs nahmen 15 Schiiler aus den Jahrgangsstufen 11 bis 13
von verschiedenen Gymnasien und Gemeinschaftsschulen teil.

Obwohl die praktischen Erprobungen einen wichtigen Hintergrund fiir die vorlie-
gende Arbeit darstellen, werden keine Argumente fiir oder gegen ein bestimmtes
fachdidaktisches Konzept daraus abgeleitet, weil keine empirischen Auswertungen
vorgenommen wurden. Dennoch haben die Erfahrungen mit den Schiilern den Ent-
stehungsprozess dieser Arbeit mit geprigt, so dass es an einigen wenigen Stellen im
Text als sinnvoll erachtet wurde, dem Leser gewisse Beobachtungen mitzuteilen.

Im Folgenden wird hin und wieder auf die dynamische Geometrie-Software GeoGe-
bra — Dynamic Mathematics for Everyone (kurz: GeoGebra) verwiesen. Die Software
ist fiir nicht kommerzielle Zwecke frei verfiighbar unter www.geogebra.org. Fiir die
vorliegende Arbeit wurde die dort heruntergeladene Version 4.2.60.0 vom 04. Okto-
ber 2013 verwendet. Sdmtliche im Folgenden auftretenden Abbildungen wurden mit
dieser Software selbst erstellt ]

Zusammenfassung

Es wird hier ein zusammenfassender Uberblick iiber die Inhalte der einzelnen Kapitel
gegeben. Die Teile I und II werden dabei separat betrachtet.

I Zum Satz von Georg Pick

In Kapitel [ wird die mathematische Fundierung des Themas entwickelt. Nach
Festlegung der benotigten Definitionen (Abschnitt wird die Grundversion
des Satzes von Pick formuliert und ein klassischer Beweis durchgefiihrt (Abschnitt
2.2). In Abschnitt [2.3|findet eine Diskussion des Beweises statt und verschiedene
Beweisalternativen werden aufgezeigt. Abschliefend wird der Satz von Pick auf
Polygonbereiche verallgemeinert (Abschnitt .

In Kapitel [J werden auf dieser Grundlage die fachdidaktischen Betrachtungen
ausgefiihrt. Zunachst wird der didaktische Bedeutungsgehalt des Themas erlau-
tert (Abschnitt [3.1)). In Abschnitt [3.2] wird eine heuristische Unterrichtsphase
zur Findung der Formel von Pick dargestellt. Nachdem in Abschnitt eine mog-
liche Behandlung des klassischen Beweises aus Abschnitt diskutiert wird,
werden verschiedene schiilergerechte Zuginge mithilfe primitiver Dreiecke ent-

I3Fiir weitere Informationen iiber das Projekt Schiilerakademie am Institut fiir mathematische,
naturwissenschaftliche und technische Bildung der Universitét Flensburg siehe |Lorenzen/Schmitz
(2014).

Mmit Ausnahme der Fotos in Abbildung (6.5


www.geogebra.org
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wickelt (Abschnitt [3.4). Dies beinhaltet z. B. eine anschauliche Bestimmung der
Anzahl der primitiven Dreiecke, in die ein einfaches Gitterpolygon zerlegbar ist,
mithilfe einer Winkelsummen-Bilanz sowie zwei hidndische Beweise fiir die Tatsache,
dass jedes primitive Dreieck den Flacheninhalt % besitzt. Beide Beweise verwenden
eine schrittweise, flichengleiche Verwandlung eines beliebigen primitiven Dreiecks
in eine halbierte Gittermasche, die sich mit dem Geobrett oder z. B. mit GeoGebra
realisieren lasst.

In Abschnitt wird ein meines Erachtens neuer, elementargeometrischer Zu-
gang entwickelt, der besonders anschaulich ist, da er den beiden Gitterpunktar-
ten (innere und Randgitterpunkte) mittels verschiedener Punktspiegelungen konkret
identifizierbare Flachenstiicke zuordnet.

Nachdem die Formel von Pick in Abschnitt durch ein physikalisches Gedan-
kenexperiment interpretiert wird, geht Abschnitt auf Moglichkeiten der Be-
handlung von Verallgemeinerungen des Satzes von Pick mit Schiilern ein.

Im ausfiihrlichen Abschnitt 3.8 werden die Zusammenhénge des Satzes von Pick mit
der elementaren Zahlentheorie diskutiert. So findet etwa eine anschauliche, kon-
struktive Herleitung der Darstellung des grofsten gemeinsamen Teilers zweier ganzer
Zahlen als Linearkombination derselben statt. Im Bereich der Farey-Folgen werden
meines Erachtens z. T. neue, anschauliche Herleitungen fiir deren Eigenschaften auf
Grundlage des Satzes von Pick entwickelt[’] Des Weiteren werden die Beziige der
Farey-Folgen zu Ford-Kreisen und zur Fibonacci-Folge aufgezeigt. Abschliefsend
werden exemplarisch einige wenige Probleme (Aufgaben) mit Losungsvorschlagen
vorgestellt, die den Unterricht in diesem Themenfeld bereichern kénnten (Abschnitt

59).
In Anhang [B| findet sich eine tabellarische und chronologisch geordnete Literatur-
iibersicht zum Satz von Pick, auf die hin und wieder verwiesen wird.

IT Gleichungen vom Grad grofser als zwei

Das Kapitel[{]stellt einen Exkurs dar, der weder der fachwissenschaftlichen noch der
fachdidaktischen Darstellung zugeordnet werden soll. Hier werden die historischen
Hintergriinde zur Formel von Cardano und zur Entstehungsgeschichte der ARS
MAGNA dargelegt.

In Kapitel [ findet die fachwissenschaftliche Fundierung statt. Nach der Festlegung
notwendiger Definitionen (Abschnitt wird in Abschnitt [5.2| die Formel von
Cardano hergeleitet und bewiesen. Hierbei wird zunéchst eine nicht-negative
Diskriminante vorausgesetzt. In Abschnitt [5.3|wird der Zusammenhang zwischen der
Diskriminante und der Anzahl der reellen Losungen einer kubischen Gleichung

5Gemeint sind etwa die mdglichen Argumentationen anhand von Abbildung (siche Seite
100).
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analysiert. In diesem Rahmen werden die beiden reellen Losungen fiir den Fall, dass
die Diskriminante gleich 0 ist, explizit angegeben (Korollar .

Abschnitt zeigt eine schematische Ubersicht zur Verdeutlichung des Vorgehens
beim Losen kubischer Gleichungen. In Abschnitt werden Anwendungen der
Formel von Cardano fiir den Fall einer nicht-negativen Diskriminante beispielhaft
vorgefiihrt.

Abschnitt [5.6| widmet sich der Behandlung kubischer Gleichungen mit negati-
ver Diskriminante. Dabei wird sowohl auf Techniken eingegangen, die Kenntnisse
im Bereich der komplexen Zahlen voraussetzen, als auch auf solche, die ohne diese
Kenntnisse auskommen.

Die fachdidaktischen Betrachtungen zum Thema ,Gleichungen vom Grad grofier
als zwei* teilen sich in die Kapitel [(| und [7 auf. Die Aufteilung ist folgendermafen
begriindet: Wéhrend die Ausfithrungen in Kapitel[( allgemeiner Natur sind, werden
in Kapitel [7 ausschlieflich Methoden zur geometrischen Veranschaulichung
der Losungen kubischer und hoherer Gleichungen thematisiert.

In Abschnitt wird zunéchst der didaktische Bedeutungsgehalt des Themas
begriindet. Anschliefend wird ein moglicher Unterrichtsgang zur Behandlung
der Auflésung kubischer Gleichungen durch Radikale entwickelt (Abschnitt .

In Kapitel [] werden in Abschnitt zwel GeoGebra-Applets zum naherungs-
weisen graphischen Losen quadratischer bzw. kubischer Gleichungen entwickelt. In
Abschnitt wird eine Moglichkeit zur Veranschaulichung von Losungen quadrati-
scher Gleichungen mithilfe von Carlyle-Kreisen vorgestellt. Diese Methode wird in
Abschnitt[7.3]zur Methode von Lill verallgemeinert, mit welcher man Gleichungen
beliebigen Grades ndaherungsweise graphisch 16sen kann. Diese Losung eignet sich in
besonderem Mafse zur Veranschaulichung mit GeoGebra, lasst sich aber nicht mit
Zirkel und Lineal realisieren. Eine Konstruktion mithilfe von Origami im soge-
nannten Huzita-Axiomensystem ist moglich und wird abschlieffend erlautert.

In Anhang [A] werden gewisse mathematische Ergidnzungen formuliert, auf die
im Text an einigen wenigen Stellen verwiesen wird.



Teil 1

Zum Satz von Georg Pick






Einleitung

Im Unterricht der Mittelstufe ist die Berechnung von Flécheninhalten ebener Viel-
ecke ein weit verbreiteter Aufgabentyp. Die Eckpunkte liegen bei diesen Aufgaben
haufig auf den Gitterpunkten eines kartesischen Koordinatengitters. Abbildung
zeigt zwei Darstellungen, die aus einem Schulbuch stammen kénnten.

(a) (b)

Abb. 1.1: Man bestimme den Fldcheninhalt der Figuren in (a) und (b). Die Ké&stchen
haben eine Seitenldnge von 1 cm.

Eine naheliegende und zum Erfolg fiihrende Losungsstrategie ist das Zerlegen der
Figur in einfach zu berechnende Dreiecke und Rechtecke (im Fall (a)) bzw. das
Ergénzen der Figur mit solchen Objekten (im Fall (b)). Abbildung[1.2]zeigt je einen
moglichen Ansatz zur Losung.

Abb. 1.2: Losungsansatz
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Als Losungen erhalten wir
3
246+4+5+1+4=185 [cm?]

fiir (a) sowie
32— (1246+1+2+4) =7 [cm?

fiir Aufgabe (b).

Ein von Georg Pickﬁ im Jahre 1899 bewiesenes Resultat liefert eine einfachere
Methode, um die Flacheninhalte von Figuren wie in den Aufgaben (a) und (b) zu
berechnen. Wir bestimmen dazu jeweils die Anzahl der Gitterpunkte, die im Inneren
eines Vielecks liegen, und die Anzahl der Gitterpunkte, die auf seinem Rand liegen.
Abbildung verdeutlicht das Vorgehen.

(a) (b)

Abb. 1.3: Das Vieleck in (a) besitzt 15 innere Gitterpunkte (blau) und 9 Randgitterpunkte
(rot; es zéhlen sowohl Eckpunkte als auch Punkte auf den Seitenlinien). Das Vieleck in
(b) besitzt 6 innere Gitterpunkte und 4 Randgitterpunkte.

Der Satz von Pick besagt, dass sich der Flacheninhalt folgendermafien berechnen
lasst: Man nimmt die Anzahl der inneren Gitterpunkte, addiert die Halfte der Anzahl
der Randgitterpunkte und zieht vom Ergebnis 1 ab, also

1 2
15+§-9—1:18,5 [cm?]
fiir Aufgabe (a) und

1
6+§-4—1:7kmﬂ

16 Georg Alexander Pick (geboren 1859 in Wien) war ein bedeutender Mathematiker und lehrte
von 1888 bis 1929 an der Deutschen Universitéit Prag. Er veroffentlichte ungefdhr 70 wissenschaftli-
che Arbeiten und berief im Jahre 1910 als Mitglied einer dreikopfigen Berufungskommission Albert
Einstein auf den Lehrstuhl fiir theoretische Physik an die Deutsche Universitdt Prag. Wahrend
Einsteins Zeit in Prag waren die beiden eng befreundet und spielten gemeinsam leidenschaftlich
Violine. Georg Pick stammte aus einer jiidischen Familie und wurde im Juli 1942 von den Na-
tionalsozialisten in das Konzentrationslager Theresienstadt verschleppt. Er verstarb dort nach 13
Tagen im Alter von 82 Jahren. Fiir weitere Informationen siehe [Fritsch| (2001) sowie [Murty /Thain
(2007).
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fir Aufgabe (b). Eine wirklich einfache Methode! Die folgenden Kapitel befassen
sich mit diesem unter dem Namen Satz von Pick"| beriihmt gewordenen Resultat.
Auf Grundlage einer begrifflichen Fundierung werden fachliche und fachdidaktische
Aspekte von verschiedenen Zugéngen, Interpretationen, Beweisen, Verallgemeine-
rungen und z. T. unerwarteten Anwendungen diskutiert.

Hinweis

Um sich in der grofsen Vielfalt der Veroffentlichungen zum Satz von Georg Pick
besser orientieren zu konnen, findet sich im Anhang [B| eine tabellarische Literatur-
iibersicht.

17 Dieser Satz ist vermutlich das bekannteste Resultat von Georg Pick, dennoch ist es mathe-
matisch weniger bedeutend als viele seiner anderen Arbeiten. |Fritsch| (2001) spricht in diesem
Zusammenhang von einem ,relatively minor, if extremely beautiful®-Ergebnis.






Kapitel 2

Fachwissenschaftliche Darstellung

2.1 Grundlegende Definitionen

2.1.1 Ebene, Punkte, Strecken und Geraden

Wir arbeiten hier in der Ebene R?, d. h. in der Menge aller geordneten Paare (x, )
reeller Zahlen z,y. Die Elemente von R? bezeichnen wir als Punkte und notieren
diese in der Regel mit grofen lateinischen Buchstaben. Jeder Punkt A = (a1, as)
besitzt also eine erste Koordinate a; (auch z-Koordinate genannt) und eine zweite
Koordinate as (auch y-Koordinate genannt).

Fiir alle Punkte A = (a1, as), B = (b1, by) € R? definieren wir wie iiblich
A+ B := ((11 + bl,ag + bg),

sowie fur alle A € R
ANA = ()\(ll, )\ag).

Mit diesen Verkniipfungen ist die Menge R? ein reeller Vektorraum. Fiir A # B
definieren wir die Strecke AB durch

AB:={M+(1-XNB|0< X< 1}
Die Strecke ohne ihre Endpunkte, d. h. die Menge
AB = M+ (1-NB|0<A<1),

nennen wir das relative Innere der Strecke AB[

'Der Zusatz relativ wird verwendet, da es sich nicht um das Innere der Menge beziiglich der ver-
wendeten Topologie auf dem R? (s u.) handelt, sondern um das Innere beziiglich der sogenannten
Relativtopologie auf der Geraden AB als topologischer Teilraum des R2.
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Die durch A, B festgelegte Gerade sei
AB:={)M+(1-)\)B|XeR}.

Der Mittelpunkt von A und B sei definiert als

MAB = (A+B)

1
2
Des Weiteren werden gewisse in der Elementargeometrie tibliche Sprechweisen ver-
wendet. So sagen wir z. B.: ,Der Punkt A liegt auf der Geraden ¢“, und meinen

damit, dass A € g gilt. Der Begriff Winkel wird naiv verwendet. Zwei Geraden ¢, ¢’
heiken zueinander parallel, wenn die Implikation

gNg #0=yg=y¢
gilt. Zwei Strecken heifien zueinander parallel, wenn die (eindeutig bestimmten)

Geraden, die diese Strecken enthalten, zueinander parallel sind.

2.1.2 Metrik und Topologie

Fiir einen Punkt A € R? und eine positive, reelle Zahl r definieren wir die offene
Kreisscheibe K(A,r) um A mit Radius r wie folgt:

K(A,r):={B € R? | dy(A,B) <r}.

Es bezeichne hierbei dy die gewohnliche euklidische Metrik, d. h., fir X = (z1,x9)
und Y = (y1,12) € R? sei

da(X,Y) == /(31 — 11)? + (32 — y2)*.
Der Abstand zweier Mengen M, N C R? sei
d(M,N):=inf{d2(X,Y)| X € M, Y € N}.

Im Falle zweier Geraden oder einer einelementigen Menge (Punkt) und einer Geraden
ergibt sich der orthogonale Abstand.

Die Linge einer Strecke AB ist definiert als der euklidische Abstand der Endpunkte

A, B und wird folgendermaften notiert:

|AB| = do(A, B).

Ein Punkt A einer Menge M C R? heift innerer Punkt von M, wenn es ein r > 0

gibt, so dass
KAr)CM
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gilt. Die Menge aller inneren Punkte von M heifst das Innere von M.

Eine Teilmenge U C R? heifit offene Menge, wenn jeder Punkt der Menge ein innerer
Punkt ist, d. h., wenn es zu jedem A € U ein r > 0 gibt, so dass

K(A,r)CU

gilt. Eine offene Menge stimmt also mit ihrem Inneren {iberein.

Ein Punkt A € R? heifit Randpunkt einer Menge M C R2, falls fiir jedes r» > 0 die
Kreisscheibe K (A, r) sowohl (mindestens) einen Punkt aus M als auch (mindestens)

einen Punkt aus (R? \ M) enthélt. Die Menge aller Randpunkte von M nennen wir
auch kurz den Rand von M. Abbildung veranschaulicht die Definition.

K(A,r)
; O

(a) (b)

Abb. 2.1: Fiir eine Menge wie in (a) ist der Begriff Rand intuitiv: Jede (noch so kleine)
Kreisscheibe K(A,r) hat sowohl mit M als auch mit dem Komplement von M einen
nicht-leeren Schnitt; unabhingig davon, ob die Randlinie zu M gehort oder nicht. In (b)
sei M = {A, B,C, D, E}. Dann ist jedes Element von M Randpunkt von M. Die Menge
besitzt keine inneren Punkte.

Achtung: Ein Randpunkt einer Menge muss nicht Element dieser Menge sein. So
ist z. B. der Rand einer offenen Kreisscheibe K(A,r) gleich der Kreislinie um A
mit dem Radius r, d. h. die Menge aller Punkte B mit dy(A, B) = r. Keiner dieser
Punkte gehort zur Menge K (A, 7).

Eine Teilmenge M C R? heifit wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei Punkten
A, B € M eine stetige Abbildung v : [0, 1] — M gibt mit y(0) = A und (1) = B.
Man nennt 7 auch einen stetigen Weg von A nach B. Abbildung[2.2]zeigt ein Beispiel
fiir eine nicht wegzusammenhédngende Menge und eines fiir eine wegzusammenhéan-
gende Menge.

Wir ziehen hier ,wegzusammenhédngend* dem allgemeineren topologischen Begriff
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(a) (b)

Abb. 2.2: (a) Die Menge ist nicht wegzusammenhéngend, denn A und B lassen sich nicht
durch einen stetigen Weg verbinden, der innerhalb der Menge verlduft. (b) Die Menge ist
wegzusammenhédngend. Dargestellt ist ein stetiger Weg v von A nach B.

zu(,s*a'm/mfz'n,h,('l?ngemﬂ vor, weil es der anschaulichere ist. Normalerweise ist wegzusam-
menhéngend ein schéarferer Begriff als zusammenhéngend; d. h. wegzusammenhén-
gende Mengen sind stets zusammenhiingend, aber es gibt (auch im R?) zusammen-
héngende Mengen, die nicht wegzusammenhéngend sind. Fiir offene Teilmengen des
R? fallen die Begriffe jedoch zusammen. Da wir sie hier nur fiir offene Mengen be-
notigen, sprechen wir im Folgenden auch kurz von zusammenhéngenden Mengen,
wenn wir wegzusammenhangende Mengen meinenE]

Eine offene, zusammenhingende Teilmenge G C R? heiflt Gebiet. Eine Teilmenge
T C R? heiftt beschrinkt, wenn sie in einer hinreichend groften Kreisscheibe enthalten
ist, d. h., wenn es einen Punkt A € R? und einen Radius r > 0 gibt, mit

T CK(A,r).

2.1.3 Streckenziige und einfache Polygone

Die folgenden Definitionen sind angelehnt an [Hilbert (1977)), unterscheiden sich von
den dortigen aber in einigen Details. Sie sind auf die in den weiteren Abschnitten
dargestellten Inhalte genau abgestimmt.

Es seien Aj, Ay, ..., A, € R?, so dass die Punkte A, Ay, ..., A,_1 paarweise ver-
schieden sind und A,, & {A4,,..., A,_1} ist. Zudem sollen keine drei aufeinanderfol-

2Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdingend, wenn es keine zwei offenen, disjunkten
Teilmengen U,V C X mit U UV = X gibt. Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heifit zu-
sammenhingend, wenn sie als topologischer Teilraum mit der Relativtopologie zusammenhingend
ist.

3Fiir eine ausfiihrliche Darstellung des Zusammenspiels der beteiligten Begriffe siehe z. B. von
Querenburg (1980)), S. 69 ff.
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genden Punkte auf einer Geraden liegen, d. h., es gelte fiir alle j € {2,...,n — 1}
A ¢ A A 2.1)
Dann nennen wir
A1Ag. A, = A1A U A A3 UL U A, 1A,

einen Streckenzug, der A; mit A,, verbindet. Die Punkte A,, ..., A,,_1 nennen wir die
FEcken des Streckenzugs. A; und A,, bezeichnen wir als Endpunkte des Streckenzugs.
Die Bedingung konnte man weglassen, es ist jedoch praktisch, diese einzufor-
dern, da dann jeder Eckpunkt auch anschaulich eine Ecke (d. h. einen ,Knick* im
Streckenzug) darstellt.

Ein Streckenzug A A, ... A, heiltt einfach, wenn
AiAi+1 N AjAj+1 == @ fiir 4 7é]

gilt. Bis auf die gemeinsamen Endpunkte benachbarter Strecken besitzen also keine
zwei Strecken einen gemeinsamen Punkt.

Gilt A, = Aj, so heifit der Streckenzug A; ... A, geschlossen. Ein einfacher, ge-
schlossener Streckenzug wird auch einfach geschlossen genannt.

Fiir einen einfachen, nicht geschlossenen Streckenzug A; A, ... A, nennen wir den
Streckenzug ohne seine Endpunkte, d. h. die Menge

A1Ay . AN\ { AL ALY
das relative Innere des Streckenzugs.

Ist A;... A, ein einfach geschlossener Streckenzug und liegt auch im Punkt A; eine
sechte Ecke* vor, d. h., es gilt

Al g An—1A27

dann nennen wir den Streckenzug einen einfachen Polygonrand mit den FEcken
Ai(= Ay), As. .., A1 und den Seiten (oder Seitenstrecken) A1 As, ..., A,_1A;. Ein
einfacher Polygonrand zerlegt die Ebene in genau zwei Gebiete. Eines davon ist
beschrankt (vom Polygonrand umschlossen), eines unbeschrankt (siche Abbildung

290
Definition 2.1. (Einfaches Polygon)

Die Vereinigungsmenge eines einfachen Polygonrandes mit dem von ithm umschlos-
senen Gebiet bezeichnen wir als einfaches Polygon. Das umschlossene Gebiet nen-
nen wir das Innere des Polygons. Die Ecken und die Seiten des Polygonrandes
bezeichnen wir auch als die Ecken und die Seiten des Polygons.

4Diese hochst plausible Tatsache ist ein Spezialfall des sogenannten Jordanschen Kurvensatzes,
der wider Erwarten nicht ganz einfach zu beweisen ist. Fiir eine exakte Formulierung und den
Verweis auf eine weitere Quelle, in der der Satz bewiesen wird, siehe z. B. [Lefner| (2001]).
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Abb. 2.3: Abbildung (a) zeigt einen einfachen Polygonrand. Die Ebene wird in genau zwei
Gebiete zerlegt. Die Abbildungen (b) und (c) zeigen nicht-einfache Polygonrander. Die
Ebene wird in drei bzw. vier Gebiete zerlegt.

Bemerkung 2.1. Das hier definierte Innere eines Polygons P stimmt mit dem oben
definierten Inneren der Menge P iiberein. Ebenso ist der Polygonrand auch gleich
der Menge aller Randpunkte der Menge P, so dass wir mit Recht auch vom Rand
des Polygons sprechen kénnen.

2.2 Der Satz von Pick und ein klassischer Beweis

Im Folgenden soll der Satz von Pick formuliert und bewiesen werden. Dabei verfolgen
wir im Wesentlichen den von Pick (1899) im Originalartikel aufgezeigten Weg mit
einer leichten Variation wie sie von Ball (2003)) bzw. Varberg (1985]) vorgeschlagen
wird.

Viele Quellen beweisen den Satz von Pick in einem kartesischen Koordinatensystem,
einige erwdhnen anschliefsend, dass eine Verallgemeinerung auf nicht-kartesische Sys-
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teme leicht moglich istﬂ Wir folgen auch hier Pick (1899), der sein Resultat von
vornherein in einem beliebigen Parallelogramm-Gitter formuliert und beweist. Das
kartesische Koordinatensystem ist dann lediglich ein Spezialfall.

Wir betrachten ein Parallelogramm-Gitter in der Ebene, d. h. ein Gitter aus zwei
Systemen #dquidistanter paralleler Geraden. Jede Gerade des einen Systems schlieftt
dabei mit jeder Geraden des anderen Systems einen Winkel ¢ mit 0° < ¢ < 90° ein.
Die Systeme sind in sich dquidistant, der Geraden-Abstand des einen Systems kann
aber vom Geraden-Abstand des anderen Systems verschieden sein (vgl. Abbildung
2.4]). Wir bezeichnen die Schnittpunkte der Geraden als Gitterpunkte und Strecken,
deren Endpunkte Gitterpunkte sind, nennen wir Gitterstrecken. Gitterstrecken, die
auf einer Geraden eines der Parallelensysteme verlaufen, heiflen Hauptgitterstrecken.

Einen Streckenzug A;A,... A, nennen wir Gitterstreckenzug, falls Ay, Ao, ... A,
ausschlieflich Gitterpunkte sind. Ein einfaches Polygon, dessen Eckpunkte aus-
schlieflich Gitterpunkte sind, nennen wir einfaches Gitterpolygon. Das kleinstmog-
liche Gitterviereck ist eine ,Masche* M des Gitters (vgl. Abbildung .

Abb. 2.4: Zwei Systeme dquidistanter Geraden bilden ein Parallelogramm-Gitter. Ein Git-
terpolygon P besitzt ausschlieflich Gitterpunkte als Eckpunkte. Die Fliche einer Masche
M dient als Einheit fiir das Flachenmafs p.

Wir verwenden die Flédche einer solchen Masche als Einheit fiir ein Fldchenmafs .
Damit meinen wir, dass

p(M) =1

gilt und dass pu(T) fiir jede messbare Menge T' C R? angibt, wie viele Maschen in

SMan konsultiere hierzu die in Anhang [B| gegebene Literaturiibersicht.
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der Menge T aufgehen.ﬁ

In der folgenden Definition werden Bezeichnungen fiir die Mengen der verschiedenen
Gitterpunktarten eines einfachen Polygons und deren Méchtigkeiten festgelegt.

Definition 2.2. Fir ein einfaches Gitterpolygon P sei

e [p die Menge der Gitterpunkte, die im Inneren von P liegen,
o Rp die Menge der Gitterpunkte, die auf dem Rand von P liegen,
e Fp die Menge aller Eckpunkte von P,

e Sp = Rp\ Ep die Menge aller Gitterpunkte, die auf den Seiten von P liegen
und keine Eckpunkte sind,

e I'n =1pURp diec Menge aller Gitterpunkte, die in P enthalten sind.

Des Weiteren seien
ip,Tp,€p,Sp,tp

die Mdchtigkeiten dieser Mengen in der oben genannten Reihenfolge, d. h. die An-
zahlen der verschiedenen Punktsorten.

Nun konnen wir den Satz von Pick formulieren.

Satz 2.1. (Satz von Pick, 1899)
Fiir jedes einfache Gitterpolygon P gilt

.o
M(P):pr—i—?P—l.

Beweis. Fir jedes einfache Gitterpolygon P definieren wir die Pick-Zahl von P durch

(P) = 7:P+%—1.

Wir weisen zunéachst nach, dass die Pick-Zahl additiv ist, d. h.: Wenn wir ein ein-
faches Gitterpolygon P durch einen einfachen Gitterstreckenzug, dessen relatives
Inneres im Inneren von P enthalten ist, in zwei kleinere Polygone S und T zerlegen

(vgl. Abbildung [2.5)), so gilt

n(P) =n(S) + «(T).

6Bezeichnet A das zweidimensionale Lebesgue-MagR, so ist u := ﬁ - A. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung zur Konstruktion des Lebesgue-Mafes und zu seinen Eigenschaften (z. B. Translations-
und Bewegungsinvarianz) siehe etwa [Elstrod, (2005)).
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Abb. 2.5: Ein Gitterpolygon P wird durch einen Gitterstreckenzug in zwei Polygone S, T
zerlegt. Eine gewisse Anzahl k an Gitterpunkten befindet sich auf dem trennenden Stre-
ckenzug im Inneren von P (rot hervorgehoben).

Es sei k die Anzahl der Gitterpunkte im relativen Inneren des trennenden Strecken-
zugs. Dann gilt

ip:is+iT+k und Tp:Ts+TT—2k—2.

Die Formel fiir rp kommt folgendermafen zustande (vgl. Abbildung [2.5)): Bei rg
werden die k£ Gitterpunkte auf dem Rand von S mitgezéhlt. Bei rp werden diese
k Punkte ein weiteres Mal mitgezahlt. Fiir das Polygon P sind dies aber keine
Randpunkte, so dass von rg+r¢ wieder 2k subtrahiert werden muss. Zudem werden
die beiden Endpunkte (griin hervorgehoben) des trennenden Streckenzugs zunéchst
doppelt gezdhlt (einmal bei rg und ein zweites Mal bei r7); es resultiert die —2 am
Ende. Nun folgt

rs+rp—2k—2

.
z'p+§—1 = ig+ir+k+ 5 1
. r . r
= (zs+§—1>+(zT+7T—1>,

also m(P) = n(S) + n(T).
Nun verwenden wir die Additivitat der Pick-Zahl, um den Beweis abzuschliefen.
Fiir eine einzelne Masche M gilt
4
W(M):O—|—§—1:1:u(]\/[).

Mit der Additivitdt von m folgt daraus, dass Pick-Zahl und Flécheninhalt fiir al-
le Polygone, die sich als Vereinigung von vollstdndigen Maschen darstellen lassen,
iibereinstimmen.
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Insbesondere gilt dies fiir von Hauptgitterstrecken berandete Parallelogramme. Zer-
legt man ein solches Parallelogramm P durch eine Diagonale in zwei Dreiecke Dy, Do
(vgl. Abbildung[2.6](a)), so stimmen diese in der Anzahl ihrer inneren und in der An-
zahl ihrer Randgitterpunkte iiberein, was man sich z. B. folgendermafsen klarmacht:
Wir kénnen Dy und D, durch eine 180°-Drehung um C' und eine anschliefsende Ver-
schiebung, die C' auf A abbildet, ineinander iiberfithren. Bei beiden Abbildungen
geht das Parallelogramm-Gitter in sich iiber, die Anzahl der inneren bzw. Randgit-
terpunkte bleibt also jeweils unveréindert[’] Daher gilt 7(D;) = 7(Dy).

Abb. 2.6: (a) Zerlegung eines von Hauptgitterstrecken berandeten Parallelogramms in zwei
Dreiecke; (b), (c) Ergénzung eines beliebigen Gitterdreiecks zu einem Parallelogramm

Mit der Additivitdt von 7 folgt nun die Ubereinstimmung von Pick-Zahl und Fli-
cheninhalt fiir Dy bzw. D, folgendermafen: Es gilt

2m(Dy) = 7(D1) + w(D2) = m(P) = p(P),

also

1
(D) = 5u(P) = p(Dy).
"Es reicht nicht als Argument, dass die beiden Dreiecke zueinander kongruent sind. Man findet
z. B. im kartesischen Gitter leicht Beispiele kongruenter Gitter-Dreiecke, die weder in der Anzahl
ihrer inneren noch in der Anzahl ihrer Randgitterpunkte iibereinstimmen. Siehe z. B. [Fraedrich
(1980), S. 24.
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Ein beliebiges Gitterdreieck lasst sich durch Parallelogramme und Dreiecke, die zwei
Hauptgitterstrecken als Seiten haben, zu einem Parallelogramm ergénzen, das von
Hauptgitterstrecken berandet wird (vgl. Abbildung 2.6 (b) bzw. (c)). Da Pick-Zahl
und Flacheninhalt sowohl fiir die ergénzenden Dreiecke als auch fiir das Parallelo-
gramm iibereinstimmen, folgt diese Ubereinstimmung auch fiir das erginzte Dreieck
(wegen der Additivitat von 7).

Schlussendlich kénnen wir ein beliebiges, einfaches Gitterpolygon in Dreiecke zerle-
gen und der Beweis ist mithilfe der Additivitdt von 7 abgeschlossen. O

2.3 Diskussion des Beweises und Beweisalternativen

Wir wollen hier zunéchst eine fachwissenschaftliche Diskussion des obigen Beweises
und verschiedener Alternativen fiihren. Eine didaktische Diskussion findet in Kapitel
statt.

2.3.1 Ein moglicher Fehlschluss

Wir haben einen eleganten Beweis gesehen, der sich in verschiedenen Quellenﬁ in
jeweils leichten Variationen finden lasst. Wie stets bei Beweisen, die mit der An-
schauung argumentieren, ist Vorsicht geboten. So findet sich z. B. bei |Fraedrich
(1980), aber auch schon im Originalbeweis bei Pick]| (1899), folgende Verkiirzung der
letzten beiden Beweisschritte, die meines Erachtens nicht legitim ist: Nach der Bestéa-
tigung der Pick-Formel fiir achsenparallele Parallelogramme und Dreiecke, die zwei
Hauptgitterstrecken als Seitenstrecken besitzen, wird direkt ein beliebiges (einfa-
chesﬂ) Polygon betrachtet und folgendermafien argumentiert: Ein einfaches Polygon
konne stets zu einem achsenparallelen Parallelogramm ergénzt werden, und diese Er-
ganzung konne ausschlieflich mithilfe von Dreiecken, die zwei Hauptgitterstrecken
als Seitenstrecken besitzen, und mithilfe von achsenparallelen Parallelogrammen er-
folgen (vgl. Abbildung (a)). Dass dies im Allgemeinen nicht moglich ist, macht
man sich jedoch z. B. an Abbildung (b) klar; der Umweg iiber beliebige Dreiecke
ist notwendig.

Der oben durchgefiihrte Beweis des Satzes von Pick ist sehr elegant und verwendet
als zentrales Argument die Additivitat der Pick-Zahl. Ein weniger verbreiteter Be-
weisansatz erfolgt {iber eine Reinterpretation der Pick-Zahl und soll im folgenden
Abschnitt vorgestellt werden.

8vgl. Literaturiibersicht in Anhang
9Pick| (1899) spricht nicht von einfachen Polygonen. Es ist nicht klar, ob diese Eigenschaft in
der (im Artikel nicht angegebenen) Definition eines Polygons gefordert wird.
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Abb. 2.7: Die Ergédnzung eines beliebigen, einfachen Polygons zu einem achsenparallelen
Parallelogramm nur unter Verwendung von achsenparallelen Parallelogrammen und von
Dreiecken, die zwei Hauptgitterstrecken als Seitenstrecken besitzen, ist nicht in jedem Fall
moglich.

2.3.2 Eine alternative Interpretation der Pick-Zahl

Ball| (2003)) weist auf eine anschauliche Interpretation der Pick-Zahl hin, die auf|Var-
berg| (1985) zuriickgehe. In der Tat erldutert bereits Pick| (1899) diese Interpretation
und verwendet sie, um sein Resultat zu Verallgemeinern.m Wir betrachten zu jedem
inneren oder Randgitterpunkt X eines einfachen Polygons P eine hinreichend kleine
Kreisscheibe K (X, r)[um X und weisen diesem ein Gewicht w(X) zu. Dabei gebe
w(X) den Anteil von K(X,r) an, der innerhalb von P liegt, d. h. es sei

o w(X) =1, falls X € Ip;

e w(X) =3, falls X € Sp (d.h. X ist Randpunkt und kein Eckpunkt von P);

o w(X) = 355, falls X € Ep und o der Innenwinkel von P im Punkt X ist.

Ein Beispiel ist in Abbildung dargestellt.

Man stellt nun leicht fest, dass die Summe der Gewichte aller inneren und Randgit-
terpunkte eines Polygons mit dessen Pick-Zahl iibereinstimmt. Wir formulieren dies
als Lemma.

10Es sei angemerkt, dass [Pick (1899) die besagte Interpretation sehr knapp und wenig formal
ausfiihrt.

"Der Radius 7 sei so klein gewihlt, dass K(X,r) nur von Randstrecken geschnitten wird, auf
denen X liegt.
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Abb. 2.8: Die ,zu Kreisscheiben aufgepusteten” Gitterpunkte eines Polygons P mit ihren
in P befindlichen Anteilen.

Lemma 2.1. Es sei P ein einfaches Gitterpolygon. Dann gilt

S w(X)=ip+ 2 -1 (2.2)

2
XeTp

Beweis. Fir jeden inneren Gitterpunkt X von P gilt w(X) = 1, also

> w(X) =ip.

Xelp

Fiir jeden Gitterpunkt, der auf einer Seitenstrecke von P liegt und kein Eckpunkt
ist, gilt w(X) = 3, also

XeSp

Es seien nun X, Xy, ..., X,, die Eckpunkte von P und oy, ay, ..., a., die zugeho-
rigen Innenwinkel. Da die Innenwinkelsumme eines n-Ecks (n — 2) - 180° betrégt,
gilt

a1 +as+ ...+ a., = (ep —2) - 180°.
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Es folgt

Y wX) = w(X)+wX)+.. +w(Xe,)

XeEp
. Qa2 Qep
3600 + 360° et 360°
_ (ep—2)-180°
B 360°
- .
2

Schlussendlich erhalten wir

dNowX) = DY wX)+ Y wX)+ > wX)

XeTp Xelp XeSp X€eEp
. sp  €p
sty g
. rp
= 1ip 4+ — — 1.
2

O

Ein grofter Vorteil dieser neuen Interpretation der Pick-Zahl ist die Tatsache, dass
die Additivitdt nun sehr leicht einzusehen ist: Zerlegen wir ein Polygon P wie ge-
habt durch einen Gitterstreckenzug in zwei kleinere Teilpolygone, so setzt sich der
innerhalb von P liegende Anteil der Kreisscheibe K (X,r) eines Punktes X stets
additiv aus den in den Teilpolygonen befindlichen Anteilen zusammen, wie man in

Abbildung [2.9] leicht erkennt.

Abb. 2.9: Die Neu-Interpretation der Pick-Zahl bringt deren Additivitdt automatisch mit
sich.
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Um den Satz von Pick aus Lemma [2.1| zu erhalten, kann nun wie zuvor vorgegangen
werden. Man priift die Identitét

XETM

fiir eine Masche M: Die Gewichte der vier Eckpunkte addieren sich zu 1, da die In-
nenwinkelsumme der Masche 360° ist. Da eine Masche keine weiteren Gitterpunkte
enthélt und (M) = 1 gilt, ist die Formel bestétigt. Nun schlieftt man von Maschen
auf achsenparallele Parallelogramme, von diesen auf Dreiecke, die zwei Hauptgit-
terstrecken als Seiten besitzen, und schlieklich iiber beliebige Dreiecke auf einfache
Polygone.

Im folgenden Abschnitt wird ein weiterer Zugang zum Satz von Pick vorgestellt, der
Beziige zur Graphentheorie aufzeigt.

2.3.3 Zugang iiber primitive Dreiecke

Wir nennen ein Gitterdreieck primitiv, wenn es genau drei Randgitterpunkte und
keine inneren Gitterpunkte besitzt. Zur Vereinfachung sagen wir auch kurz ,primiti-
ves Dreieck” anstelle von ,primitives Gitterdreieck. Abbildung [2.10] zeigt Beispiele.

Abb. 2.10: Drei Beispiele fiir primitive Dreiecke. Alle Dreiecke dieser Art besitzen nach
dem Satz von Pick den Flacheninhalt %

Hat man den Satz von Pick zur Verfiigung, so ist klar, dass primitive Dreiecke stets
den Flacheninhalt % besitzen. Anders herum kann diese Tatsache der entscheidende
Schritt in einem von der Additivitdt der Pick-Zahl unabhéngigen Beweisgang sein.
Ausgangspunkt ist das folgende Lemma.

Lemma 2.2. Jedes einfache Gitterpolygon P ldsst sich in primitive Dreiecke zer-
legen, d. h., es existieren primitive Dreiecke Dy, ..., D, mit paarweise disjunktem
Inneren, so dass P=D,U...UD, gz’lt.@

12Wir verwenden die Sprechweise ,zerlegen in“ von nun an stets in diesem Sinne.
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Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber die Gesamt-Anzahl der Gitterpunkte (in-
nere und Randgitterpunkte) eines Polygons durch. Im Induktionsanfang betrachten
wir ein einfaches Gitterpolygon mit drei Gitterpunkten. Hier ist nichts zu tun, denn
es handelt sich bereits um ein primitives Dreieck.

Es sei nun P ein Gitterpolygon mit ¢tp > 4 Gitterpunkten. Wir setzen voraus, dass
sich alle Gitterpolygone mit einer kleineren Anzahl an Gitterpunkten in primitive
Dreiecke zerlegen lassen. Falls P ein Dreieck ABC' ist, so besitzt dieses mindestens
einen Gitterpunkt X, der kein Eckpunkt ist. Handelt es sich hierbei um einen inneren
Punkt, so zerlegen wir P durch die Strecken AX, BX,CX in drei Dreiecke mit einer
geringeren Gitterpunkt-Anzahl (vgl. Abbildung (a)). Handelt es sich bei X um
einen Randpunkt, so liegt dieser auf einer Seite, etwa auf AB. Wir verbinden X mit
C' und erhalten so eine Zerlegung in zwei Dreiecke mit einer geringeren Gitterpunkt-

Anzahl (vgl. Abbildung (b)).

Abb. 2.11: Zerlegung von Dreiecken in Teildreiecke mit einer geringeren Anzahl an Git-
terpunkten

In beiden Fallen lassen sich die Teildreiecke nach Induktionsvoraussetzung in pri-
mitive Dreiecke zerlegen, so dass auch das Ausgangsdreieck in primitive Dreiecke
zerlegbar ist.

Betrachten wir abschliefend den Fall, dass P mindestens 4 FEckpunkte besitzt. Als
innere Diagonale von P bezeichnen wir eine Strecke zwischen zwei Eckpunkten von
P, deren relatives Inneres im Inneren von P enthalten ist. Wir werden nachweisen,
dass eine solche existiert ] Dies schlieft den Beweis ab, denn eine innere Diagonale
zerlegt P in zwei Teilpolygone mit geringerer Gitterpunkt-Anzahl, die sich nach
Induktionsvoraussetzung in primitive Dreiecke zerlegen lassen.

Es gibt einen Eckpunkt A von P, in dem P einen Innenwinkel besitzt, der kleiner als
180° ist. Andernfalls wéire die Innenwinkelsumme von P grofier oder gleich ep - 180°,

13 Die Argumentation ist angelehnt an |Aigner/Ziegler| (2001) bzw. Honsberger| (1970). Letzterer
gibt an, dass das Argument urspriinglich aus Knopp| (1945)), S. 17/18 stammt.
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was absurd ist. Es seien B, C die direkt zu A benachbarten Eckpunkte von P (vgl.

Abbildung [2.12]).

Abb. 2.12: Finden einer inneren Diagonalen

Falls kein Eckpunkt von P im Dreieck ABC' liegt, ist BC' eine innere Diagonale.
Falls doch, so verschieben wir eine zu BC parallele Gerade g in Richtung A bis ,das
letzte Mal“ ein Eckpunkt von P auf g liegt. Es kénnen durchaus mehrere Eckpunkte
auf g liegen. Wir wéhlen einen beliebigen, etwa X. Die gesuchte innere Diagonale
ist AX, der Beweis ist abgeschlossen. n

In der Regel gibt es viele verschiedene Mdoglichkeiten, ein Gitterpolygon in primitive
Dreiecke zu zerlegen (vgl. Abbildung [2.13]).

Abb. 2.13: Zwei unterschiedliche Zerlegungen eines Gitterpolygons in primitive Dreiecke.
Beide Zerlegungen verwenden 22 Dreiecke. Eine Zerlegung mit einer anderen Anzahl ist
nicht moglich.
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Erstaunlicherweisdﬂ ist die Anzahl der primitiven Dreiecke unabhéngig von der Art
der Zerlegung. Dies wird durch das folgende Lemma sichergestellt. Man beachte,
dass das Lemma ohne die Verwendung eines Gitters auskommt und fiir beliebige
einfache Polygone im R? Giiltigkeit besitzt. Der Beweis, bei welchem wir einer Idee
von DeTemple /Robertson (1974)@ folgen, verwendet die Formel von Fuler fir ebene,
zusammenhdngende Graphen (siehe Abschnitt [A.2).

Lemma 2.3. Es sei P ein einfaches Polygon, R eine endliche Menge von Rand-
punkten und I eine endliche Menge von inneren Punkten von P. Weiter sei p :=
|R|, ¢:=|Z|. P sei so in n Dreiecke D1, ..., D, zerlegt, dass gilt:

1. Fir alle X € RUZ existiert eint < n, so dass gilt: X st Eckpunkt von D;.

2. Firalle X e RUZ und 1 <n qilt: Ist X € D;, so ist X Eckpunkt von D;.

Dann folgt
n=2+p-—2.

Bemerkung 2.2. Voraussetzung 1 des Lemmas bedeutet, dass alle fiir die Mengen
R,Z gewdihlten Gitterpunkte bei der Zerlegung verwendet werden. Voraussetzung 2
bedeutet, dass alle gewdhlten Gitterpunkte ausschliefSlich als Drevecks-Eckpunkte fun-

gieren (vgl. Abbildung .

(a) (b)

Abb. 2.14: (a) Die Zerlegung erfiillt die Voraussetzungen des Lemmas. Folglich ist die
Anzahl der Dreiecke n = 2-4+4+ 9 — 2 = 15. (b) Der Punkt X wird zur Zerlegung
verwendet, liegt aber auf der Seitenstrecke eines Dreiecks. Die Zerlegung verletzt also die
zweite Voraussetzung des Lemmas.

1QOder auch nicht: WeiR man z. B. bereits, dass primitive Dreiecke stets den Flidcheninhalt %
besitzen, so ist dies klar.
15 DeTemple/Robertson! (1974) verwenden allerdings das Gitter.
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Beweis. (von Lemma

Wir betrachten das nach den geforderten Regeln in n Dreiecke zerlegte, einfache
Polygon P und fassen die gesamte Figur als zusammenhdngenden, ebenen Graphen
G auf. Es sei v die Anzahl der Ecken, k£ die Anzahl der Kanten und f die Anzahl
der Flichen von G. Dann gilt f = n + 1 (das dulere Gebiet R? \ P zihlt ebenfalls
als Flache von G) und

v =1L+ p.

Jede Kante im Inneren von P gehort genau zwei Dreiecken an, jede Kante auf dem
Rand von P gehort genau einem Dreieck an. Die Anzahl der Kanten von G auf dem
Rand von P stimmt mit der Anzahl p der zur Zerlegung verwendeten Randpunkte
iiberein. Der Ausdruck 3n + p ,zéhlt also jede Kante doppelt®, d. h.

3n+p=2k.
Die Formel von Euler besagt
v—k+ f=2
Wir setzen unsere Informationen iiber v, £ und f ein und erhalten
3n +
(ttp)—— P t(n+1)=2.
:"v HZ_/ :"f
Dies ist aquivalent zu
n=2+p-—2.

O

Korollar 2.1. Zerlegt man ein einfaches Gitterpolygon P auf beliebige Weise in n
primitive Dreiecke, so gilt
n = QZP +rp — 2.

Beweis. Es sei P ein einfaches Gitterpolygon, welches in n primitive Dreiecke zerlegt
ist. Dann wurden sdmtliche Gitterpunkte auf dem Rand und im Inneren von P
als Ecken ,yverwendet” und die Zerlegung erfiillt offenbar die Voraussetzungen von
Lemma [2.3] Es folgt die Behauptung. O

Koénnen wir unabhéngig nachweisen, dass jedes primitive Dreieck den Flécheninhalt
% besitzt, folgt der Satz von Pick nun unmittelbar, wie hier kurz skizziert sei: Wir
zerlegen ein gegebenes, einfaches Gitterpolygon P in n primitive Dreiecke. Jedes
dieser Dreiecke hat die Flache % und es gilt n = 2i, +rp — 2. Es folgt

Das folgende Lemma schliefst die Liicke. Der Beweis ist elementar und beruht eben-

falls auf Korollar
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Lemma 2.4. Jedes primitive Dreieck besitzt den Fldicheninhalt %

Beweis. Essei ABC' ein primitives Dreieck. Wir konnen dieses stets unter ausschliefs-
licher Verwendung von achsenparallelen Parallelogrammen und Dreiecken, die zwei
Hauptgitterstrecken als Seitenstrecken besitzen, zu einem achsenparallelen Paralle-
logramm P ergénzen (vgl. Abbildung .

Abb. 2.15: Das primitive Dreieck ABC wird zu einem achsenparallelen Parallelogramm
ADCE erganzt.

Da eine Masche des Gitters den Flacheninhalt 1 besitzt, haben alle zur Ergénzung
verwendeten Figuren Flichenmafe aus $N. Weil y(P) ganzzahlig ist, besitzt ABC
also mindestens den Flécheninhalt %

Es sei nun a die Anzahl der Gitterpunkte auf AD und b die Anzahl der Gitterpunkte
auf DC. Es folgt u(P) = (a — 1)(b —1). Aukerdem gilt

ip=(a—2)(b—2) und rp=2(a—1)+2(b—1).

Wir zerlegen P in primitive Dreiecke Dy, ..., D, (eines davon ist ABC'). Nach Lem-
ma 2.1] gilt n = 2ip + rp — 2. Es folgt

n = 2a—2)b—-2)+2(a—-1)+2(b—-1)—-2
= 2(a—1)(b—1)
= 2u(P),

also p(P) = in. Wir wissen bereits, dass j(D;) >

5 fiir alle ¢ < n gilt. Dies impliziert

1
2

n

w(P) = ZM(Dz‘) > Z

1=

_ %n (2.3)

N[ —

Da wir nachgewiesen haben, dass in 1’ Gleichheit vorliegt, folgt u(D;) = % fiir
alle ¢ < n, insbesondere u(ABC) = 1. O
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Hinweis

Wir haben in diesem Abschnitt als entscheidendes Hilfsmittel zur Herleitung des
Satzes von Pick die Formel von Euler verwendet. Es sei darauf hingewiesen, dass
man auch anders herum die Formel von Euler aus dem Satz von Pick herleiten kann,
d. h., dass die Satze von Euler und Pick dquivalent zueinander sind. Die hier nicht
durchgefithrte Richtung ist nicht kompliziert und findet sich etwa in |DeTemple/Ro-
bertson| (1974).

Die Formel von Pick folgt aus Minkowskis Satz iliber konvexe Korper

Es gibt einen weiteren interessanten Weg einzusehen, dass primitive Dreiecke stets
den Flicheninhalt § besitzen. Murty/Thain| (2007) zeigen auf, wie der Satz von Pick
aus dem Satz von Minkowski iiber konvexe Korper folgt.

Der betreffende Satz macht eine Aussage iiber konvexe Korper im R” fiir beliebige
Dimension n, wir bendtigen hier aber nur den Spezialfall n = 2. Eine Teilmenge
C' C R? heift konver, falls gilt:

VX, YeC : XY CC.

Wir nennen C' ursprungs-symmetrisch, wenn aus X € C' folgt, dass auch —X € C
gilt.

Satz 2.2. (Minkowskis Satz tiber konvexe Korper, Spezialfall fiir Dimension 2)

Es sei C C R? ein beschrinktes, ursprungs-symmetrisches und konvezes Gebiet mit
u(C) > 4. Dann enthdlt C' mindestens einen vom Koordinatenursprung verschiede-
nen Gitterpunkt.

Fiir eine allgemeine Version des Satzes von Minkowski sowie fiir einen Beweis siehe
etwa Murty/Thain| (2007) oder fiir eine umfassende Darstellung und Einfithrung in
die Konvexitéts-Theorie Barvinok| (2002). Letzterer hebt die Bedeutung des Satzes
von Minkowski hervor: It [Minkowski’s Convex Body Theorem/| stands along with
Helly’s Theorem as one of the most glorious results in finite-dimensional convexity.*
(Barvinok| (2002), S. 293)

Beweis. (Alternativbeweis von Lemma [2.4)

Es sei ABC' ein primitives Dreieck. Verschieben wir ABC' so, dass B auf den Ur-
sprung O abgebildet wird, verdndern wir den Flacheninhalt nicht. Wir kénnen also
0.B.d.A. annehmen, dass B im Koordinatenursprung liegt. Wir spiegeln nun A an
Mpc, B an Myc sowie C' an Myp und erhalten die Bildpunkte A’, B’,C" in der
entsprechenden Reihenfolge (siche Abbildung .

Weil B’ Bildpunkt von B unter der Spiegelung an Mac ist, liegt Mac auf BB’
und halbiert diese Diagonale des Vierecks ABCB’. Die zweite Diagonale AC wird



42 KAPITEL 2. FACHWISSENSCHAFTLICHE DARSTELLUNG

Al
C
Mpc
B/
Mag
B
Mg B
A
C/

Abb. 2.16: Das Dreieck A’ B’C”’ besitzt keine Gitterpunkte in seinem Inneren. Das Paral-
lelogramm C’B" A’ B’ besitzt als einzigen inneren Gitterpunkt den Koordinatenursprung.

per Definition ebenfalls von Mo halbiert. Folglich ist ABC' B’ ein Parallelogramm.
Ebenso sieht man ein, dass die Vierecke C" BC' A und ABA’C' Parallelogramme sind.

Nun folgt B'C | AB und AB || CA, also B'C || CA’. Die Punkte B’,C und A’
liegen also auf einer Geraden. Ebenso sieht man ein, dass A auf B’C’ und B auf
A'C liegt.

Das Dreieck AC'B’ ist das Bild von ABC unter der Punktspiegelung an M c. Die
Punktspiegelung iiberfithrt das Gitter in sich, denn wir kénnen sie als Hinterein-
anderausfiihrung der Drehung um C' um 180° und der Verschiebung, die C' auf B’
abbildet, auffassen. Weil ABC' primitiv ist, ist also auch AC'B’ primitiv. Analog
konnen wir einsehen, dass die Dreiecke C'BA und BA'C primitiv sind.

Folglich enthélt das Dreieck A’B’C” keine inneren Gitterpunkte und auf den Seiten-
strecken nur die Gitterpunkte A, B, C'. Weil C"BC' A und ABA'C Parallelogramme

sind, gilt aukerdem

|BC'| = |AC| = |BA/|.

Also ist B = M ¢. Wir spiegeln B’ an B und erhalten den Bildpunkt B”. Das Vier-
eck C'"B"A’B’ ist durch Punktspiegelung am Koordinatenursprung entstanden und
folglich ein ursprungs-symmetrisches Parallelogramm (was wir wie oben einsehen
kénnen). Daher ist es konvex und sein Inneres enthéilt aufer dem Koordinatenur-
sprung keinen Gitterpunkt. Nach dem Satz von Minkowski ist sein Flécheninhalt
kleiner oder gleich 4. Nach Konstruktion besteht C'B” A’ B’ aus 8 Kopien von ABC,
so dass

n(ABC) <

DN | —

folgt. Die umgekehrte Ungleichung kann etwa wie im Beweis oben leicht eingesehen
werden, so dass wir u(ABC) = § erhalten. O
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2.4 Eine allgemeinere Version des Satzes von Pick

Wir wollen hier den Satz von Pick auf ,nicht einfache Polygone* verallgemeinern. Um
dies prézise durchfiihren zu konnen, benotigen wir zundchst einige weitere Begriffe.

Definition 2.3. (Polygonbereiche)

Fine endliche Vereinigung S = PLUP,U. ..U P, von einfachen Polygonen Py, ..., P,
nennen wir Polygonbereich. Sind alle Polygone Py, ..., P, einfache Gitterpolygone,
so sprechen wir von einem Gitter-PolygonbereichE

Abbildung zeigt Beispiele fiir Gitterpolygonbereiche.

Abb. 2.17: Beispiele fiir Gitterpolygonbereiche

Bemerkung 2.3. Wie bereits bei einfachen Polygonen werden wir bei Polygonberei-
chen von Randpunkten und inneren Punkten sprechen. Diese Begriffe wurden oben
topologisch definiert und werden hier genau so aufgefasst. Das fiihrt dazu, dass Rand-
punkte einfacher Polygone nach deren Vereinigung zu einem Polygonbereich nicht
zwingend Randpunkte des Polygonbereichs sein miissen (siehe Abbildung .

6Der Begriff ,Polygonbereich® ist von (1982) iibernommen, wird dort allerdings nicht
definiert.
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Abb. 2.18: Einige Randpunkte (rot hervorgehoben) der Polygone P; bzw. P sind keine
Randpunkte des Polygonbereichs S = P; U Ps.

Definition 2.4. (einfach zusammenhdingend)

Wir nennen ein beschrinktes Gebiet G einfach zusammenhdngend, wenn es von
jedem einfachen Streckenzug, der zwei Randpunkte von G miteinander verbindet und
dessen relatives Inneres in G enthalten ist, in genau zwei Gebiete zerlegt wz"rd.m

Anschaulich gesprochen, besitzen einfach zusammenhéangende Gebiete keine Locher.
Abbildung [2.19] zeigt Beispiele fiir einfach zusammenhéngende und nicht einfach
zusammenhéngende Gebiete.

Die in diesem Abschnitt dargelegte Verallgemeinerung wurde im Wesentlichen schon
im Originalartikel Pick (1899) entwickeltﬁ Wir folgen der dortigen Beweisidee. Es
seien Py, ..., P, einfache Gitterpolygone und

ein Gitter-Polygonbereich. Fiir einen Randgitterpunkt X von S betrachten wir eine
Kreisscheibe K (X, r). Hierbei sei r hinreichend klein gewéhlt, so dass K (X, r) nur
von Randstrecken geschnitten wird, auf denen X liegt. K (X, r) wird von den Seiten
von S in Segmente zerlegt, von denen einige innerhalb und einige aufterhalb von
S liegen. Es sei v(X) die Anzahl der Segmente von K(X,r), die innerhalb von §
liegen. Wir nennen v(X) die Vielfachheit von X (vgl. Abbildung [2.20).

17Grob angelehnt an [Lefiner| (2001), S. 167. Man beachte, dass der Begriff einfach zusammen-
héngend bei uns nur fiir beschriankte Gebiete definiert wird. Eine allgemeinere Definition (die ohne
diese Einschrankung auskommt) lautet, dass sich jede einfach geschlossene Kurve in G innerhalb
von G stetig zu einem Punkt ,zusammenziehen® ldsst. Will man dies prézisieren, bendtigt man
weitere Begriffe. Daher verzichten wir an dieser Stelle darauf und arbeiten mit einer fiir unsere
Zwecke ausreichenden ,Spezialdefinition®.

¥Dort wurden jedoch einige Begriffe nicht definiert, so dass das damalige Resultat einen gewissen
Interpretationsspielraum zulésst.
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Abb. 2.19: (a) Das Innere des Polygonbereichs ist einfach zusammenhéngend. Jeder ein-
fache Streckenzug, der zwei Randpunkte miteinander verbindet, erwirkt eine Zerlegung
in genau zwei Gebiete. (b) Auch hier ist das Innere des Polygonbereichs einfach zusam-
menhéngend, da der Eckpunkt des Loches, der auf den Rand f&llt, nicht zum Inneren des
Polygons gehort. (c) Hier ist das Innere nicht einfach zusammenhéngend. Ein Streckenzug,
der den &uferen Rand mit dem Loch verbindet, zerlegt nicht in zwei Gebiete.

Abb. 2.20: Ermittlung der Vielfachheit verschiedener Randpunkte von Polygonbereichen
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Wie bisher sei i5 die Anzahl der Gitterpunkte, die im Inneren von S liegen. Es sei
rg die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand von S, wobei jeder Randgitterpunkt
gemék seiner Vielfachheit gezéhlt werde, d. h.

X€EeRg

Das Innere von S besteht aus einer gewissen Anzahl ng von disjunkten Gebieten
G1,...,Gng. Wir nennen ng die Gebietszahl von S. Diese Gebiete sind in der Regel
nicht einfach zusammenhéngend; sie konnen Locher besitzen (vgl. erneut Abbil-
dung (b)). Jedes Gebiet G; ldsst sich durch einfache Gitterstreckenziige, deren
relatives Inneres in G; enthalten ist, und die zwei Randpunkte von G; miteinander
verbinden, in ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ,yerwandeln“ (siehe Abbildung
2.21)).

Abb. 2.21: Das Gebiet (a) ldsst sich durch drei Streckenziige einfach zusammenhéngend
machen. Fiir (b) bendtigt man nur zwei Streckenziige.

Es sei ¢; die minimale Anzahl dazu benétigter Streckenziige und

ns
qs ‘= Z qi
i=1

die Gesamtzahl der minimal ben6tigten Streckenziige, um alle Teilgebiete von S in
einfach zusammenhéngende Gebiete zu verwandeln. Man ist geneigt, die Zahl ¢; als
Anzahl der Locher im Gebiet GG; aufzufassen. Dass diese saloppe Formulierung nicht
ganz ungefihrlich ist, kann man sich anhand von Abbildung [2.21] (b) klarmachen.
Zwei Locher, die an einer Ecke zusammenhéngen, zéhlen als ein Loch; Locher, die
einen Eckpunkt auf dem Rand von S haben, zdhlen gar nicht. Aus Griinden der
einfacheren Sprechweise nennen wir gg dennoch die Lochzahl von S.

Die Behandlung von Gitterpunkten, die auf einem im Inneren von S verlaufenden
Streckenzug liegen, soll noch prézisiert werden. Da wir das Innere und den Rand von
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S topologisch auffassen, sind Punkte auf inneren Streckenziigen per Definition keine
Randpunkte. Es wird sich als zweckdienlich herausstellen, wenn wir solche Punkte
dennoch als Randpunkte von S auffassen. Sie besitzen dann die Vielfachheit 2, denn
der Streckenzug zerlegt eine hinreichend kleine Kreisscheibe um einen seiner Punkte
in zwei Segmente, die beide im Inneren von S liegen "]

Wir betrachten nun die Zahl

. rs
25+5+qs—n5

fiir einen beliebigen Polygonbereich S. Wenn wir in ein Gebiet G; einen einfachen
Gitter-Streckenzug einzeichnen, der zwei Randgitterpunkte miteinander verbindet,
und dessen relatives Inneres eine Teilmenge von G; ist, tritt genau einer der folgenden
Félle ein:

1. G, wird in zwei Teilgebiete zerlegt (siehe Abbildung (a)).

2. G; wird nicht in zwei Teilgebiete zerlegt (sieche Abbildung (b)).

Abb. 2.22: Fin Gitterstreckenzug von Rand zu Rand zerlegt entweder in zwei Teilgebiete
(a) oder nicht (b).

In Fall 1 erhoht sich die Zahl ng um 1 wéhrend gg unverandert bleibt. Also vermin-
dert sich

s —ng
um 1. Befinden sich k Gitterpunkte auf dem relativen Inneren des zerlegenden Stre-

ckenzugs, so nimmt ig um k ab. Da jeder dieser £ Punkte nun als Randgitterpunkt
mit der Vielfachheit 2 z&hlt, nimmt rg um 2k zu. Da sich auch die Vielfachheit der

9Man kénnte diese Punkte (hinsichtlich der Pick-Zahl) also ebenso gut als innere Punkte auf-
fassen.
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Endpunkte des Streckenzugs (dies sind Randpunkte von S) jeweils um 1 erhoht,
nimmt rg noch einmal um 2 zu. Insgesamt vergrofsert sich rg also um 2k + 2, so dass

. rs
ZS—FE

um 1 zunimmt. Daher bleibt die Zahl

. rs
ZS‘FE"‘QS—HS

in diesem Fall unverandert.

In Fall 2 bleibt ng unverandert wiahrend sich gs um 1 vermindert. Also nimmt

gs —Ns

um 1 ab. Die Uberlegungen beziiglich ig und rg weisen keine Verdnderungen gegen-
iiber Fall 1 auf, so dass auch hier

. rs
Zs—f-?

um 1 zunimmt, so dass die Zahl

. rs

1g + o +gs — ng
erneut unveréndert bleibt. Wir haben es also mit einer Invarianten unter Hinzufiigen
von inneren Gitterstreckenziigen zu tun. Damit fallt der Beweis des verallgemeiner-
ten Satzes von Pick leicht.

Satz 2.3. (Verallgemeinerte Version des Satzes von Pick)

Es sei S ein Gitterpolygonbereich. ig,rs seien die Anzahlen der inneren bzw.
Randgitterpunkte (letztere gemdafs ihrer Vielfachheit gezdhlt). Es seing die Ge-
bietszahl und qs die Lochzahl von S. Dann gilt

. T
M(S):ZSJFESJFQS—nS-

Beweis. Wir zerlegen S durch Hinzufiigen von einfachen Gitterstreckenziigen suk-
zessive in Gitterdreiecke. Dadurch erhalten wir neue Anzahlen von inneren und
Randgitterpunkten sowie eine neue Lochzahl und eine neue Gebietszahl. Diese Zah-
len seien mit

gt
bezeichnet. Nach der eben angestellten Voriiberlegung gilt

*

. r -k r * *
Zg—f-?S—f—qS—nS:Z +3+q —-—n. (24)
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Da S nur noch aus Gitterdreiecken besteht, und solche einfach zusammenhéngend
sind, gilt ¢* = 0. Weiter ist die Anzahl der Gitterdreiecke, in die zerlegt wurde,
gleich der neuen Gebietszahl n*. Wir bezeichnen die Gitterdreiecke mit

DlaD27"'7Dn*

und die Anzahlen der inneren bzw. Randgitterpunkte eines Dreiecks Dy mit i; bzw.
ri. Dann gilt

n*

. Tk o o . 1 - * ek r * *
E (zk—l—E— )—E Zk+§g ry—n" =1 —i—E—i—q —n". (2.5)
k=1 k=1 k=1

—— ——

—* —p*

Man beachte bei der verwendeten Identitét » 7, = r*, dass die Randpunkte zur
Ermittlung von r* geméaf ihrer Vielfachheit beziiglich des in Dreiecke zerlegten Po-
lygonbereichs gezéhlt werden. Wir machen also auch bei Randgitterpunkten, die
mehr als einem Dreieck angehoren, keinen Fehler. Weil nach dem gewohnlichen Satz
von Pick auf der linken Seite von die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke
— also der Fldcheninhalt von S — steht, schliefst dies den Beweis unter Verwendung

von (2.4]) ab. O

Wir betrachten abschlieftend noch zwei Beispiele.

Abb. 2.23: Polygonbereiche ,,ohne Locher*

Abbildung soll die Wichtigkeit exakter Definitionen fiir Verallgemeinerungen
des Satzes von Pick verdeutlichen. Ein intuitives Verstandnis fiir den Begriff ,Anzahl
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der Locher eines Polygonbereichs® ist hier irrefiihrend. Beide dargestellten Polygon-
bereiche besitzen die Lochzahl 0.

Das Innere des Polygonbereichs (a) besteht aus 5 disjunkten Gebieten, also gilt ng =
5. Jedes der Gebiete ist einfach zusammenhéngend, also ist ¢¢ = 0. Die Randpunkte
Zy,..., 72y besitzen als einzige eine Vielfachheit grofser als 1. Die Vielfachheiten
lassen sich nach unserer Definition leicht erkennen, sie lauten: 2, 2, 5, 2 (in der
Reihenfolge der Indizes der Punkte). Insgesamt erhalten wir r¢ = 42, ig = 6 und
damit

uw(S)=6+2140—-5=22.

Das Innere des Polygonbereichs (b) besteht aus 4 disjunkten Gebieten, die alle ein-
fach zusammenhéngend sind, also gilt ng = 4 und ¢g = 0. Die einzigen Randpunkte,
deren Vielfachheit grofer als 1 ist, sind die Punkte X, ..., X4. Diese besitzen (in
der genannten Reihenfolge) die Vielfachheiten 3, 5, 2, 2. Wir erhalten

((S)=4+22,54+0—4=225.



Kapitel 3

Fachdidaktische Betrachtungen

3.1 Fachdidaktischer Bedeutungsgehalt und Uberblick

3.1.1 Bedeutungsgehalt

,Pick’s theorem is one of the gems of elementary mathematics, this because the
most innocent sounding hypotheses imply a very surprising conclusion. Yet the
statement can be understood by a fifth grader. “E|

Der Satz von Georg Pick stammt aus dem Jahr 1899 und wird dennoch auch in
aktuellen Veroffentlichungen immer wieder diskutiert; und zwar erstaunlicherweise
sowohl in der ,Welt der Universitdtsmathematik® als auch in der ,Welt der Schul-
mathematik®. In einigen aktuellen Schulbiichern findet sich der Satz als freiwilliges
Zusatzangebot. Abbildung stammt aus einem Schulbuch fiir die 7. Klasse des
niederséchsischen Gymnasiums.

Im Jahre 1899 entdeckte und bewies Georg Pick den folgenden Satz. Georg Pick
(1859-1942) war
ein Osterreichischer
Mathematiker.
Satz von Pick : . . K
; . i i der inneren Gitterpunkte Er lehrte an der
Zillt man bei cinew Gittervicleck dic Anzanl o it fir Scinen devtachen Unversitit

und dic Anzal r der Gitterpunkte auf dew Rand, 514 S in Prag und starb im
=i+ir=1.

Flackeninmalt (gemessen in &iﬁcrq.uadmfgra"ﬂcn) Konzentrationslager
Theresienstadt.

Abb. 3.1: Schulbuchdarstellung (aus Baum/Lorenzen/Thomsen (2014)

Das bedeutet nicht, dass der Satz zum Grundkanon der Schul- oder Universitéts-
mathematik gehort. Sowohl vielen Mathematiklehrern als auch Fachwissenschaftlern

Varberg) (1985), S. 584
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ist er wahrscheinlich unbekannt. Dieser Umstand ist nicht weiter verwunderlich, so
schreibt z. B. \Jeger| (1982): ,Sie [die Formel von Pick| mag auf den ersten Blick
eine recht hiibsche, aber im Geometrie-Unterricht doch eher etwas abseits liegende
Quelle fiir heuristische Betrachtungen sein.“ Dennoch kann die Beschéaftigung mit
der Formel von Pick fiir Mathematik-Lernende verschiedenster Alters- und Nive-
austufen sehr lohnend sein, wie Jeger weiter erlautert: ,,Geht man thr aber etwas
auf den Grund, dann scheint sie im Mittelpunkt eines ganzen Imperiums elementar-
mathematischer Zusammenhdnge zu stehen, das im Schulunterricht als Aufhdinger
fiir heuristische Aktivititen dienen kann.“

Wir haben es also mit einem Themenfeld von enormer Spannweite zu tun. Die Formel
von Pick kann Fiinftklassler aber auch Mathematiker mit jahrelanger Erfahrung in
Forschung und Lehre beim ersten Kontakt gleichermafen begeistern. Ball (2003)
schreibt hierzu: ,, At first sight Pick’s Theorem looks utterly unbelievable. Is it really
plausible that for any simple lattice polygon we can calculate the area just by counting
lattice points? The concept of area seems to be heavily dependent upon geometry: upon
the lengths of the sides of a figure, the angles at its corners and so on. Counting
lattice points seems to ignore all these geometric subtleties.”

Nicht nur fiir Schiiler kommt ein weiterer motivierender Aspekt hinzu: Etwas Kom-
pliziertes wird plotzlich furchtbar einfach. Die Formel von Pick ist also ernsthaft
begehrenswert und bietet sich daher an, um eine authentische heuristische Un-
terrichtsphase?] zu deren Findung zu initiieren. Gleichzeitig kann die Formel von
Pick Ausgangspunkt fiir weitergehende mathematische Aktivitdten in verschiedens-
ten Richtungen und von fast beliebiger Tiefe sein. Es konnen Beweise, Verallge-
meinerungen sowie verschiedenste Anwendungen behandelt werden. Im Bereich der
Anwendungen des Satzes von Pick zeigt sich eine weitere fruchtbare Besonderheit
des Themenfelds, ndmlich das Zusammenspiel zweier in der Regel getrennt wahrge-
nommener mathematischer Disziplinen: Zahlentheorie und Geometrie[]

3.1.2 TUberblick

Wir arbeiten im gesamten folgenden Kapitel im kartesischen Koordinatengitter, da
der Fokus auf der Aufbereitung von Inhalten fiir eine Behandlung mit Schiilern liegt.
Fiir die Schule empfiehlt sich der Zugang {iber das kartesische Koordinatengitter aus
verschiedenen Griinden. Es ist durch das Vorhandensein von kariertem Papier stets
verfiigbar und ist den Schiilern zudem sehr vertraut. Auch die meisten Geobretter,
deren Einsatz sich an verschiedenen Stellen anbietet, sind kartesisch. In Abschnitt
3.8 werden zahlentheoretische Resultate mithilfe des Punktgitters und des Satzes
von Pick hergeleitet. Hier bietet sich das kartesische Gitter an, weil die Gitterpunk-
te in diesem genau die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten sind. Man beachte

’Der Begriff ,heuristische Unterrichtsphase® stammt aus [Fraedrich| (1980) und wird auch bei
Jeger| (1982) verwendet.
SDieses Zusammenspiel wird in Abschnitt ausfithrlich behandelt.
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dennoch, dass viele Uberlegungen des folgenden Kapitels auf ein Parallelogramm-
Gitter iibertragbar sind.

Im Rahmen der fachdidaktischen Betrachtungen werden z. T. auch neue fachliche
Zugange entwickelt, die aber stets eine starkere didaktische als fachwissenschaftliche
Relevanz besitzen. Die Verortung in diesem Teil der Arbeit ist bewusst gewéhlt.

Zunachst widmet sich ein kurzer Abschnitt der heuristischen Unterrichtsphase.
Die Darstellung erfolgt in knapper Form, da diese bereits in anderen Veroffentli-
chungen ausfiihrlich thematisiert wurde[]] Anschliekend werden didaktische Aspekte
hinsichtlich der Behandlung eines klassischen Beweises sowie des Zugangs
iiber primitive Dreiecke behandelt.

In Abschnitt wird ein neuer, geometrischer Zugang zum Satz von Pick
vorgestellt, welcher sich von anderen in der Literatur zu findenden Ansétzen grund-
satzlich unterscheidet.

In Abschnitt wird eine physikalische Interpretation zur Begriindung der
Formel von Pick vorgestellt. Anschliefend wird auf die Moglichkeit der Behandlung
von Verallgemeinerungen eingegangen.

In Abschnitt werden Beziige des Satzes von Pick zur Zahlentheorie vor-
gestellt. Hier werden einige neue Beweise entwickelt, die vor allem aus didaktischer
Sicht von Interesse sind.

3.2 Heuristische Phase

Jeder Schiiler wird im Mathematikunterricht der Mittelstufe mit Aufgaben zur FI&-
chenberechnung ebener Vielecke konfrontiert. In der Regel sind diese Vielecke auf
kariertem Papier gezeichnet, und alle Eckpunkte liegen auf dem Gitter. Der Schiiler
kann sich hierzu iiberlegen, wie das gegebene Vieleck in solche Figuren zerlegt (bzw.
mit solchen Figuren ergénzt) werden kann, deren Fliacheninhalte sich mithilfe ihm
bekannter Formeln berechnen lassen. Das kann durchaus schwierig bzw. langwierig
sein. Wie verbliiffend und erfreulich ist es also, wenn sich herausstellt, dass eine
einzige — noch dazu sehr schlichte — Formel existiert, mit deren Hilfe man die Fléache
eines jedenE] Vielecks berechnen kann, indem man Gitterpunkte zéhlt.

Der Lehrer lisst eine Gelegenheit aus, wenn er seinen Schiilern die Formel von Pick
ohne Weiteres preisgibt. Er sollte ihnen nur deutlich zeigen, dass es eine solche For-
mel gibt und er im Besitz derselben ist. Dies lasst sich auf verschiedene Weisen
realisieren. Es ist z. B. eine lebhafte und schon fiir sich genommen lohnende Un-
terrichtsphase, wenn die Klasse ,,um die Wette* Flacheninhalte ebener Polygone be-
rechnet. Zu diesem Zweck kann mit einer dynamischen Geometrie-Software wie z. B.

4siehe etwa [Fraedrich| (1980) oder [Jeger| (1982)
5In der Schule tauchen hauptsichlich einfache Gitterpolygone auf.
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GeoGebra ein Gitternetz projiziert werden, in das ein Freiwilliger ein Gitterpolygon
seiner Wahl zeichnet. Die ganz Gruppe ist dann aufgefordert, den Flacheninhalt zu
berechnen. Wahrend die Schiiler rechnen, ziahlt der Lehrer z. B. mithilfe eines La-
serpointers die Gitterpunkte und stellt im Kopf oder auf einem kleinen Zettel seine
Rechnung an. Er muss sein Vorgehen nicht kommentieren. Die Schiiler sehen zum
einen, dass er Gitterpunkte zéhlt und zum anderen, dass er stets mit weitem Vor-
sprung als Erster das richtige Ergebnis herausbekommtﬁ Es liegt nun fiir die Schiiler
auf der Hand, dass der Lehrer im Besitz einer einfacheren Methode ist, und dass
diese mit der Anzahl der Gitterpunkte im Inneren bzw. auf dem Rand des Polygons
zu tun hat.

Die Motivation fiir die anschliekende heuristische Unterrichtsphase, in der es um
das Auffinden der Formel von Pick geht, ist nun gegeben. Die Schiiler versuchen,
etwas vollstdndig Innermathematisches herauszufinden, was sie wirklich herausfin-
den wollen. Eine Situation, die stets wiinschenswert aber grundsétzlich nicht einfach
herzustellen ist. Es bietet sich an, den Schiilern nun Geobretter auszuhandigen, um
die Formel von Pick herauszufinden. Vorher muss lediglich allen klar sein, dass der
Flacheninhalt eines jeden Vielecks offenbar nur von der Anzahl der Gitterpunkte
im Inneren und von der Anzahl der Gitterpunkte auf seinem Rand abhéngt. Ob die
Eckpunkte eine besondere Rolle spielen oder nicht, muss nicht geklart werden. Es ist
naheliegend, dass die Schiiler mit kleinen Figuren, wie etwa einer einzelnen Masche
beginnen. Erfolg versprechend ist aufserdem, Reihen von Figuren zu betrachten, bei
denen die Anzahl einer ,Gitterpunktsorte” konstant ist, und die Anzahl der anderen

Sorte jeweils um eins zu- oder abnimmt. Abbildung [3.2] zeigt ein Beispiel fiir eine
solche Reihe.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Abb. 3.2: Jede Figur in der Reihe besitzt 4 Randgitterpunkte. Die Anzahl der Gitter-
punkte im Inneren nimmt — genau wie der Flacheninhalt — von links nach rechts jeweils
um 1 zu.

Auf diese Weise sind die Schiiler in der Lage, den Satz von Pick selbst zu entdecken,
da sie ihre Formel anhand der einfachen Figuren immer wieder selbst iiberpriifen

6Man kann das Ergebnis zur Kontrolle nach jeder Runde vom Computer anzeigen lassen.
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und korrigieren konnen. Es lohnt sich, dieser Phase gentigend Zeit einzurdumen und
die Schiiler nicht um das ,,Erlebnis Mathematik“ zu bringen (Fraedrich| (1980)), S. 5).
Weitere detaillierte Ausfithrungen zur heuristischen Phase finden sich in [Fraedrich
(1980) und |Jeger| ((1982]).

3.3 Behandlung eines klassischen Beweises

Wie bereits erlautert, ist die Tatsache, dass der Flacheninhalt eines jeden einfachen,
ebenen Polygons nur von der Anzahl seiner inneren und der Anzahl seiner Rand-
gitterpunkte abhéngt, auf den ersten Blick kaum fassbar. Ignoriert doch — wie [Ball
(2003)) sich ausdriickt — diese Kenngrofe scheinbar alle geometrischen Feinheiten,
die den Flécheninhalt einer Figur eigentlich beeinflussen miissten. Die Formel von
Pick ist in diesem Sinne ein Wunder, und dies kann eine Chance sein, das Bediirfnis
nach einem Beweis bei Schiilern zu wecken.

Der in Abschnitt vorgefiihrte klassische Beweis ist aus verschiedenen Griinden
didaktisch reizvoll. Zunéchst ist zu betonen, dass er sich zum Nachvollziehen grund-
sitzlich gut eignet, weil keine groferen begrifflichen, technischen oder rechnerischen
Hiirden vorhanden sind. In der Tat muss die Formel von Pick nur fiir das einfachste
ebene Gittervieleck — ein Quadrat mit der Kantenléinge 1 — bestétigt werden, und
die Additivitdt der Pick-Zahl 7(P) = ip 4+ & — 1 muss nachgewiesen werden. Dies
ist aus drei Griinden didaktisch interessant.

1. Der Nachweis der Additivitdt der Pick-Zahl ist eine kreative Ubung, die von
den Schiilern gut selbst durchgefiihrt werden kann.

2. Es ist meines Erachtens die grofste didaktische Hiirde, den Schiilern die Ein-
sicht zu vermitteln, dass die Additivitat der Pick-Zahl nachgewiesen werden
muss. Mathematik-Lernende sind haufig gewillt, Eigenschaften bzw. Regeln,
die ihnen aus anderen Zusammenhéngen geldufig sind, in neuen Situationen
als gegeben anzunehmen [

3. Dieser Beweis des Satzes von Pick offenbart, dass die zentralste Eigenschaft
unseres gewohnten Flachenmafes seine Additivitat ist.

Die Behandlung eines Beweises dieser Art wird jedoch nur unter starker Anleitung
gelingen. Es ist nicht realistisch, dass die zentralen Ideen von den Schiilern selbst
entwickelt werden. Hinzu kommt, dass die Formel von Pick auch nach Behandlung

"Das betrifft durchaus auch Studenten, die z. B. bei vielen Regeln der Mengenlehre ohne Wei-
teres auf Beweise verzichten wiirden, da ihnen die Gesetze vom Rechnen mit Zahlen bekannt vor-
kommen. Auf diese Weise werden z. T. auch falsche Regeln iibernommen, wie etwa die unzuléssige
,mengentheoretische Subtraktion* auf beiden Seiten einer Gleichung (AU X = BU X &A= B).
Es wird hierbei Bezug genommen auf eigene Erfahrungen aus der Lehrtétigkeit.
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des Beweises ein Wunder bleibt (vielleicht ein noch groferes als zuvor), denn an
keiner Stelle der Argumentation hat man das Gefiihl, den geometrischen Grund fiir
deren Giiltigkeit vor Augen gefiihrt zu bekommen. Alles ,yversteckt sich® in der Ad-
ditivitat. In Abschnitt wird ein neuer, geometrischer Zugang zum Satz von Pick
vorgestellt, der unter anderem aus diesem Grund didaktisch besonders interessant
ist.

3.4 Zugang iiber primitive Dreiecke

Ein alternativer — auch mit Schiilern gangbarer — Weg zum Satz von Pick fiihrt iiber
die Zerlegung in primitive Dreiecke. Wie in Abschnitt aus fachwissenschaft-
licher Perspektive dargestellt, erfolgt der Zugang iiber drei Schliisselstellen (siehe

Abbildung [3.3)).

(I) Ein einfaches Gitterpolygon P lasst sich stets in primitive Drei-
ecke zerlegen. (Lemma

(IT) Jede solche Zerlegung (III) Jedes primitive Drei-
besteht aus n = 2ip+rp—2 eck besitzt den Flachenin-

Dreiecken. (Korollar [2.1)) halt 3. (Lemma

Abb. 3.3: Schliisselstellen beim Zugang iiber primitive Dreiecke

Es soll im Folgenden dargestellt werden, wie ein solcher Weg schiilergerecht vollzogen
werden konnte.

Zu (I): Ein formaler Beweis ist nicht zwingend erforderlich. Indem unterschiedliche
Zerlegungen anhand verschiedener Beispiel-Polygone konkret vorgenommen werden,
konnen zwei Beobachtungen festgehalten werden.

1. Das Zerlegen in primitive Dreiecke gelingt stets, jedoch gibt es in der Regel
weit mehr als eine M6glichkeit, ein Polygon zu zerlegen.

2. Bei allen durchgefiihrten Zerlegungen ein und desselben Polygons stimmt die
Anzahl der verwendeten Dreiecke {iberein.
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Zu (II): Wir vermuten, dass die Anzahl der verwendeten primitiven Dreiecke bei
allen Zerlegungen eines Polygons P dieselbe ist. Es ist naheliegend, dass es einen
formelmafiigen Zusammenhang zwischen den Kenngrofien i,,7p und dieser Anzahl
gibt. Die Suche nach einer Formel kann in einer erneuten heuristischen Phase den
Schiilern selbst iiberlassen werden. Es fiihren hierbei dieselben Strategien zum Ziel,
die schon bei der Findung der Formel von Pick entscheidend waren.

Ist die Gleichung n = 2ip+rp—2 fiir die Anzahl der primitiven Dreiecke gefunden, so
sollte diese bewiesen bzw. begriindet werden. Steht die Formel von Euler fiir ebene,
zusammenhéngende Graphen zur Verfiigung, so kann ein Beweis wie in Abschnitt
2.3.3| mithilfe dieser gelingen. Die Situation kann natiirlich auch als Anlass fiir einen
Exkurs mit der Formel von Euler als Ziel genommen werden. Eine Alternative auf
Schulniveau, die mit einem Winkelsummen-Bilanz-Arqgument arbeitet, soll hier noch
vorgestellt werden. Die Idee stammt von DeTemple/Robertson| (1974).

Beweis. (Alternativbeweis zu Korollar

Wir betrachten ein einfaches Gitterpolygon P, welches in n primitive Dreiecke zerlegt
sei. Addieren wir sdmtliche Innenwinkel aller Dreiecke, so erhalten wir n - 180°. Wir
konnen diese Winkelsumme auch auf einem anderen Wege berechnen. Jeder innere
Gitterpunkt von P ist vollstindig von Innenwinkeln primitiver Dreiecke umgeben
(vg. Abbildung [3.4), tréigt also mit 360° zur Winkelsumme bei.

Abb. 3.4: Die Summe aller Innenwinkel sémtlicher primitiver Dreiecke ldsst sich auch
durch eine separate Betrachtung der inneren und der Randgitterpunkte von P berechnen.

In Summe ergeben sich ip-360°, und es fehlen noch die Beitrdge der Randgitterpunk-
te. Jeder Randgitterpunkt, der kein Eckpunkt ist, trégt mit 180° zur Winkelsumme
bei, und die Innenwinkel der ep Eckpunkte von P summieren sich zu (ep —2) - 180°.
Insgesamt erhalten wir

ip - 360° + sp - 180° + (ep — 2) - 180° = ip - 360° + (rp — 2) - 180°,
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wobei sp 4+ ep = rp verwendet wurde. Es folgt die Winkelsummen-Bilanz
n-180° =ip - 360° + (rp — 2) - 180°.

Diese ist aquivalent zu
n =2 pt+rp— 2.

Bemerkung 3.1.

(i) Man kann genau wie in Abschnitt[2.3.3 auch unabhingig vom Gitter arbeiten
und Lemma[2.3 auf diese Weise zeigen. Da es hier aber weniger um die groft-
maogliche Allgemeinheit, sondern stirker um eine auch fir Schiiler tiberschau-
bare Herleitung geht, haben wir an dieser Stelle direkt Korollar[2.1] bewiesen.

(i) Man kann die Formel von Euler fiir ebene, zusammenhdingende Graphen eben-
falls mit einem solchen Winkelsummen-Bilanz-Argument beweisen. Dieser An-
satz geht laut|\DeTemple/Robertson (1974) auf Descartes zuriick und wird dort
durchgefiihrt.

Zu (III): Der Nachweis, dass primitive Dreiecke stets den Flacheninhalt % besitzen,
schlieftt die Herleitung des Satzes von Pick ab. Wir wollen hier zwei ,héndische
Beweise* fiir diese Tatsache diskutieren. Beide lassen sich methodisch leicht unter
Einsatz von Geobrettern oder mit GeoGebra umsetzen und stellen — nicht nur fiir die
Behandlung mit Schiilern — eine bemerkenswerte Alternative zu dem in Abschnitt
gezeigten Beweis von Lemma dar.

Zwei handische Beweise dafiir, dass jedes primitive Dreieck den Flachen-
inhalt % besitzt

DeTemple/Robertson| (1974)) weisen auf die Moglichkeit einer mehrschrittigen, fla-
chengleichen Verwandlung eines primitiven Dreiecks in eine halbierte Masche des
Gitters hin. Diese Methode soll hier detailliert besprochen werden.

Wir benotigen vorab das folgende Lemma.

Lemma 3.1. (Charakterisierung primitiver Dreiecke)

1. Primitive Dreiecke sind stets stumpfwinklig oder rechtwinklig.

2. Es gibt (bis auf Drehung und Translation) genau ein rechtwinkliges, primitives
Dreieck. Dabei handelt es sich um eine durch die Diagonale halbierte Masche
des Gitters.
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3. Die lingste Seite eines primitiven Dreiecks besitzt mindestens die Linge v/2.
Fine durch die Diagonale halbierte Masche ist (bis auf Drehung und Transla-
tion) das einzige primitive Dreieck mit dieser ldngsten Seitenldnge.

In einem Unterrichtsgang miissen die drei plausiblen Aussagen des Lemmas sicher
nicht vorgezogen werden, sondern konnten im Anschluss an den eigentlichen Beweis
von Lemma [2.4] geklart werden. Hierbei sind ganz unterschiedliche Argumentationen
und Préazisions-Anspriiche denkbar.

Beweis. Zu 1. Wir nehmen an, es gébe ein spitzwinkliges, primitives Dreieck ABC'.
Da es sich um ein Gitterdreieck handelt, haben alle Seiten mindestens die Lénge
1. Keine der Seiten kann genau die Lange 1 besitzen, denn sonst konnte der dieser
Seite gegentiberliegende Eckpunkt kein Gitterpunkt sein (vgl. Abbildung [3.5] (a)).

<90° < 90°

B
(a) (b)

Abb. 3.5: (a) Bei einem spitzwinkligen primitiven Dreieck miissten alle Seitenléngen grofer
als 1 sein. (b) Das Trapez ABDE besteht aus drei Kopien des Dreiecks ABC.

Erneut aufgrund der Tatsache, dass ABC' ein Gitterdreieck ist, folgt, dass alle Sei-
tenlingen groRer oder gleich v/2 (Diagonalenléinge einer Masche) sind. Weil es sich
um ein spitzwinkliges Dreieck handelt, besitzt ABC daher zumindest eine Hohe, die
mindestens so lang ist wie die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlénge
a =+v2. O.B.d.A. sei dies die Hohe durch den Punkt C. Wir bezeichnen ihre Lange
mit h, und erhalten

a V2 V3
hczi\/g:7\/§zﬁ>1.

Wir spiegeln ABC' an C' und verschieben das Bild zum einen durch die Translation,
die C auf B abbildet, und zum anderen durch die Translation, die C' auf A abbil-
det (vgl. Abbildung [3.5[ (b)). Auf diese Weise erhalten wir ein aus drei Kopien von
ABC bestehendes Trapez ABDE, dessen Hohe grofer als 1 ist. Da alle verwendeten
Abbildungen das Gitter in sich {iberfiihren, beinhaltet das Trapez keine Gitterpunk-
te auber A, B, D,C, E. Indem wir das Trapez an D spiegeln, das Bild durch die



60 KAPITEL 3. FACHDIDAKTISCHE BETRACHTUNGEN

Translation, die D auf B abbildet, verschieben und die analoge Operation beliebig
hiufig wiederholen, erhalten wir einen von den Parallelen AB und DE begrenzten
Streifen beliebiger Lange (vgl. Abbildung 3.6)). Dieser hat die Breite h. > 1 und in
seinem Inneren liegen keine Gitterpunkte. Einen solchen Streifen kann es offenbar
nicht geben, wir haben den gewiinschten Widerspruch erhalten.

Abb. 3.6: ein Streifen der Breite h. > 1 ohne Gitterpunkte im Inneren

Zu 2. Es sei ABC' ein rechtwinkliges, primitives Dreieck. Falls eine der Seiten die
Lange 1 besitzt, so muss es sich, da ABC Gitterdreieck ist, um eine Kathete handeln
und folglich ist ABC' eine durch die Diagonale halbierte Masche (vgl. Abbildung

(a)).

(a) (b)

Abb. 3.7: (a) Das ,einzige” rechtwinklige, primitive Dreieck ist eine durch die Diagonale
halbierte Masche. (b) ein Streifen der Breite a > v/2 ohne Gitterpunkte in seinem Inneren

Wir nehmen nun an, dass alle Seitenldngen grofser als 1 sind. Da ABC' Gitterdrei-
eck ist, sind dann alle Seitenléingen groker oder gleich v/2. Durch Spiegelung an der
Hypotenuse erhalten wir ein Quadrat mit der Seitenlénge a > /2, welches aufier
seinen Eckpunkten keine Gitterpunkte enthélt. Durch wiederholtes Verschieben er-
halten wir dhnlich wie in Teil 1 einen Streifen der Breite a, der keine Gitterpunkte
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in seinem Inneren enthélt (vgl. Abbildung [3.7] (b)). Das ist ein Widerspruch, das
weinzige rechtwinklige, primitive Dreieck ist folglich eine halbierte Masche.

Zu 3. Es sei ABC ein primitives Dreieck. Dann sind alle Seitenléngen grofser oder
gleich 1 und nach Aussage 1 ist eine der Innenwinkelgréffen mindestens 90°. Falls
ABC' stumpfwinklig ist, so ist die lingste Seite offenbar linger als v/2. Ist ABC
rechtwinklig, so handelt es sich nach Aussage 2 um eine halbierte Masche. Bei dieser
besitzt die Hypotenuse die Linge /2. O]

Nun kommen wir zum eigentlichen handischen Beweis dafiir, dass primitive Dreiecke
stets den Flécheninhalt % besitzen.

Beweis. (Alternativbeweis zu Lemma

Es sei ABC ein primitives Dreieck. Falls es sich bei ABC um eine durch die Dia-
gonale halbierte Masche handelt, gilt offenbar u(ABC) = %, und wir sind fertig.
Andernfalls besitzt das Dreieck nach Lemma [3.1| einen stumpfen Winkel. O.B.d.A.
gelte v > 90°. Folglich ist AB die langste Seite von ABC'. Es sei C” der Bildpunkt

von C unter der Spiegelung an M. (siehe Abbildung |3.8)).

Q
Q
Q

Abb. 3.8: Das Parallelogramm AC’BC' entsteht durch Punktspiegelung an Map.

Dann liegt M4p auf CC’ und halbiert diese Diagonale des Vierecks AC'BC'. Da
Mg die andere Diagonale AB per Definition ebenfalls halbiert, handelt es sich
bei AC'BC' um ein Parallelogramm. Dieses wird durch seine Diagonalen jeweils
flachenméfig halbiert, und es folgt

1
u(ABC) = §,u(AC'BC) = u(AC'C).
Weil die verwendete Punktspiegelung das Gitter in sich {iberfiihrt, ist AC'C' ein

zu ABC flachengleiches primitives Dreieck. Die Seiten AC' und AC” des Dreiecks
AC'C stimmen in der Liange mit den beiden kiirzeren Seiten von ABC' iiberein
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(JAC'| = |BCY). Die Seite C'C" ist die kiirzere Diagonale des Parallelogramms und
damit kiirzer als AB. Folglich ist die langste Seite von AC’C' kiirzer als die ldngste
Seite von ABC'. Durch wiederholte Anwendung dieser Technik gewinnen wir eine
Folge flichengleicher primitiver Dreiecke mit absteigender grofster Seitenlédnge. Das
Verfahren fiihrt in endlich vielen Schritten zu einem primitiven Dreieck, dessen léngs-
te Seite minimal ist. Nach Lemma [3.1 handelt es sich um eine halbierte Masche des
Gitters. Folglich besitzt das Ausgangsdreieck ABC' den Fliacheninhalt % Abbildung
3.9 illustriert das Verfahren anhand eines Beispiels.

' c’ c’ c’

Abb. 3.9: schrittweise, flichengleiche Verwandlung eines primitiven Dreiecks in eine hal-
bierte Masche

Es soll abschliefsend noch kurz darauf eingegangen werden, warum das Verfah-
ren nach endlich vielen Schritten abbricht. Die Lénge der lingsten Dreiecksseite
wird in jedem Schritt echt kleiner. Gitterstrecken-Léngen sind stets von der Form

vn?2+m?, n,m € N. Die Menge
{(n,m) | n,méeN, \/n2+m2<K}

ist fiir jedes K > 0 endlich. Daher gibt es nur endlich viele Gitterstrecken-Léngen
unterhalb der groftten Seitenlénge des Ausgangsdreiecks, und das Verfahren muss
nach endlich vielen Schritten abbrechen. O]

Nachdem wir den Alternativbeweis fiir die Tatsache, dass jedes primitive Dreieck den
Flacheninhalt % besitzt, sehr detailliert behandelt haben, soll hier noch illustriert
werden, wie eine konkrete unterrichtliche Umsetzung aussehen konnte. Die Schiiler
erhalten z. B. fiir die Umsetzung mit GeoGebra oder dem Geobrett den folgenden
Arbeitsauftrag:

1. Konstruiere ein stumpfwinkliges, primitives Gitterdreieck ABC', dessen langste
Seite AB ist.
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2. Spiegele C' an M 4p und nenne den Bildpunkt C”.
3. Um welche geometrische Figur handelt es sich bei AC’ BC? Begriinde.
4. Begriinde: Das Dreieck AC'C' ist flichengleich zu ABC und ebenfalls primitiv.

5. Fiihre die Schritte 1 bis 4 mit dem Ausgangsdreieck AC’C' anstelle von ABC
erneut durch. Dabei spielt die langste Seite von AC’C nun die Rolle, die vorher
die Seite AB gespielt hat.

6. Gelangt man durch weitere Wiederholungen des Verfahrens zu immer neuen
Dreiecken oder ,endet” das Verfahren irgendwann?

7. Formuliere und begriinde eine allgemeine Aussage liber den Flacheninhalt pri-
mitiver Dreiecke.

Ein Arbeitsauftrag dieser oder dhnlicher Art zeigt den didaktischen Wert des Al-
ternativbeweises zu Lemma [2.4] auf. Die Schiiler konnen mit einem hohen MaR an
Eigenstandigkeit zu der Einsicht gelangen, dass alle primitiven Dreiecke den Fla-
cheninhalt % besitzen.

Die eben gesehene Methode zur flichengleichen Verwandlung eines primitiven Drei-
ecks in eine halbierte Masche ist nicht alternativlios. Wir wollen abschliefsend darauf
eingehen, wie man durch mehrmaliges Scheren parallel zur kiirzesten Seite eines
primitiven Dreiecks ebenfalls eine halbierte Masche erhélt

Wir betrachten dazu ein primitives Dreieck ABC, dessen kiirzeste Seite AB sei.
Weiter sel g eine zu AB parallele Gerade durch den Punkt C'. Wie oben sieht man
leicht ein, dass im Streifen zwischen den Geraden g und AB keine Gitterpunkte

liegen, denn man kann diesen mit Kopien von ABC' liickenlos parkettieren (vgl.
Abbildung [3.10)).

Abb. 3.10: Durch Scherung von ABC parallel zur kiirzesten Seite AB gewinnt man ein
flichengleiches primitives Dreieck ABC* dessen langste Seite AB ist.

8Ich danke Prof. Dr. Jens Heber fiir diesen Hinweis.
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Folglich ist fiir jeden Gitterpunkt C’ € g das Dreieck ABC" primitiv und als eine
Scherung von ABC flichengleich zu diesem. Ebenfalls wie oben sieht man ein, dass
sowohl auf AB als auch auf g je zwei benachbarte Gitterpunkte den Abstand |AB]|
besitzen. Es seien A’, B’ die Schnittpunkte der Geraden g mit den in den Punkten
A, B errichteten Lotgeraden auf AB. Dann ist entweder einer der Punkte A’, B’ ein
Gitterpunkt oder man findet einen Gitterpunkt C* auf g, der zwischen A" und B’
liegt (vgl. Abbildung [3.10]). Das Dreieck ABC* ist flichengleich zu ABC, primitiv
und als solches nach Lemma |3.1|(1) entweder rechtwinklig oder stumpfwinklig. Falls
C* einer der Punkte A’, B’ ist, so ist ABC* rechtwinklig und damit nach Lemma
(2) eine halbierte Masche. Andernfalls besitzt ABC* einen stumpfen Innenwin-
kel. Dieser befindet sich im Punkt C*, da C* zwischen A" und B’ liegt, und daher
ist AB die ldngste Seite von ABC™. Seine kiirzeste Seite ist folglich echt kiirzer als
AB und wir kénnen ABC™* nun erneut parallel zu seiner kiirzesten Seite scheren.
Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten (wie oben: Unterhalb einer fes-
ten Obergrenze gibt es nur endlich viele Gitterstreckenlédngen.) bei einer halbierten
Masche, welche folglich flachengleich zu ABC' ist.

3.5 Ein geometrischer Zugang zum Satz von Pick

Im Folgenden soll eine Herleitung des Satzes von Pick vorgestellt werden, die sich
von den in der Literatur zu findenden Beweisen grundsétzlich unterscheidet. Es
handelt sich um einen elementargeometrischen Zugang, bei dem man tatséchlich
sieht, wie die Flachenformel von Pick zustande kommt, d. h. wie die verschiedenen
Punktsorten ihren jeweiligen Flachenanteil ,beisteuern”. Die Additivitat der Pick-
Zahl wird hierbei nicht verwendet.

Die Herleitung gliedert sich in zwei Abschnitte. Im ersten Schritt, in welchem die
eigentliche Arbeit stattfindet, wird der Satz fiir Dreiecke erschlossen. Anschlieffend
folgt die Formel von Pick fiir beliebige Gitterpolygone ohne gréfsere Probleme.

Schritt 1: Herleitung der Formel von Pick fiir ein beliebiges Dreieck

Es sei ABC' ein Gitterdreieck. Zu jedem Gitterpunkt X betrachten wir das achsen-
parallele Quadrat mit Mittelpunkt X und Flacheninhalt 1. Wir bezeichnen dieses in
der Folge als das X enthaltende oder auch zu X gehorige Quadrat. Abbildung

zeigt ABC und einige seiner Gitterpunkte mit ihren zugehorigen Quadraten.
Im Folgenden seien
1:=14BC, T =TABC, S := SABC
die Anzahlen der inneren Gitterpunkte, Randgitterpunkte bzw. Gitterpunkte auf

den relativen Inneren der Seitenstrecken von ABC, d.h., s = r — 3 ist die Anzahl
der Randgitterpunkte von ABC, die keine Eckpunkte sind. Wir wollen einsehen,
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7z

A

Abb. 3.11: Das Gitterdreieck ABC und einige Gitterpunkte mit ihren zugehorigen Qua-
draten sowie deren Bildern unter der Punktspiegelung an Mpc bzw. Map.

dass ,

gilt. Wir kénnen dies auch folgendermaifsen ausdriicken:

WABC) =i+ 3+ 5 (3.1)
Die Seitenlinien des Dreiecks verlaufen durch die Randpunkte, d. h. durch die Mit-
telpunkte der zu diesen gehérigen Quadrate (vgl. etwa Ry, Ry in Abbildung |3.11)).
Die Flache eines Quadrats wird von einer Geraden, die durch seinen Mittelpunkt
verlduft, stets halbiert, so dass jeder Randpunkt (der kein Eckpunkt ist) eine hal-
be Einheit zum Fldcheninhalt von ABC beitragt. Dies bestétigt den Mittelteil von

Gleichung (3.1)).

Fiir jeden der drei Eckpunkte A, B, C liegt ein gewisser Teil des zugehorigen Qua-
drats im Inneren des Dreiecks (schraffiert). Wie im klassischen Beweis fiir die Winkel-
summe im Dreieck konnen wir diese Teile oberhalb einer zu AB parallelen Geraden
durch den Punkt C' wiederfinden. Die Teile ergénzen sich zu einem halben Quadrat,
was den hinteren Teil von Formel bestétigt.

Wenden wir uns nun den inneren Gitterpunkten zu. Einige zugehorige Quadrate lie-
gen vollstandig innerhalb von ABC' (vgl. etwa Iy,..., ;). Diese tragen jeweils eine
Einheit zum Flécheninhalt bei (passend zum vorderen Teil von (3.1))). Es gibt jedoch
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auch innere Gitterpunkte, deren zugehorige Quadrate nicht vollstdndig im Inneren
des Dreiecks liegen (so z. B. die Punkte V, W, X ...). Zu jedem solchen Punkt be-
trachten wir das Bild unter der Punktspiegelung an Mpc und markieren dieses mit
einem Strich (V” ist Bildpunkt von V' etc.). Mit V' ist auch V' ein Gitterpunkt, denn
es gilt Mpc = (B + C), und daher ist Mpc € (3Z) x (3Z). Die Punktspiegelung
an einem solchen Punkt ist gleichsam eine Drehung um 180° um denselben und
iiberfithrt daher das Gitter in sich. Der auferhalb von ABC' liegende Teil des zu V'
gehorigen Quadrats (schraffiert) ist kongruent zu dem innerhalb von ABC' liegenden
Teil des zu V' gehorigen Quadrats (ebenfalls schraffiert). Der innere Punkt V' trégt
also gemeinsam mit dem kompensierenden Punkt V' eine Einheit zum Flacheninhalt

bei.

Wir kénnen auf diese Weise jedem inneren Gitterpunkt, dessen zugehoriges Quadrat
von einer Seitenlinie von ABC' geschnitten wird, einen kompensierenden Punkt au-
fserhalb des Dreiecks zuordnen. In Abbildung [3.11]ist dies fiir alle Quadrate, die von
BC geschnitten werden, dargestellt. Da Punktspiegelungen injektiv sind, besitzen
zwei verschiedene innere Punkte unterschiedliche kompensierende Punkte, so dass
die kompensierte Flache auch insgesamt mit der aus ABC herausragenden Fliche
iibereinstimmt.

Dem Punkt 7" (vgl. Abbildung kommt besondere Beachtung zu, da das zuge-
horige Quadrat sowohl von BC' als auch von AB geschnitten wird. Das iiber BC
verlorene Fliachenstiick gewinnen wir durch 77 wieder, und das unter AB verlorene
Fléachenstiick liefert der Bildpunkt 7% von T unter der Punktspiegelung an M4z. In
diesem Sinne besitzt T" also zwei kompensierende Punkte. Wir werden im Folgenden
sehen, dass ein Punkt sogar mehr als zwei kompensierende Punkte besitzen (bzw.
benétigen) kann.

Probleme und deren Behebung

Die bis hier vorgestellte Herleitung ist noch liickenhaft. Das in Abbildung ge-
zeigte Dreieck ist in gewisser Hinsicht gutartig. Abbildung [3.12] zeigt ein fiir unsere
Zwecke weniger angenehmes Exemplar.

.x—;g ¢ H
i i i . Mas . i P Rt e Y

Yi Xi |

Abb. 3.12: Bei schmalen Dreiecken kann es passieren, dass kompensierende Quadrate von
zwei Dreiecksseiten geschnitten werden.
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Das zum inneren Punkt X gehorige Quadrat wird von der Dreiecksseite AB ge-
schnitten. Durch Spiegelung an Msp erhélt man den kompensierenden Punkt X;.
Das zugehérige Quadrat wird allerdings sowohl von AB als auch von BC' geschnit-
ten, so dass nur ein Teil der zu kompensierenden Flache tatsédchlich kompensiert
wird. Der iiber BC' hinausragende Teil muss an anderer Stelle innerhalb von ABC
identifiziert werden. Hierzu spiegelt man X; an Mpgc. Der Bildpunkt X5 kompen-
siert das noch fehlende Fliachenstiick. Wiirde X5 zudem noch von AC' geschnitten
werden, so miisste man ein weiteres Mal spiegeln (und zwar an Ma¢) und erhielte
einen weiteren kompensierenden Punkt.

Auf diese Weise kann man jedem inneren Gitterpunkt, dessen zugehoriges Quadrat
von einer Dreiecksseite geschnitten wird, (mindesten@ eine Folge von kompensie-
renden Punkten zuweisen. Diese Folge ist stets endlich, da es nur endlich viele Gitter-
punkte gibt, deren zugehorige Quadrate von einer Seitenstrecke von ABC' geschnit-
ten werden. Zudem kann aufgrund von Injektivitdt keiner der in ihr auftretenden
Punkte mit einem Folgenglied einer anderen kompensierenden Folge iibereinstim-
men. Also tragt jeder innere Punkt vermoge seines zugehorigen Quadrats und der
Quadrate der kompensierenden Folge(n) genau eine Einheit zum Flécheninhalt bei.

Zuletzt ist noch zu beachten, dass das Problem zu kompensierender Flachenteile
nicht nur bei inneren Punkten, sondern ebenso bei Randpunkten und auch bei Eck-
punkten auftreten kann. Abbildung [3.13] zeigt eine Situation, in der das zu einem
Randpunkt gehorige Quadrat von einer weiteren Dreiecksseite geschnitten wird.

C

B

Abb. 3.13: Das Problem zu kompensierender Flichenteile kann auch bei Randpunkten
auftreten. Die Losung erfolgt wie bei inneren Punkten durch die Zuweisung einer Folge
(hier der Linge 1) von kompensierenden Punkten.

Abbildung [3.14] zeigt eine Situation, in der das zu einem Eckpunkt gehorige Quadrat
von einer weiteren Dreiecksseite geschnitten wird.

Die zu den kompensierenden Punkten A, Ay und Asz gehorigen Quadrate werden
jeweils von zwei Dreiecksseiten geschnitten, so dass die kompensierende Folge erst
bei A4 abbricht. Es wird abwechselnd an Mo und M4 gespiegelt.

Insgesamt haben wir eingesehen, dass jeder Randgitterpunkt eine halbe Einheit und

9 Der bereits angesprochene, in Abbildung betrachtete Punkt T besitzt zwei kompensie-
rende Folgen der Lange 1.
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Abb. 3.14: Das zum Eckpunkt A gehorige Quadrat wird von der gegeniiberliegenden
Dreiecksseite geschnitten, so dass ein gewisser Anteil der Flidche zu kompensieren ist
(schraffiert). Die Schnittflichen der zu den Punkten A; bis A4 gehdrigen Quadrate mit
dem Dreieck ABC' ergeben zusammen die schraffierte Fléche.

jeder innere Gitterpunkt eine Einheit zum Fldcheninhalt eines beliebigen Dreiecks
beitragt. Die Eckpunkte tragen gemeinsam eine halbe Einheit dazu bei, die Formel
von Pick ist somit fiir beliebige Dreiecke hergeleitet.

Zur Ilustration der Tatsache, dass es bei der Bildung der kompensierenden Folgen
nicht zu Doppelungen kommt, zeigt Abbildung[3.15|noch einmal das Beispiel-Dreieck
aus Abbildung mit allen kompensierenden Folgen.

Es gibt zunéchst nur fiinf relevante Gitterpunkte: Die Eckpunkte A, B und C' so-
wie die Randpunkte R und S. Die Eckpunkte B und C' werden von keiner weite-
ren Dreiecksseite geschnitten und bendtigen daher keine kompensierende Folge. Der
Eckpunkt A besitzt die bereits in Abbildung dargestellte kompensierende Fol-
ge Ay, ..., Ay (rot). Der Randpunkt R besitzt die kompensierende Folge Ry, ..., Ry
(griin) und der Randpunkt S besitzt die kompensierende Folge Sy, ..., Sy (blau).

Schritt 2: Herleitung des Satzes von Pick fiir ein Gitter-e-Eck

Wir betrachten nun ein einfaches Gitterpolygon P mit e := ep Eckpunkten. Wegen
,

T=5+5ist Folgendes zu zeigen:

M(P)=i+§+g—1. (3.2)
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Abb. 3.15: ein Dreieck mit drei kompensierenden Folgen (,Startpunkte” hervorgehoben)

Wir triangulieren P, indem wir alle Eckpunkte von P und keine weiteren Punkte

verwenden (siehe Abbildung [3.16) [/

Abb. 3.16: Zerlegung eines 12-Ecks in 10 Dreiecke unter ausschliefslicher Verwendung aller
Eckpunkte

Dass eine solche Zerlegung stets mdglich ist, kann man wegen der in Abschnitt nachge-
wiesenen Existenz einer inneren Diagonalen leicht induktiv zeigen. Wir fiihren dies im Anschluss
an die eigentliche Herleitung im Detail durch. Dabei wird auferdem die Anzahl der Dreiecke, aus
der eine solche Zerlegung besteht, unabhéngig von Lemma @ ermittelt.
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Nach Lemma (angewendet mit ¢ = 0 und p = e) besteht jede solche Zerlegung aus
e — 2 Dreiecken. Jeder innere Gitterpunkt von P ist entweder innerer Punkt eines
Dreiecks oder gemeinsamer Randpunkt von genau zwei Dreiecken. Im ersten Fall
tragt dieser Punkt nach Schritt 1 eine Einheit zum Flacheninhalt des betreffenden
Dreiecks und damit zum Flacheninhalt von P bei. Im zweiten Fall tragt dieser Punkt
— ebenfalls nach Schritt 1 — je eine halbe Einheit zum Flacheninhalt zweier Dreiecke
und damit ebenfalls eine Einheit zum Flacheninhalt von P bei.

Jeder Randgitterpunkt von P, der kein Eckpunkt ist, ist auch Randpunkt (und
nicht Eckpunkt) eines der zerlegenden Dreiecke und tragt daher nach Schritt 1 eine
halbe Einheit zum Flacheninhalt des Dreiecks und damit eine halbe Einheit zum
Flacheninhalt von P bei.

Zuletzt wollen wir den hinteren Teil von Formel einsehen, betrachten also die
Eckpunkte von P und noch einmal Abbildung [3.16] Es ist entscheidend, dass der
Durchschnitt von P mit dem zu einem Eckpunkt gehdrigen Quadrat disjunkt in
Durchschnitte dieses Quadrats mit den verschiedenen Dreiecken zerlegt wird (in der
Abbildung durch verschiedene Farben gekennzeichnet). Wie in Schritt 1 eingesehen,
tragen die Eckpunkte eines jeden Dreiecks gemeinsam eine halbe Einheit zum Fla-
cheninhalt bei (die rot schraffierten Flachen tragen eine halbe Einheit bei, die griin
schraffierten eine weitere halbe Einheit usw.). Da e — 2 Dreiecke vorliegen, tragen
alle Eckpunkte von P insgesamt

1 e
Sle—2) =<1
-2 =35

Einheiten zum Flécheninhalt bei. Damit ist die Formel von Pick auch fiir beliebige,
einfache Gitterpolygone bestéatigt.

Kommentar und Erginzung

Anstelle der durchgefiihrten Zerlegung hétten wir in Schritt 2 auch in primitive
Dreiecke zerlegen konnen. Im ersten Schritt haben wir insbesondere bewiesen, dass
diese den Flacheninhalt % besitzen. Unter Verwendung von Korollar , welches
besagt, dass die Anzahl der primitiven Dreiecke 2i + r — 2 ist, wére der Beweis
sofort abgeschlossen. Es ist jedoch aus didaktischer Sicht vorteilhaft, an dieser Stelle
auf die Zerlegung in primitive Dreiecke zu verzichten, denn die Bestimmung der
Anzahl der Dreiecke der hier gewéhlten Zerlegung ist elementarer als der Beweis von
Lemma 2.3, auf dem Korollar [2.1] beruht. Wir haben dieses Lemma allerdings in der
obigen Herleitung verwendet und wollen abschliefsend noch eine davon unabhéngige
Bestimmung der Anzahl der zerlegenden Dreiecke betrachten.
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Zerlegung eines Gitter-e-Ecks in ¢ — 2 Gitter-Dreiecke

Wir wollen ein einfaches Gitter-e-Eck P so in e — 2 Gitter-Dreiecke zerlegen, dass
als Eckpunkte der Dreiecke ausschlieflich Eckpunkte von P gewéhlt werden. Dies
ist je nach gewiinschter Exaktheit der Argumentation auf nicht formale Weise oder
durch vollstandige Induktion denkbar.

Die Grundidee ist in jedem Fall induktiver Art und beginnt mit dem einfachen
Gitterviereck. Ein solches ldsst sich stets durch eine innere Diagonale in zwei Dreiecke

zerlegen (siehe Abbildung (3.17)).

(a) (b)

Abb. 3.17: Ein einfaches Gitterviereck ldsst sich in zwei Gitterdreiecke zerlegen. Das ist
sowohl fiir konvexe (a) als auch fiir nicht-konvexe Vierecke (b) der Fall.

Betrachten wir als néchstes ein einfaches Gitterfiinfeck, so liegt es nahe, dieses durch
eine innere Diagonale in ein Dreieck und ein Viereck zu zerlegen. Letzteres lasst sich
wiederum in zwei Dreiecke zerlegen, so dass insgesamt in drei Dreiecke zerlegt wurde.
Man kann sich nun mit einem abschlieffenden ,und so weiter“-Satz zufriedengeben,
der aber sicher ein Gefiihl fehlender Exaktheit hinterliefse, oder man fiihrt die bereits
angedeutete vollstdandige Induktion nach der Anzahl der Ecken durch. Dies soll im
Folgenden vorgefiihrt werden.

Induktion nach der Anzahl der Ecken: Im Induktionsanfang betrachten wir ein
einfaches Gitterviereck. Wie bereits gesehen ist es moglich, dieses nach den gefor-
derten Regeln in zwei Gitterdreiecke zu zerlegen. Nun betrachten wir ein einfaches
Gitterpolygon P mit e > 4 Ecken und setzen voraus, dass sich alle einfachen Gitter-
polygone mit kleinerer Ecken-Anzahl nach den geforderten Regeln zerlegen lassen.
Es sei P durch eine innere Diagonale in zwei Gitterpolygone P;, P, zerlegt.

Die Existenz einer inneren Diagonalen haben wir in Abschnitt bewiesen. Ist
k die Anzahl der Ecken von Py, so besitzt P, genau (e — k + 2) Ecken, da zwei
Eckpunkte sowohl zu P; als auch zu P, gehoren (siehe Abbildung (a)).

Anhand von Abbildung (b) lasst sich erkennen, dass die Anzahl der Ecken von
P, bzw. P, geringer sein kann, falls die innere Diagonale die Verldngerung einer
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Abb. 3.18: (a) Ein Siebeneck wird durch die innere Diagonale AD in ein Viereck und ein
Fiinfeck zerlegt. (b) Ist die innere Diagonale die Verlingerung einer Seite (hier von AB),
so reduziert sich die Anzahl der Eckpunkte der Teilvielecke.

Seite von P darstellt. In diesem Fall behandeln wir den Eckpunkt, der durch die
Verlangerung einer Seite in einem der Teilpolygone nicht mehr als Eckpunkt auftritt,
bei der Zerlegung in Dreiecke als , kiinstlichen Eckpunkt (sieche Abbildung , SO
dass die Anzahl der Dreiecke, in die zerlegt wird, unveréndert bleibt.

Abb. 3.19: (a) Das Viereck ABCD wird in zwei, das Fiinfeck DEFGA wird in drei
Dreiecke zerlegt. (b) Wir behandeln das Dreieck BC'D wie ein Viereck (mit ,kiinstlichem
Eckpunkt* A) und zerlegen es durch die Strecke AC' in zwei Dreiecke, so dass wir auch in
diesem Fall eine Zerlegung des Siebenecks in fiinf Dreiecke erhalten.

Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir P in (k — 2) und P in (e — k) Gitter-
Dreiecke zerlegen. Insgesamt haben wir P also in

(k—2)+(e—k)=e—2

Dreiecke zerlegt und der Beweis ist abgeschlossen.
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3.5.1 Diskussion des geometrischen Zugangs

Die eben gesehene Herleitung des Satzes von Pick ist aus fachlicher Sicht weniger
relevant als aus didaktischen Griinden. Selbstverstéandlich ist sie nicht so elegant wie
z. B. der in Abschnitt vorgefiihrte Beweis, jedoch bietet sie im Hinblick auf die
Behandlung mit Schiilern wesentliche Vorziige.

1. Sie tragt zum Verstandnis der Formel von Pick bei, da man sieht, wie die
verschiedenen Punktsorten mit ihren zugehorigen Quadraten und deren kom-
pensierenden Folgen zum Fliacheninhalt beitragen.

2. Sie ist in besonderem Mafe zur didaktischen Reduktion geeignet.

Der zweite Punkt soll noch ausfiihrlicher erlautert werden. Sieht man die Herlei-
tung in der eben durchgefiihrten Form, so entsteht vielleicht der Eindruck, dass sie
ein wenig umsténdlich und in Teilen technisch kompliziert ist. Zur Didaktisierung
betrachten wir noch einmal die einzelnen Schritte.

1. Bestatigung der Formel von Pick fiir ein ,beliebiges aber gutartiges Dreieck.

2. Betrachtung weniger gutartiger Dreiecke und Behebung von Problemen durch
das Erkennen kompensierender Folgen.

3. Herleitung der Formel von Pick fiir ein e-Eck durch Zerlegung in e —2 beliebige
Dreiecke unter ausschlieflicher Verwendung von Eckpunkten.

(a) Eine solche Zerlegung ist stets moglich (z. B. Beweis durch Induktion).

i. Hierzu notwendig: Beweis der Existenz einer inneren Diagonalen.

Da es um das Verstandnis der Formel von Pick geht, sollte man bei einer Behandlung
mit Schiilern zunéchst ganz ausfiihrlich bei Schritt 1 verweilen. Nach der Anregung
der Betrachtung der zu den Gitterpunkten gehorigen Quadrate konnen alle nétigen
Argumente von den Schiilern selbst entwickelt werden. Es sollte beispielgebunden
anhand eines sinnvoll gewahlten gutartigen Dreiecks gearbeitet werden. Die Idee
der Kompensation durch Punktspiegelung am Mittelpunkt einer Seitenstrecke wird
hier bereits entwickelt. Die Punktspiegelung wird in der Regel erst riickblickend
identifiziert, nachdem anhand konkreter Quadrate einige kompensierenden Quadrate
intuitiv erkannt worden sind.

Ist Punkt 1 ausfiihrlich durchdrungen, so konnen konkrete Beispiele weniger gut-
artiger Dreiecke betrachtet werden. Probleme mit unvollstdndiger Kompensation
konnen von den Schiilern selbst erkannt werden. Die Losung der Probleme erfolgt
anhand der Riickschau auf Schritt 1. Auch einem kompensierenden Quadrat kann
erneut ein kompensierendes Quadrat zugeordnet werden. Verschiedene Abbildungen
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mit sdmtlichen, farblich gekennzeichneten kompensierenden Folgen (vgl. Abbildung
3.15)) sollten von den Schiilern angefertigt werden.

Im dritten Schritt sind umfangreiche Reduktionen angebracht. Die Zerlegung eines
e-Ecks in e — 2 Dreiecke kann an verschiedenen Beispielen von den Schiilern selbst
durchgefiihrt werden. Ein formaler Beweis (insbesondere der Unterpunkte (a) und i.)
ist nicht zwingend notwendig, kann aber mit Abstrichen durchaus erarbeitet werden,
wenn z. B. die Beweismethode der Induktion zur Verfiigung steht.

Auf diese Weise kann man anstelle eines exakten Beweised']] eine geometrische Be-
griindung fiir die Formel von Pick erarbeiten, die bereits fiir sich ein lohnendes
Betatigungsfeld darstellt.

3.6 Eine physikalische Interpretation

Im Folgenden soll ein physikalisches Gedankenexperiment erlautert werden, des-
sen Grundidee eine gewisse Verwandtschaft sowohl zu der im vorangegangenen Ab-
schnitt behandelten geometrischen Herleitung des Satzes von Pick als auch zu der in
Abschnitt behandelten alternativen Interpretation der Pick-Zahl aufweist. Das
Experiment wird in Blatter| (2012)) vorgestellt und ist grundsatzlich fiir die Behand-
lung mit Schiilern geeignet, erfiillt jedoch meines Erachtens nicht die Anspriiche eines
mathematischen Beweises, sondern kann als Ergénzung einem besseren Verstdndnis
fiir die Formel von Pick dienen.

Wir betrachten hier erneut ein einfaches Gitterpolygon P mit den Kennzahlen ¢
und r = s + e fiir die jeweiligen Gitterpunktarten. Es existieren nur endlich viele
Gitterpunkte, deren Abstand vom Rand von P positiv aber kleiner als 1 ist. Es gibt
also einen (nicht eindeutig bestimmten) Gitterpunkt, dessen Abstand d > 0 vom
Rand von P minimal ist.

Gedankenexperiment: Wir bestiicken die gesamte Ebene R? mit Kerzen, indem
wir auf jeden Gitterpunkt eine Kerze mit dem Durchmesser d und dem Volumen 1
stellen. Durch die zu den Gitterpunkten gehorigen Quadrate (s.0.) wird die Ebene
disjunkt in Bereiche mit dem Flacheninhalt 1 unterteilt, die jeweils genau eine Kerze
enthalten. Wenn also alle Kerzen schmelzen, und sich das Wachs gleichméfig iiber
die ganze Ebene verteilt, besitzt der Fliissigkeitsspiegel die Hohe eins.

Schlussfolgerungen: Die Mafzahl des Wachsvolumens iiber P stimmt mit der des
Flécheninhalts p(P) iiberein. Wir betrachten nun zwei direkt benachbarte Eckpunk-
te A, B von P. Eine Punktspiegelung am Mittelpunkt M 4p tiberfiihrt das Gitter in
sich. Die Gesamtheiten aller Kerzen auf der einen bzw. anderen Seite der Geraden
AB werden durch eine solche also aufeinander abgebildet. Hieraus folgt: Wenn alle
Kerzen geschmolzen sind, hat ,in Summe* kein Wachs die Trennlinie AB iiberschrit-
ten. Diese Uberlegung ist fiir jede Seitenlinie von P giiltig.

Hhzw. zusétzlich zu einem solchen
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Wenn wir ldngs des Randes von P eine Barriere errichten, welche die Kerzen auf
dem Rand in einen inneren und einen #uferen Teil zertrennt, und die das Ubertreten
von Wachs verhindert, so erhalten wir durch das Schmelzen aller Kerzen — sowohl
innerhalb als auch auferhalb von P — einen Fliissigkeitsspiegel der konstanten Hohe
eins.

Wir iiberlegen uns nun, woher das Wachsvolumen V' im Inneren von P stammt.
Wegen V = pu(P) sollte diese Uberlegung die Formel von Pick bestitigen. Jede
Kerze, die auf einem inneren Gitterpunkt steht, tragt mit 1 zum Volumen bei. Alle
diese Kerzen zusammen tragen also mit ¢ zum Volumen bei. Jede Kerze, die auf
einem Randgitterpunkt steht, wird durch die Barriere halbiert, tragt also mit % zZum
Volumen bei. Insgesamt tragen diese also mit 5 zum Volumen bei. Eine Kerze, die
auf einem Eckpunkt X von P steht, tragt mit dem Volumen von &z zu V' bei,
wenn « der Innenwinkel von P in X ist. Bezeichnen wir die Innenwinkel von P mit
Qq,...,Q, so tragen alle Kerzen auf Eckpunkten gemeinsam mit

i o _(6—2)-180"_5_1
360° 360° 2

=1

zum Volumen V' bei. Wie gewiinscht erhalten wir

s e r
P)=V=i+-—+—-——1=i+-—1.
u(P)=V 2—1-2—1—2 2—1—2

3.7 Verallgemeinerungen des Satzes von Pick

Der Satz von Pick ist in seiner Grundform nur fiir einfache, ebene Gitterpolygone
giiltig. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, ist eine Verallgemeinerung auf Po-
lygonbereiche moglich. Fiir die Behandlung im Unterricht bietet es sich zun&chst
an, die Grenzen der Giiltigkeit der Pickschen Formel von den Schiilern selbst auslo-
ten zu lassen. Sie kénnen leicht herausfinden und formulieren, dass die Formel bei
Vielecken, die iiberschlagen sind oder Locher besitzen, versagt.

Man kann die Schiiler in einer weiteren heuristischen Phase nach eigenen Verallge-
meinerungen der Formel von Pick suchen lassen. Es ist z. B. gut moglich, dass die
Schiiler eine erweiterte Pick-Formel der Art

r
w=1+ 5 +0—-1

entwickeln, in der ¢ die Anzahl der Locher des Vielecks angibt. Was ein Loch ist,

konnen die Schiiler selbst moglichst genau beschreiben. Dabei stofsen sie vielleicht

auf Probleme (Locher, die an einer Ecke zusammenhéngen oder Locher, die einen

gemeinsam Punkt mit dem Rand des Polygons besitzen) und konnen ihre Defini-

tionen und Formeln verfeinern. Andernfalls weist man sie auf Problemfalle hin. Es
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kann hier eine spannende Suche nach der allgemeinsten Formel angeregt werden, die
sicher wieder ein hohes Motivationspotenzial beinhaltet.

Eine weitere naheliegende Frage ist die nach einer analogen Formel fiir dreidimen-
sionale Gitterkorper. Es ist denkbar, dass man die Schiiler Untersuchungen in dieser
Richtung anstellen ldsst, indem man sie z. B. zunéchst zur Betrachtung achsenpar-
alleler Quader auffordert. Die Schiiler konnten eine Formel der Art
- Jo | kg
=g+ —+—-1
Q) =g+ 5+
finden. Hierbei bezeichnet iy die Anzahl der inneren Gitterpunkte, fq die Anzahl

der Gitterpunkte im relativen Inneren der Seitenflichen und kg die Anzahl der
Gitterpunkte auf den Kanten eines Quaders Q).

Dass sich eine einfache allgemeine Formel fiir das Volumen eines dreidimensionalen
Gitterpolyeders in Abhéngigkeit der Gitterpunkt-Anzahlen in seinem Inneren bzw.
auf seinen Kanten und Fléchen nicht finden lédsst, kann man sich an folgendem
Beispie]@ klarmachen: Sei n € N. Wir betrachten eine schiefe Pyramide, deren
Grundseite das Dreieck mit den Eckpunkten A = (0,1,0), B = (1,1,0), C = (1,0,0)
ist, und deren Spitze der Punkt S, = (0,0, n) ist (vgl. Abbildung [3.20).

S, =(0,0,n)

A = (0,1,0) B=(1,1,0)

Abb. 3.20: Das , Reeve-tetrahedron® zeigt: Ein einfaches Analogon der Formel von Pick
fiir das Volumen dreidimensionaler Gitterkorper gibt es nicht.

Diese Pyramide besitzt einerseits das von n abhangige Volumen

1 1 n
= = — N = -
3 2 6
12 Das Beispiel findet sich in verschiedenen Verdffentlichungen, siehe etwa Ball| (2003). Urspriing-
lich geht es auf|Reeve| (1957) zuriick, weshalb die beschriebene Pyramide in der englischsprachigen
Literatur bisweilen auch , Reeve-tetrahedron“ genannt wird.

Va
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wohingegen sie unabhéngig von n stets genau 4 Gitterpunkte auf ihren Kanten und
keine Gitterpunkte im Inneren oder auf den Flédchen besitzt. Eine direkte Abhén-
gigkeit des Volumens von diesen Anzahlen ist also nicht mdoglich.

Es sei darauf hingewiesen, dass es dennoch eine Verallgemeinerung des Satzes von
Pick auf den dreidimensionalen Raum gibt. Diese geht, wie auch das beschriebe-
ne Gegenbeispiel, auf Reeve (1957) zuriick und verwendet aufser dem ganzzahligen
Gitter G := Z? noch ein weiteres rationales Gitter. Es sei n € N und
G, := {(f)ﬂ’f) | z,y,z € Z}
nnn

das mit dem Faktor % skalierte Gitter im R3. Weiter sei P C R? ein konvexes
Gitterpolyedeﬂ und fiir j € {1,n} sei ¢; die Anzahl aller Punkte des Gitters G},
die in P liegen (innere und Randgitterpunkte) sowie r; die Anzahl aller Punkte
aus G;, die auf dem Rand von P liegen (Gitterpunkte auf Kanten oder Fléchen).
Bezeichnet V(P) das Volumen von P, so gilt

2(n — Dn(n + 1)V(P) = 2(t, — nt1) — (r, — nry) [ (3.3)

Wir wollen die Funktionsweise der Formel anhand eines Beispiels illustrieren und
betrachten den Simplex P mit den Eckpunkten A = (0,1,0), B = (1,0,0), C =
(0,0,0) und S = (0,0,1), der in Abbildung dargestellt ist.

S=(0,0,1)

C = (0,0,0) B = (1,0,0)
A =(0,1,0)

Abb. 3.21: Die blau markierten Punkte gehéren zu (G3 \ G1) N P und die rot markierten
Punkte sind Elemente von G1 N P.

Wir wiihlen n = 2, d. h., wir verwenden die Gitter Gy = Z* und G5 = 3Z3. Gleichung
(3.3]) wird fiir n =2 zu

12V(P> == Z(tg — 2t1> - (7”2 — 27”1).

13 Dies meint, dass P ein konvexes Polyeder ist und alle Eckpunkte von P Elemente von Z? sind.
HMgiche Reeve| (1957), S. 382
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In Abbildung sind die zu P gehorigen Punkte aus GG; rot und die zu P gehérigen
Punkte aus G5 \ G blau dargestellt. Wir beachten, dass keine inneren Gitterpunkte
auftreten und erhalten t; = r; = 4 und ty, = r, = 10, also

V(P)zé(10—2-4)—1—12(10—2-4):é.

Reeve (1957) beweist noch einen allgemeineren Satz, in dem auf die Bedingung der
Konvexitat verzichtet werden kann und stellt zudem eine Vermutung fiir vierdi-
mensionale Polyeder auf. Scott| (1987)) weist darauf hin, dass Macdonald (1963) zu
allgemeinen Resultaten fiir beliebige Dimensionen gelangt.

3.8 Der Satz von Pick und die Zahlentheorie

Wie der Titel GEOMETRISCHES ZUR ZAHLENLEHRE bereits zum Ausdruck bringt,
ordnet |Pick (1899) seinen Artikel selbst in den Bereich der Zahlentheorie ein. So
heifit es in der Einleitung:

SEs wird der Versuch gemacht, die Elemente der Zahlentheorie von vorn herein auf
geometrische Basis zu stellen. Dazu dient eine trotz threr Einfachheit bisher, wie es
scheint, unbemerkt gebliebene Flichenformel fiir Polygone, welche in ein Gitter
eingezeichnet sind.*

Im Folgenden soll eine Reihe von Anwendungen des Satzes von Pick aus dem Bereich
der Zahlentheorie diskutiert werden. Der Stil entspricht hier z. T. einer fachwissen-
schaftlichen Darstellung (nach dem Muster , Definition — Satz — Beweis®), trotzdem
ist die Einordnung dieses Abschnitts in den fachdidaktischen Teil bewusst erfolgt, da
der Aufbau kleinschrittig, didaktisch kommentiert und von zahlreichen Beispielen
begleitet ist. Hinzu kommt, dass viele Beweise in diesem Abschnitt sehr anschaulich
sind und z. T. neue, schiilergerechte Zugéange ermoglichen.

3.8.1 Grundlegende Erkenntnisse

Wir arbeiten hier weiterhin im kartesischen Koordinatensystem in der Ebene R2.
Die Gitterpunkte sind genau die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten ']

Wie bereits im fachwissenschaftlichen Teil bezeichnen wir Strecken, deren Endpunk-
te Gitterpunkte sind, als Gitterstrecken. Wir betrachten nun Geraden in der Ebene.
Es gibt genau drei Sorten von Geraden:

I5Wir folgen in diesem Abschnitt zunichst im Wesentlichen [Pick| (1899), der allerdings in einem
Parallelogramm-Gitter arbeitet. Alle Resultate lassen sich ebenso gut in einem solchen herleiten.



3.8. DER SATZ VON PICK UND DIE ZAHLENTHEORIE 79

1. Geraden, die keinen Gitterpunkt enthalten.
2. Geraden, die genau einen Gitterpunkt enthalten.

3. Geraden, die unendlich viele Gitterpunkte enthalten.

Als Beispiel fiir die erste Sorte betrachte man etwa die Gerade mit der Funkti-
onsgleichung

f(w)=¢§-:c+%-

Angenommen, ein Gitterpunkt (z,y) ldge auf f. Dann folgt

y= V24 %
Auf der linken Seite steht hier die ganze Zahl y, wohingegen auf der rechten Seite ein
ganzzahliges Vielfaches von v/2 vermehrt um % steht, also eine irrationale Zahl, falls
x # 0 ist, bzw. % fiir z = 0. Diese Gleichung kann nicht erfiillt sein, die betrachtete
Gerade kann also keine Gitterpunkte enthalten. Man kann unendlich viele solcher
Beispiele erzeugen, indem man Funktionen der Form

flz) =nz+q
betrachtet, wobei 7 eine beliebige irrationale Zahl und g € Q \ Z sei.

Als Beispiele fiir die zweite Sorte konnen wir Geraden mit einer Funktionsglei-
chung der Form
flx)=nx+2z mitzeZneR\Q,

betrachten. Es gilt f(0) = z, also liegt der Gitterpunkt (0, z) auf der Geraden. Fir
ganzzahliges x # 0 ist der Funktionsterm aber irrational, so dass keine weiteren
Gitterpunkte auf der Geraden liegen kénnen.

Geraden von der dritten Art erhélt man stets, wenn man eine Gerade durch zwei
Gitterpunkte zeichnet. Diese wollen wir hier in Anlehnung an Pick (1899) Gitterge-
raden nennen. Sie enthalten unendlich viele Gitterpunkte, die dquidistant auf ihnen
verteilt sind. Man kann sich dies folgendermafsen klar machen: Eine Verschiebung,
die einen beliebigen Gitterpunkt auf einen anderen abbildet, iberfiihrt das Gitter in
sich. Liegen nun zwei Gitterpunkte A, B auf einer Geraden g und betrachten wir die
Verschiebung, die A auf B abbildet, so liegt der Bildpunkt B’ von B wieder auf g
und der Abstand von B zu B’ ist gleich dem Abstand von A zu B. Ebenso sieht man
ein, dass zwei parallele Gittergeraden kongruente Gitterpunkt-Verteilungen besitzen

(siche Abbildung [3.22)).

Da wir jede Gitterstrecke als Abschnitt einer Gittergeraden auffassen kénnen, wird
eine solche durch die auf ihr liegenden Gitterpunkte in eine gewisse Anzahl m von
Abschnitten gleicher Lénge unterteilt. Betrachten wir ganze Zahlen a,b # 0 und
die Gitterstrecke, die den Gitterpunkt P = (a,b) mit dem Koordinatenursprung



80 KAPITEL 3. FACHDIDAKTISCHE BETRACHTUNGEN

Abb. 3.22: Gittergeraden enthalten unendliche viele Gitterpunkte in dquidistanter Ver-
teilung. Parallele Gittergeraden besitzen kongruente Gitterpunktverteilungen.

O = (0,0) verbindet, so ldsst sich eine fiir unsere weiteren Untersuchungen wichtige
Beobachtung anstellen: Die Anzahl m der Abschnitte stimmt stets mit dem gréfiten
gemeinsamen Teiler der Zahlen a,b iiberein, welchen wir in der Folge mit ggT(a, b)
notieren wollen. Wir machen uns dies klar{™

Wir betrachten die Menge aller auf OP liegenden Gitterpunkte. Diese unterteilen
die Strecke in m gleich grofte Abschnitte. Konstruieren wir durch jeden dieser Git-
terpunkte das Lot auf die z-Achse, so erhalten wir dadurch eine dquidistante Unter-
teilung der Strecke zwischen dem Ursprung und dem Punkt (a,0) in m Abschnitte
ganzzahliger Lange (vgl. Abbildung [3.23]).

b P=(a,b)

O 1 2 e o o e o o ma

Abb. 3.23: Die Unterteilung der Strecke OP durch Gitterpunkte in m Abschnitte liefert
Unterteilungen der Teilstiicke mit den Léngen a, b auf der z- bzw. y-Achse. Die Abschnitte
auf den Achsen besitzen stets ganzzahlige Langen (die Langenmafzahl ist der Komple-
mentérteiler von m beziiglich a bzw. b).

16Dje folgende Argumentation veranschaulichen wir fiir positive Zahlen a, b. Sie lisst sich vollig
analog fiihren, falls a, b nicht beide positiv sind.
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Daher ist m ein Teiler von a. Durch eine analoge Konstruktion unterteilen wir die
Strecke auf der y-Achse zwischen O und (0,b) in m gleiche Abschnitte ganzzahliger
Lénge. Damit gilt auch m|b, also ist m ein gemeinsamer Teiler von a und b.

Es sei nun £ ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b. Dann finden wir ganze
Zahlen p, q, so dass
a=p-k und b=gq-k

gilt. Dies liefert eine Unterteilung der Strecke zwischen O und (a,0) auf der z-Achse
in k Abschnitte der Lange p. Ebenso erhalten wir auf der y-Achse eine Zerlegung der
Strecke zwischen O und (0, b) in k& Abschnitte der Linge ¢. Die Unterteilungspunkte
sind

(p,0),(2p,0),...,(kp,0)  auf der z-Achse,
sowie

0,9),(0,2q),...,(0,kq)  auf der y-Achse.
Jeder der Punkte

(P q); (2p,2q), ..., (kp, kq)

ist ein Gitterpunkt, und da fiir alle j € {1,...,k}

jp_p_pk_

a
je a gk b
gilt, liegen sie alle auf der Strecke OP. Damit unterteilen diese Gitterpunkte die

Strecke OP in k Abschnitte. Da die vorherige Unterteilung durch sdmtliche auf der
Strecke OP befindlichen Gitterpunkte m Abschnitte lieferte, folgt & < m.

Bereits die bis hier angestellten Beobachtungen bieten ein lohnendes Betatigungs-
feld fiir den Mathematikunterricht. Die Schiiler kénnen in einer heuristischen Phase
Entdeckungen machen und diese auf unterschiedlichsten Niveaustufen begriinden.
Es lassen sich weitere bemerkenswerte Beobachtungen anstellen, die ein aufschluss-
reiches Zusammenspiel von Geometrie und Zahlentheorie offenbaren.

3.8.2 Darstellung des ggT als Linearkombination

Wir haben gesehen, wie wir den grofiten gemeinsamen Teiler zweier ganzer Zah-
len a,b # 0 auf geometrischem Wege ermitteln kénnen. Der folgende Satz ist ein
zentrales Resultat der elementaren Zahlentheorie.

Satz 3.1. (Darstellung des ggT als Linearkombination)

Fiir alle ganzen Zahlen a,b # 0 ldsst sich ggT(a,b) stets als ganzzahlige Linear-
kombination von a und b darstellen, d. h., es existieren u,v € Z, so dass

99T(a,b) = av — bu

gilt.
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Eine konstruktive Moglichkeit, die Existenz solcher Zahlen u, v einzusehen, verwen-
det den Euklidischen Algorithmus.

Wir betrachten ein Beispiel: Gesucht ist der grofste gemeinsame Teiler der Zahlen
495 und 210. Wir fiihren eine wiederholte Division mit Rest durch:

495 = 2-210 + 75

210 = 2-75 + 60
D = 1-60 + 15
60 = 4-15 + 0

Der letzte von 0 verschiedene Rest, der in diesem Algorithmus auftaucht, ist der grof-
te gemeinsame Teiler der beiden Startzahlen. Hier haben wir also ggT(495,210) = 15
herausgefunden '] Die durchgefiihrte Rechnung liefert die Darstellung der Zahl 15
als Linearkombination der Zahlen 495 und 210 im Grunde genommen gleich mit.
Die im Algorithmus aufgestellten Gleichungen werden ausgehend von der vorletzten
Zeile, die wir nach 15 auflésen, von unten nach oben ineinander eingesetzt:

15 = 75— 60
= 75— (210 —2-75)
— 3.75-210
3. (495 — 2-210) — 210
= 3.495 —7-210.

Dies ist sicher ein gutes und einfaches Verfahren, um den groften gemeinsamen Tei-
ler zweier Zahlen als Linearkombination derselben darzustellen. Man kommt anhand
des Beispiels wohl zu der Uberzeugung, dass sich das Verfahren auf beliebige ganze
Zahlen a, b # 0 anwenden lésst. Es ist nicht schwierig, jedoch mithsam und wenig ele-
gant, dieses auf einen Beweis mit Variablen zu iibertragen " Zudem wird ein solcher
Beweis — aus nachvollziehbaren Griinden der leichteren Lesbarkeit — in der Literatur
nur selten vollstindig exakt durchgefithrt (man muss mit einer unbekannten Anzahl
an Resten rq,...,r, > 0, also mit n + 1 Gleichungen hantieren). Eine Suche nach
alternativen Beweismoglichkeiten erscheint also lohnend. Wir fithren nun zunéchst
einen eleganteren Beweis fiir Satz durch™ und analysieren diesen anschlieRend.

Beweis. (von Satz Wir betrachten die Menge

S={aw—-bu|u,v€Z und av—bu>0}.

I"Wir wollen hier nicht weiter darauf eingehen, warum der Algorithmus stets den ggT liefert.
Fiir eine sehr ausfiihrliche und verstandliche Darstellung konsultiere man z. B. |Padberg| (1999)).

Bgiche z. B. [Padberg) (1999)), S. 118/119

9Wir folgen dabei im Wesentlichen der Darstellung in |Burton/Dalkowski| (2005).
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S ist eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die offenbar nicht leer ist. Sie besitzt
also nach dem Wohlordnungsprinzip ein kleinstes Element d. Wir werden zeigen,
dass d = ggT(a,b) ist. Da d ein Element von S ist, finden wir ganze Zahlen g, vg
mit

d = avg — buyg.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass d ein Teiler von a ist. Nach dem Satz von der
Division mit Resﬂf_cl finden wir ganze Zahlen ¢, r mit

a=q-d+r und 0<r<d.

Wir weisen nach, dass » = 0 gilt. Dazu stellen wir nach » um und setzen die uns
bekannte Darstellung von d als Linearkombination ein. Es gilt

r=a—qd=a—q(avy — bug) = (1 — quo)a — (—quy)b.

Wir haben also r als Linearkombination von a und b dargestellt. Ware r > 0, so
miisste r € S gelten, was aber wegen r < d und der Minimalitdt von d nicht sein
kann. Also gilt » = 0 und damit d|a. Auf dieselbe Weise konnen wir einsehen, dass
d ein Teiler von b ist.

Sei nun c ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b. Wir wollen zeigen, dass
¢ < d gilt. Aus cla und ¢|b folgt

cl(avg — buy),

also c|d. Damit muss aber ¢ < d gelten, denn entweder ist ¢ negativ und damit
automatisch kleiner als d (aufgrund der Definition von S ist d positiv) oder ¢, d sind
beide positiv. Dann folgt aus c|d direkt ¢ < d. Der Beweis ist abgeschlossen. O]

Dies ist ein tadelloser Beweis, denn er ist gut nachvollziehbar, exakt und zudem
elegant. Trotzdem wirft er zwei Fragen auf:

1. Wie kommt man darauf, die Menge S und ihr kleinstes Element zu betrachten?

2. Kann man aus dieser nicht-konstruktiven Beweisidee eine konstruktive Metho-
de ableiten?
Fragen wie die erste — also solche von der Art ,.... wie kommt man darauf, ... 7“—
stellen sich Lernenden bei der Arbeit mit Fachbiichern héufig, denn die Darstellung
in mathematischen Fachtexten ist typischerweise streng deduktiv Y] Das Finden von

20Fiir eine verstindliche und ausfiihrliche Darstellung sowohl des Satzes von der Division mit
Rest als auch fiir das Wohlordnungsprinzip siehe etwa |Padberg| (1999).

2L Die deduktive Darstellungsform wird von Mathematikern in Fachzeitschriften, Bichern und
iberwiegend auch in Vorlesungen [...] benditzt. Sie hat sich im 20. Jhdt. geradezu zu einem Pro-
gramm entwickelt, das der Mathematik eine eigentiimliche Autonomie verleiht. Hinzu kommt der
Gebrauch idiosynkratischer Wendungen wie »trivial«, »offensichtlich«, [...[“ (Wittmann| (1981), S.
142)
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Satzen und deren Beweisen findet aber in der Regel auf einem anderen, ndmlich
einem induktiven, Wege stattE Ein moglicher solcher Weg zu Satz und dessen
Beweis soll hier exemplarisch aufgezeigt werden.

LEiner der Ausgangspunkte induktiven Schliefens ist die Beobachtung.“ (Schwarz
(2006), S. 145) Beobachtungen lassen sich an Beispielen anstellen, an die der Er-
kenntnissuchende @hnliche Anforderungen stellen sollte wie der Lehrende. Sie diir-
fen nicht zu kompliziert sein, um Uberblick zu erméglichen und das Erkennen von
Mustern und Regelmafigkeiten zu erleichtern. Sie sollten aber auch nicht zu schlicht
sein, da sonst etwaige Muster eventuell gar nicht auftreten oder im speziellen Beispiel
eigene Regelméfigkeiten ins Spiel kommen, die keinen Schluss auf die allgemeine Si-
tuation zulassen. Beispiele, die in unserer Situation sicher nicht als erste betrachtet
werden sollten, sind etwa teilerfremde Zahlen oder eine Zahl und ein Vielfaches von
dieser. Wir wéhlen etwa a = 21, b = 15. Es gilt ggT(21,15) = 3, so dass wir die
Gleichung 21u — 15v = 3 ohne ein Verfahren an der Hand zu analysieren haben.
Also ,,probieren* wir:

21-1-15-1 = 6 21-1-15-2 = =9
21-2—-15-1 = 27 21-3—-15-2 = 33
21-2-15-2 = 12 21-2-15-3 = =3

Die Gleichung ist gelost. Aus 21 -2 — 153 = —3 gewinnen wir die Darstellung
15-3—-21-2=23.

Wichtiger ist jedoch zu bemerken, dass alle beim Probieren erhaltenen Ergebnisse
Vielfache von 3 sind. Kénnen wir alle Vielfachen von 3 auf diese Weise erhalten? Ja,
denn mit der Darstellung des gg'T erhalten wir durch Multiplikation der Gleichung
mit dem entsprechenden Faktor auch die Darstellung eines beliebigen Vielfachen.
Eine sinnvolle Vermutung lautet nun etwa

‘/ggT(a,b) = L(CL, b)a

wobei Vygr(a,p) die Menge aller ganzzahligen Vielfachen von ggT/(a, b) und L(a, b) die
Menge aller Linearkombinationen von a, b bezeichne. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, wie wichtig das Aufstellen von Vermutungen als Teilschritt eines mathe-
matischen Problemloseprozesses generell ist. Mason/Burton/Stacey| (2006) dufern
sich auf S. 67 folgendermafen: ,Vermutungen [...] bilden das Riickgrat der mathe-
matischen Arbeit. [...] Meist ist schon die halbe Arbeit getan, wenn man ein Gefihl
dafiir entwickelt, wie die Verhaltnisse liegen, und man eine Vermutung aussprechen

22 Ein Mathematiker ist gew6hnt zu objektivieren. Er publiziert nicht seine Gedankengdinge, son-
dern eine objektivierende Bearbeitung: [...] Wenn er von den Uberlegungen, die ihn zum Ziele
fiihrten, etwas verdffentlichte, kdme er sich vor, als stinde er in der Unterhose auf der Strafle.”
(Freudenthall (1963), S. 15)
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kann.“ Vor allem Studienanfingern und Schiilern sollte zudem bewusst gemacht
werden, dass mit dem Aussprechen einer Vermutung deren konsequente Untersu-
chung einhergehen muss, die die Bestatigung oder Widerlegung derselben anstrebt.
Ein haufig zu beobachtendes Phéanomen in mathematischen Gruppen- oder Partner-
Diskussionen — sowohl in Seminaren an der Universitat als auch im Schulunterricht —
besteht darin, dass eine Reihe von Vermutungen ausgesprochen wird, aber keine da-
von naher untersucht wird. Ein Fortschreiten im Problem findet nicht statt, obwohl
eine Reihe sinnvoller Ansétze im Raum steht. Um dieser , Lahmung* zu entkommen,
empfiehlt es sich, Vermutungen konsequent zu verschriftlichen, und deren wasser-
dichte Bestatigung bzw. Widerlegung als Arbeitsauftrag an sich selbst zu stellen.

Wenden wir uns wieder den Uberlegungen zu Satz zu. Die ausgesprochene Ver-
mutung wird also untersucht und stellt sich als wahr heraus. Da ggT(a, b) die kleinste
positive Zahl in der Menge Vjyp(qp) ist, und diese mit L(a,b) {ibereinstimmt, muss
die kleinste positive Linearkombination die Losung liefern. Auf Grundlage dieser
Erkenntnis ist das Betrachten der Menge

S={aw—-bu|u,v€Z und av—bu>0}.

jetzt naheliegend, die Beweisidee zu Satz [3.1] gefunden. Dem Minimum von S die
Eigenschaften des ggT nachzuweisen, ist — wie oben gesehen — ohne gréfere Probleme
moglich.

Wenden wir uns der zweiten Frage zu: Wie finden wir Zahlen u, v, die die Glei-
chung ggT(a, b) = av—bu erfiillen? Pick (1899) zeigt eine geometrische Methode auf,
die die Existenz der gesuchten Zahlen u, v beweist und zudem konstruktiv ist. Zen-
tral ist eine anschauliche Interpretation des Ausdrucks av — bu. In der analytischen
Geometrie wird héufig eine Flachenformel fiir ein von zwei Vektoren aufgespann-
tes Parallelogramm behandelt, die dem genannten Ausdruck bis auf Betragsstriche
gleicht (vgl. Abbildung (a)) und fiir unsere weiteren Uberlegungen zentral ist.

P+Q

(g) lav — bu ’

Abb. 3.24: (a) Flachenformel fiir ein Vektorparallelogramm (b) Das positiv orientierte
Dreieck OPQ besitzt den Flacheninhalt %.
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Wir kommen hier ohne die Begriffe der analytischen Geometrie aus. Die Betrags-
striche verschwinden, wenn das Dreieck mit den Eckpunkten O = (0,0), P = (a,b)
und @ = (u,v) positiv orientiert ist. Die benétigte elementare Fléachenformel wird
im folgenden Lemma formuliert und anschlieffend bewiesen.

Lemma 3.2. Es scien P = (a,b),Q = (u,v) € R? derart, dass das Dreieck OPQ
positiv orientiert ist.@ Auflerdem sei R := P + Q). Dann gilt
av — bu

SR

w(OPRQ)=av—bu und  pu(OPQ) =

Beweis. Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dass P im ersten Quadranten liegt. Sollte
dies nicht der Fall sein, konnen wir die gewiinschte Konstellation durch eine Drehung
stets herstellen. Abbildung [3.25 zeigt drei, von der Lage des Punktes ) abhéngige,
Situationen.

R
ab R
ub 2 ab w
uv v 2 2 v
wuv Q P . Q
9 P
a_b ub b _uv ab b
2 2 2
a m —u a
(a) (b)
—va uv/2 P
R
ab ab b
9 2
w2 —va —v
Q — a

Abb. 3.25: Der Punkt @ liegt im ersten (a), im zweiten (b) oder im dritten Quadranten
(c). Wegen der positiven Orientierung des Dreiecks OPQ liegt @ auf jeden Fall oberhalb
der Geraden OP.

Fall (a): @ liegt im ersten Quadranten. Dann gilt
w(OPRQ) = (a+u)(b+v) —ab — uwv — 2ub = av — ub.

ZUnter positiver Orientierung verstehen wir wie {iblich, dass der Umlaufsinn gegen den Uhrzei-
gersinn erfolgt.
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Fall (b): @ liegt im zweiten Quadranten: Dann gilt
p(OPRQ) = (a+ (—u))(b+v) —ab— uv = av — ub.
Fall (c): @ liegt im dritten Quadranten: Dann gilt
u(OPRQ) = (a+ (—u))(b+ (—v)) — ab — uv + 2av = av — ub.
Da das Dreieck OP(@) durch Halbieren des Parallelogramms entsteht, erhalten wir
in jedem der drei Falle

av — ub

2

p(OPQ) = Ju(OPRQ)
O

Die geometrische Methode zum Auffinden der Zahlen u, v ist jetzt naheliegend. Wir
suchen die kleinste positive Zahl der Form av — bu mit u,v € Z. Aufgrund der
betrachteten Flachenformel bedeutet dies, dass wir das kleinste, positiv orientierte
Gitterdreieck O PQ finden miissen. Hierbei ist der Gitterpunkt P = (a, b) vorgegeben
und @ = (u,v) ist zu ermitteln. Wir verschieben eine zu OP parallele Gerade g von
OP ausgehend nach oben, bis mindestens ein Gitterpunkt Q = (u,v) auf g liegt

(vgl. Abbildung [3.26)).

0

Abb. 3.26: Der Gitterpunkt @ hat minimalen orthogonalen Abstand zu OP.

Folglich liegen weder Gitterpunkte im Inneren des Dreiecks OP(Q noch auf dem
relativen Inneren einer der Strecken OQ) oder QP. Es sei m := ggT(a, b). Die Strecke
OP wird von den auf ihr liegenden Gitterpunkten in m Abschnitte unterteilt, also
liegen m + 1 Gitterpunkte auf ihr. Insgesamt besitzt O PQ) daher m + 2 Randpunkte,
und mit dem Satz von Pick folgt

m+ 2 m

HOPQ) =0+ ==~ 1=
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Nach Lemma gilt hingegen p(OPQ) = =% woraus

2
av — bu = ggT(a,b)

folgt.

Die Methode soll anhand eines Beispiels illustriert werden (siehe Abbildung [3.27)).

12-
11
10

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Abb. 3.27: geometrische Bestimmung von Losungen der Gleichung 12u — 21v = 3

Gesucht ist eine Darstellung von ggT(a, b) als Linearkombination der Zahlen a = 21
und b = 12. Wir betrachten also die Strecke OP, wobei P = (21,12) sei. Die
Strecke wird wegen ggT(21,12) = 3 von den auf ihr liegenden Gitterpunkten in drei
Abschnitte unterteilt. Das Beispiel zeigt, dass es mehr als einen Gitterpunkt gibt,
dessen orthogonaler Abstand zu OP minimal ist. Im betrachteten Bereich finden wir
drei Punkte, die auf den ersten Blick in Frage kommen, namlich @ = (5,3),Q" =
(12,7) und Q" = (19,11). In der Tat liefert jeder dieser Punkte eine Losung, denn
es gilt

21.3-12-5=3 und 21-7-12-12=3 und 21-11-12-19=3.

Das Beispiel eignet sich auch, um einen weiteren allgemeinen Zusammenhang heraus-
zuarbeiten. Wegen ggT (21, 12) = 3 wird die Strecke OP in drei Abschnitte gleicher
Linge unterteilt. Uber jedem dieser Abschnitte finden wir genau eine Lésung der
Gleichung 21u — 12v = 3. Betrachten wir anstelle der Strecke OP die Gerade OP, so
liegen auf dieser unendlich viele Gitterpunkte in dquidistanter Verteilung, und wir
erhalten unendlich viele Losungen.

Wir sehen aufserdem, wie die verschiedenen Losungen auseinander hervorgehen. Wir
erhalten Q' = (12,7) aus @ = (5,3), indem wir die z-Koordinate um 7 und die y-
Koordinate um 4 erhohen. Aus @' erhalten wir Q" = (19,11) auf dieselbe Weise.
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Eine weitere Losung sollte folglich Q" = (26, 15) sein. In der Tat gilt

21-15—-12-26 = 3.

Auf Grundlage dieser Beobachtungen ist es leicht, einen weiteren aus der elementaren
Zahlentheorie wohlbekannten Satz zu formulieren und auf geometrischem Wege zu
beweisen.

Satz 3.2. Es seien a,b € Z\ {0}, m := ggT(a,b) sowie a’ := £ und b/ := L. Dann
besitzt die Gleichung
av —bu=m (3.4)

unendlich viele Losungen. Ist (ug, vo) eine beliebige Lisung, so besitzen alle Losungen
die Gestalt

(uo + ja',vo +4V),  jEL

Beweis. Es sei wie zuvor P = (a,b). Wir betrachten erneut OP sowie eine dazu

parallele Gerade g, welche von OP aus nach oben verschoben wird, bis wenigstens
ein Gitterpunkt auf ihr liegt. Dann gilt

(u,v) ist Losung von ({3.4) <= (u,v) ist Gitterpunkt und liegt auf g.

Wir weisen dies nach. Es sei zunéchst Qg = (ug, vg) ein Gitterpunkt, der auf g liegt.
Wie zuvor stellt man fest, dass das Dreieck O PQ)y keine inneren und genau m + 2
Randgitterpunkte besitzt. Sein Flacheninhalt ist also nach dem Satz von Pick gleich
% . Nach Lemma ist der Flacheninhalt gleich “”0—;5“0, woraus avg — bug = m folgt.

Nun sei Q = (u,v) eine Losung von (3.4). Dann ist @) ein Gitterpunkt, und indem
wir (3.4) durch 2 dividieren, erhalten wir

av—bu m

2 2

Das bedeutet, dass das Dreieck OP() denselben Fldcheninhalt besitzt wie das oben
betrachtete Dreieck OPQ)y. Da die beiden Dreiecke die Grundseite OP gemeinsam
haben, besitzen sie iiber dieser auch dieselbe Hohe. Wegen )y € ¢ ist die Lénge
dieser Hohe gleich dem orthogonalen Abstand von OP zu g (siehe Abbildung [3.28)).
Es folgt @ € g.

Um den Beweis abzuschliefen, miissen wir noch nachweisen, dass sédmtliche Gitter-
punkte auf g von der Gestalt (ug+ja’, vo+jb'), j € Z, sind. Hierbei ist Qy = (uq, vo)
ein beliebiger Gitterpunkt auf g, dessen Existenz wir aufgrund der Konstruktion von
¢ nicht nachweisen miissen.

Wie wir bereits wissen, wird die Strecke O P durch die auf ihr liegenden Gitterpunkte

Pj:: (ja/>jb,)7 j:O717"'7m7
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A

(@)

Abb. 3.28: Die Dreiecke OPQg und OP(Q besitzen denselben Flicheninhalt, also auch
dieselbe Hohe iiber der gemeinsamen Seite OP.

in m Abschnitte gleicher Linge unterteilt. Die Gerade OP wird durch die Git-
terpunkte P, j € Z, in unendlich viele solcher Abschnitte zerlegt. Die Menge
{P; | j € Z} ist die Menge aller Gitterpunkte auf OP.

Wie bereits zu Beginn des Abschnitts bemerkt, besitzen ¢ und OP als zuein-
ander parallele Geraden kongruente Gitterpunktverteilungen. Hieraus folgt direkt,
dass alle weiteren Gitterpunkte auf g die Gestalt Q; = (u, + ja',vo + jb'), j € Z,

besitzen (vgl. Abbildung |3.29)). Der Beweis ist abgeschlossen. O
g /.Q/4
/’"Q/:a
et OP. P,
Q>
+(d',b) Ps
R
-7 P2
Pias . QU +(a’7b’)
Py

Abb. 3.29: Die Geraden g und OP besitzen kongruente Gitterpunktverteilungen.

3.8.3 Briiche im Koordinatensystem und Farey-Folgen

Wir wollen hier ein weiteres fruchtbares Betéatigungsfeld fiir Mathematik-Lernende,
das verbliiffende Bezilige zum Satz von Pick aufweist, beleuchten und einen mog-
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lichen Unterrichtsgang andeuten?] Die grundlegenden Eigenschaften von Farey-
Folgen sind wohlbekannt und finden sich (auf rein zahlentheoretischer Basis herge-
leitet) z. B. bei Hardy/Wright| (1958]). Zusammenhénge zwischen dem Satz von Pick
und Farey-Folgen werden in Honsberger| (1970)) sowie |Arcavi/Bruckheimer| (1995)
aufgezeigt. Es sei noch angemerkt, dass bereits Pick (1899) seinen Satz anwendet,
um eine grundlegende Eigenschaft der Farey-Folgen nachzuweisen.

Begriffsklarung

Wir unterscheiden in diesem Abschnitt die Ausdriicke rationale Zahl und Bruch
folgendermafen: Die Elemente von Q bezeichnen wir wie iiblich als rationale Zahlen.
Jede solche kann auf unendlich viele Weisen dargestellt werden, so gilt z. B.

12y
50 g 75= 22V

48 TN

Eine rationale Zahl ist eine Aquivalenzklasse, die durch Angabe eines beliebigen
Représentanten angesprochen werden kann. Jede Darstellung einer rationalen Zahl
durch die Angabe von Zahler y € Z und Nenner z € Z \ {0} in der Form £ nennen
wir einen Bruch. Dabei sagen wir, dass zwei Briiche gleich sind, wenn sie denselben
Zéhler und denselben Nenner besitzen. Andernfalls sind sie voneinander verschie-
den. Wir identifizieren also jeden Bruch £ mit einem Paar (z,y) € Z? (also vor
der Bildung von Aquivalenzklassen). So sind z. B. die Briiche % und % voneinander
verschieden, obwohl sie Darstellungen derselben rationalen Zahl sind. Wir wollen
auf zuséatzliche Begriffsbildungen wie etwa den ,Wert eines Bruches” verzichten. Wir
2

werden auch weiterhin Gleichungen wie § = % schreiben, wenn die Gefahr einer

Fehlinterpretation durch den Leser als gering angesehen wird.

Die erlauterte Begriffstrennung ist aus didaktischer Sicht durchaus diskussionswiir-
dig, wird sich aber im folgenden Abschnitt definitiv als niitzlich erweisen. Fiir eine
Behandlung der hier vorgestellten Inhalte mit Schiilern miissen die unterschiedli-
chen Begriffe meines Erachtens nur gegebenenfalls, d. h. auf Nachfrage, thematisiert

werden P9

24 Andeuten meint hier, dass wir die Erkenntnisse und Resultate in einer Schrittfolge herleiten, die
fiir Schiiler angemessen wére und stets aufzeigt, wie Beweisideen etc. zustande kommen. Trotzdem
ahnelt die Struktur (,Definition — Satz — Beweis) weiterhin eher einem Fachtext.

%5 Eine analoge Begriffstrennung unter ausschlieflicher Betrachtung positiver Zihler und Nen-
ner findet in [Padberg/Danckwerts/Stein| (1995) unter Verwendung der Worte Bruch und Bruchzahl
statt. Zur Frage der Thematisierung im Unterricht dufsert sich Padberg folgendermafen: ,,Es ist un-
bestritten, dass insbesondere den Lehrern, aber auch den Schiilern der Unterschied zwischen einem
Bruch und einer Bruchzahl als Klasse gleichwertiger Briiche bekannt sein sollte. [...] Ferner ergibt
es keinen Sinn, aus tbertriebenen Ezxaktheitsgrinden oder wegen mathematischer Gewissensbisse
(, die kein Schiiler nachvollziehen kann,) die Sprechweise unndtig kompliziert zu gestalten, ohne
dass dies irgendeinen wirklichen Gewinn erbringt.“ (Padberg| (2002), S. 33)



92 KAPITEL 3. FACHDIDAKTISCHE BETRACHTUNGEN

Darstellung von Briichen im Koordinatensystem

Wie oben erldutert identifizieren wir einen Bruch ¥ mit dem Gitterpunkt (z,y) im
kartesischen Koordinatensystem. Diese Interpretation kann bereits in frithen Klas-
senstufen genutzt werden, um Eigenschaften von Briichen zu untersuchen und geo-
metrisch zu deuten. So stammen z. B. die in Abbildung [3.30] gezeigten Darstellungen
aus einem Schulbuch fiir die Klassenstufe 6 am Gymnasium.

Zihler

6<
= Zihler & 7 A st /
o 7
6l & y ‘f" 7
yr/s e 5/
s 3 {0(}‘6 \ 31 G
Lt 4(7\6 j 2 o 54 i
4+ z z PR 3 //f/f
; ; /4 ; /X(,‘c(%dc/ \:’ % / %
T 3 6 El / Nenner
T e e S N S e
/1//5 “Elinl
AR R4 R b § /:i
1 3 =2 -2
AT e 25 1 3
—4 3] 1 7 10 -
:13% 213 lalelglzly 3
/4;/:2/—7 —4
CEARNE 2 -
=2 -3
s -6
(a) (b)

Abb. 3.30: Darstellungen aus Lambacher Schweizer 6. Mathematik fiir Gymnasien
(Baum,/Lorenzen/Schmitz| (2013]))

Folgende Erkenntnisse konnen von den Schiilern in einer heuristischen Phase erlangt
und begriindet werden:

1. Alle Briiche, die dieselbe rationale Zahl darstellen, liegen auf einer gemein-
samen Ursprungsgeraden. Man kann also von der zu einem Bruch gehdrigen
Geraden sprechen.

2. Die vollstéandig gekiirzten Briiche liegen auf den zu ihnen gehdrigen Geraden
dem Ursprung am néchsten.@

3. Ist ein Bruch ¥ nicht vollstindig gekiirzt, d. h. m := ggT(y,x) > 1, so liegen
zwischen dem Ursprung und dem Gitterpunkt P = (x,y) genau m — 1 weitere
Gitterpunkte auf der Geraden. Die Strecke OP wird auf diese Weise in m
Abschnitte gleicher Lénge unterteilt.

4. Esgilt £ > £ genau dann, wenn die zum Bruch ¥ gehorige Gerade eine grofere
Steigung besitzt als die zum Bruch £ gehdrige Geradem

26Einige Autoren (z. B. [Honsberger| (1970)) nennen solche Gitterpunkte in Anlehnung an die
Vorstellung eines Betrachters, der im Koordinatenurprung steht, sichtbar.
27 Aus diesem Grund identifizieren wir den Bruch £ mit dem Punkt (z,y) und nicht mit (y, z).
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Es lassen sich weitere interessante Beobachtungen tétigen bzw. weiterfithrende Fra-
gen stellen (siche etwa |Baum /Lorenzen/Schmitz (2013), S. 113). Fiir unsere Zwecke
sind die aufgelisteten Erkenntnisse die zentralen.

Generelle Voraussetzung

Da sich alle folgenden Uberlegungen auf nicht-negative, rationale Zahlen beschriin-
ken, und wir diese stets durch einen Bruch darstellen konnen, dessen Zéhler und
Nenner beide nicht negativ sind sind, werden wir von nun an nur Briiche Y mit
y € Ny und x € N betrachten.

Farey-Folgen finden

Eine fiir das Training im Umgang mit Briichen an sich sinnvolle Aufgabe, die mit
unseren vorherigen Uberlegungen zunéchst nichts zu tun zu haben scheint, ist die
folgende:

Man finde alle vollstindig gekiirzten Briiche £ mit 0 < £ < 1, deren Nenner x
kleiner oder gleich 5 ist, und sortiere sie nach aufsteigender Grofse.

Ein sinnvolles Vorgehen konnte darin bestehen, zunéchst systematisch alle Briiche
aufzuschreiben, dann alle ungekiirzten Briiche zu streichen und den Rest anschlie-
fsend der Grofe nach zu sortieren. Die zu streichenden Briiche sind rot markiert:

01 12 123 34 12345

12
T 22 33T U047 55555
Wir erhalten als Losung der Aufgabe
Sl 2l s 2 s 2 1
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1
Dies ist die sogenannte fiinfte Farey-Folge. Ist in der Aufgabenstellung der maximale
Nenner n, so erhédlt man als Losung die n-te Fa'r’ey-Folge.lﬂ

Definition 3.1. (Farey-Folge der Ordnung n)

Sie n € N. Die Farey-Folge F,, der Ordnung n (oder auch n-te Farey-Folge) ist die
aufsteigende Folge aller Briiche £ mit ggT(x,y) =1 und 0 <y <z < n.

Bemerkung 3.2. Da jede ganze Zahl ein Teiler von 0 ist, gilt g9T(0,z) = = fiir
alle x € N. Es folgt also zwingend aus der Definition, dass die Zahl 0 in der Form %
in der Farey-Folge auftaucht. Ebenso gilt ggT(x,z) = x, also muss die Zahl 1 durch
den Bruch % in der Farey-Folge reprdsentiert werden.

28 Der Namensgeber John Farey (1766-1826) war ein britischer Geologe und Schriftsteller. In
einer Note im PHILOSOPHICAL MAGAZINE veroffentlichte er im Jahr 1816 einen zentralen Satz iiber

Farey-Folgen, allerdings ohne einen Beweis zu liefern. Der erste solche wird Cauchy zugeschrieben
(vgl. [Hardy /Wright| (1958), S. 39).
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Die Schiiler sollten zunéchst selbst einige weitere Farey-Folgen bestimmen, etwa F}
bis F5. Die Ergebnisse sind in Tabelle zu sehen.

. 01
Fl. TT
. 011
£y 121
. 01121
By 13231
. 0111231
Fy: 14323141
F - 01112132341
5+ 154352053451
F 0111121323451
6 1654352534561
I2 0111121231432534561
7 1765473572753 745671

Tab. 3.1: Die Farey-Folgen Fj bis Fr.

Schon an diesen Beispielen lassen sich einige Beobachtungen festhalten: Fir n > 1
besitzt jede Farey-Folge eine ungerade Anzahl an Gliedern, und das mittlere Fol-
genglied von F), ist stets % Diesbeziiglich erkennen wir eine Symmetrie: Von % aus
gesehen lassen sich im selben Abstand je eine Zahl auf der linken und eine Zahl auf
der rechten Seite zu einem Paar, dessen Summe gleich 1 ist, zusammenfassen, wie
am Beispiel von Fj erlautert sei. Die gleichfarbig dargestellten Briiche ergeben die

Summe 1:
0111231

1432341
Wir haben dies nicht bewiesen, bemerken aber eine Schlussfolgerung, die zutrifft,
wenn unsere Beobachtung allgemeingiiltig ist.

Bemerkung 3.3. Die Summe aller Folgenglieder von F, ist gleich der Hilfte ihrer
Anzahl.

Dies ist in der Tat wahr, ldsst sich leicht zeigen und ist z. B. in Wright| (1968) auf
sehr kurzem Wege durchgefiihrt. Wir wollen unser Augenmerk zunéchst auf das
Aufstellen von Farey-Folgen legen, denn das oben am Beispiel von Fj beschriebene
Verfahren ist zwar sicher eine gute Ubung im Umgang mit Briichen aber auf Dauer
doch anstrengend.

Wir erinnern uns an die zuvor betrachtete Darstellung von Briichen im Koordi-
natensystem. Man muss die in dieser Darstellung erkennbaren Eigenschaften der
Folgenglieder von F}, nur aussprechen, um auf ein geometrisches Verfahren zu deren
Konstruktion zu stofsen. Diese Erkenntnis konnen Schiiler ab etwa der 7. Klassen-
stufe selbststéndig erlangen und in eigenen Worten begriinden: Die Folgenglieder £
von F,, — bzw. die mit ihnen identifizierten Gitterpunkte (x,y) — liegen wegen

0<y<z<n
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alle im Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (r,0), (n,n). Die unterschiedlichen Brii-
che liegen auf verschiedenen Geraden, und wegen der aufsteigenden Anordnung ist
die Gerade eines Folgengliedes stets steiler als die des vorangegangenen. Da die Brii-
che vollstidndig gekiirzt sind, ist jedes Folgenglied vom Ursprung aus gesehen der
erste Gitterpunkt auf seiner Geraden. Wir betrachten einen vom Ursprung ausge-
henden Strahl, der beginnend auf der 2-Achse gegen den Uhrzeigersinn das genannte
Dreieck iiberstreicht. Die Folgenglieder von F,, werden in der richtigen Reihenfolge
nacheinander von diesem ,,getroffen“. Es gehort stets nur der Punkt zur Farey-Folge,
der dem Ursprung am néchsten liegt, da andere Gitterpunkte keine vollstéindig ge-
kiirzten Briiche darstellen. Abbildung [3.31] zeigt das Verfahren am Beispiel von Fj.

,,,,, 4 1 :
1 4 5
,,,,, 2 F 3
)
1
2
,,,,, by - :
’ 1
,,,,,, G D C 4
i 0
0 A 1
0 1 2 3 4 5 6

Abb. 3.31: Der vom Ursprung ausgehende Strahl wandert beginnend auf der z-Achse
gegen den Uhrzeigersinn {iber das Dreieck. Die markierten Gitterpunkte werden in alpha-
betischer Reihenfolge ,,getroffen” und représentieren die aufsteigend angeordneten Folgen-
glieder von Fy.

Damit haben wir eine geometrische Methode zur Konstruktion von Farey-Folgen
gefunden und zudem ein neues Werkzeug in der Hand, um neue Eigenschaften von
F,, zu beweisen. Folgende Aufgabe kann nun erfolgreich bewéltigt werden:

Man untersuche fiir direkt benachbarte Glieder g und 3 von F, die iber Kreuz“

gebildeten Produkte bu,av. Man formuliere einen Satz und beweise diesen.

Anhand verschiedener Beispiele erkennt man leicht, dass die genannten Produkte fiir
benachbarte Glieder stets aufeinanderfolgende Zahlen liefern. Der zu formulierende
Satz konnte also folgendermaifsen lauten.

Satz 3.3. (Fine fundamentale Eigenschaft der Farey-Folgen)
Sein € N und seien g und 3 direkt aufeinanderfolgende Glieder von F,. Dann gilt

av —bu = 1.
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Bemerkung 3.4. Die Briiche g und 3 sollen in dieser Reihenfolge auftreten, d. h.,
es soll g < = gelten. Von nun an sei dies stets vorausgesetzt, wenn in der obi-
gen Weise von aufeinanderfolgenden oder benachbarten Gliedern einer Farey-Folge
gesprochen wird.

Der Satz von Pick wird den Beweis erbringen.

Beweis. Es sei P = (a,b) und @ = (u,v). Wir betrachten das Dreieck OP(Q (siehe
Abbildung (3.32)).

Abb. 3.32: Das Dreieck OPQ besitzt keine inneren Gitterpunkte und genau drei Rand-
gitterpunkte.

Weil g und 7 Folgenglieder einer Farey-Folge sind, sind die Briiche vollsténdig ge-
kiirzt, und daher liegen aufer den Endpunkten weder Gitterpunkte auf der Strecke
OP noch auf der Strecke OQ). Im Inneren des Dreiecks OP(@ oder im relativen In-
neren der Strecke P() liegen auch keine weiteren Gitterpunkte, denn sonst wéren g
und 2 nicht direkt aufeinanderfolgend in F,. Nach dem Satz von Pick besitzt das
Dreieck also den Fliacheninhalt 0 + % - 1= % Nach Lemma besitzt OP(Q den

Flacheninhalt ““;b“, also folgt

av —bu =1.

Farey-Folgen sukzessiv konstruieren

Nachdem wir ein geometrisches Verfahren zur Konstruktion von F;, gefunden haben,
richten wir unseren Blick noch einmal auf die arithmetischen Eigenschaften der
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Farey-Folgen. Alle Glieder von F;, treten auch in F,,; auf und zwar in derselben
Reihenfolge, denn sie sind ja bereits in F}, der Grofie nach sortiert. Zwischen einigen
Folgengliedern kommen neue hinzu, zwischen anderen nicht. Die folgenden Fragen
sind naheliegend:

1. Zwischen welchen Folgengliedern von F;,, kommt in F},,; ein neues hinzu und
zwischen welchen nicht? Gibt es ein Kriterium?

2. Gibt es ein Bildungsgesetz fiir die neu hinzukommenden Folgenglieder?

Mit diesen Fragen kann die Lerngruppe in eine erneute heuristische Phase entlassen
werden. Welche Ergebnisse kénnen wir erwarten? Wir betrachten als Beispiel den
Ubergang von Fy zu Fy. Tabelle zeigt die direkt benachbarten Folgenglieder von
Fs und — wenn vorhanden — das in F% zwischen diesen liegende, neue Folgenglied.

In Fg benachbarte Glieder | Zwischenglied in F7?
b nd § :
% und % nein
% und %1 nein
! §
% und % nein
2 und 3 g
b nd ¢ :

Tab. 3.2: Ubergang von Fg zu Fy

Wir halten einige Erkenntnisse fest, deren Entdeckung wahrscheinlich ist. Es seien
dazu g und 7 direkt benachbarte Folgenglieder in F, .

1. Zwischen g und 7 kommt in F,;; genau dann ein neues Folgenglied hinzu,
wenn a +u =n + 1 gilt.

2. Wenn a + u = n + 1 ist, dann ist das neue Folgenglied gleich giz Scheinbar
ist dieser Bruch bereits automatisch vollstandig gekiirzt.

Betrachtet man auf Grundlage dieser Erkenntnisse noch einmal ausfiihrlich Tabelle

B.1] so fallt dartiber hinaus vielleicht das Folgende auf:
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3. Stets gilt a + u > n. Der Bruch % taucht in einer spéateren Folge F), in

jedem Fall zwischen g und 2 auf und zwar fiir m = a + u. In allen vorherigen
Farey-Folgen sind g und & direkt benachbart.

Ein Beispiel soll die letzte Beobachtung verdeutlichen.

Beispiel 3.1. Die Briiche % und % sind in Fy direkt benachbart. Es gilt é—ﬁ = %
2

Aufgrund des Nenners 7 kann = nicht in einer der Folgen Fy oder Fg auftreten.
In diesen bleiben % und % direkt benachbart. In F; taucht % dann als Zwischenglied
zwischen }1 und % auf.

Es ist angebracht, einen neuen Begriff zu definieren.

Definition 3.2. (Mediant zweier Briiche)
Der Median@ 2weier Briiche g und 2 (b,v € Ny, a,u € N) ist definiert als

<b v) b+ v
med = )
a u a+u
Bemerkung 3.5. Der Mediant wird hier ausdriicklich nur fir Briiche im oben er-
lauterten Sinn defintert, nicht aber fiir rationale Zahlen, denn fir diese wdre die

Definition vom Reprdsentanten abhdingig, d. h., der Mediant derselben rationalen
Zahlen ist, je nach deren Darstellung, unterschiedlichm Es qilt 2. B.

med 11 :g aber med 21 —§.
23 5 4’3 7

Wie die Namensgebung vermuten lasst, sollte der Mediant zweier Briiche stets zwi-
schen ihnen liegen. Dies ist im folgenden Lemma festgehalten.

Lemma 3.3. Es seien a,u € N, b,v € Ny und es gelte % < 2. Dann gilt
b <b v) v
— < med < —.
a a u u

Beweis. Wir betrachten die mit 2 und ¥ identifizierten Gitterpunkte P = (a, b) und
Q = (u,v). Der mit med (— %) 1dent1ﬁ21erte Punkt ist dann M := P + @), womit

sofort klar ist, dass
b (b v) v
— < med < —
a a’ u U

gilt (vgl. Abbildung [3.33). O

29Eine charmante, in der englischsprachigen Literatur bisweilen zu findende Bezeichnung fiir den
Medianten lautet freshman-sum — in Anspielung auf einen weit verbreiteten Anfingerfehler beim
Addieren von Briichen.

30Eine Moglichkeit wire die Definition iiber die maximal gekiirzte Darstellung einer jeden ratio-
nalen Zahl zu treffen. Wir benétigen dies hier aber nicht.
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b+wv
v
— a—+u
U
M = (a4 u,b+v)
Q b

P=(a,b) '

Abb. 3.33: Der Mediant zweier verschiedener Briiche liegt strikt zwischen diesen.

Bemerkung 3.6. Wir betrachten hier nur Briiche mit nicht-negativen Zdihlern und
Nennern. Ldisst man beliebige Zdhler und Nenner zu, so muss der Mediant zwei-
er Briiche nicht zwingend (arithmetisch) zwischen diesen liegen, wie man z. B. an

Abbildung sieht.

b+wv
a-+u

M= (a+u,b+v)

e |

P=(a,b)

Q|

Abb. 3.34: Lasst man in der Definition des Medianten beliebige Z&hler und Nenner zu, so

muss med (£ 2) nicht zwingend (arithmetisch) zwischen g und ¥ liegen, wie man dem

a’
. . . . . b+ b
Beispiel entnimmt. Hier gilt offenbar (=% > 2 > 0> .

An Abbildung kann man sich noch eine weitere wichtige Eigenschaft des Medi-
anten klarmachen, die im folgenden Lemma festgehalten ist.

Lemma 3.4. Es seien a,u € N, b,v € Ny und es gelte av — bu = 1. Dann ist der
Mediant der Briche g und 7 wvollstindig gekirzt.
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Beweis. Wir betrachten erneut Abbildung [3.33] Das Parallelogramm OPM@ hat
nach Lemma den Flacheninhalt av — bu. Dieser Ausdruck ist nach Vorausset-
zung gleich 1. Weil die vier Eckpunkte von O PM Q) Gitterpunkte sind, kann es daher
nach dem Satz von Pick keine weiteren Gitterpunkte enthalten (% —1=1). Insbe-
sondere liegen auf der Diagonalen OM aufter den Endpunkten keine Gitterpunkte.

Das bedeutet, dass Ziﬁ vollstiandig gekiirzt ist. O

Bemerkung 3.7. Nach Satz erfillen zwei direkt benachbarte Glieder einer
Farey-Folge die Voraussetzungen des Lemmas, so dass deren Mediant stets vollstin-
dig gekiirzt ist.

Wir haben bis zu dieser Stelle insgesamt eingesehen, dass der Mediant SI—Z von zwei
direkt benachbarten Folgengliedern g und ¥ einer Farey-Folge F), in der (a 4 u)-ten
Farey-Folge auftreten wird und dann zwischen diesen steht. Wir haben noch nicht
nachgewiesen, dass nicht in einer friiheren Farey-Folge ein anderer Bruch zwischen g
und © auftaucht. Dies gewéhrleistet das folgende Lemma. Der anschliefend gezeigte
Beweis ist meines Erachtens neu und sehr anschaulich, so dass er auch fiir Schiiler
zugénglich ist und mit Hilfen sogar von diesen selbst entwickelt werden kann.

Lemma 3.5. Es seien a,u € N, b,v € Ny und es gelte av —bu = 1. Dann folgt: Der

Nenner jedes vollstindig gekiirzten Bruches, der von Siz verschieden ist und strikt

zwischen g und - liegt, ist echt grofier als a + u.

Beweis. Wir arbeiten anhand von Abbildung [3.35]

o)

Abb. 3.35: Keines der Parallelogramme enthélt aufer seinen Eckpunkten weitere Gitter-
punkte. Daher sind auf den Geraden, die innerhalb des roten Bereichs verlaufen, Gitter-
punkte nur rechts von g zu finden.
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Wie im vorangegangenen Beweis betrachten wir das Parallelogramm OPM(@Q, wo-
bei die Punkte wie {iblich definiert seien. Alle Gitterpunkte (x,y), die Briiche ¥ mit
% < £ < 2 représentieren, liegen auf vom Ursprung ausgehenden Strahlen, die im
Inneren des von den Strahlen £ und [ berandeten Bereichs verlaufen. Alle Briiche,
deren Nenner kleiner oder gleich a+wu sind, liegen links von der vertikalen Geraden g
durch M bzw. auf dieser Geraden. Zwischen k und [ und gleichzeitig links von bzw.
auf g kann aber aufter M kein Gitterpunkt liegen, was man sich folgendermaken
klar macht: Der Bereich lasst sich mit zu OPM(@ kongruenten Parallelogrammen
parkettieren. Jedes dieser hat wegen der Voraussetzung av — bu = 1 den Flachen-
inhalt 1. Nach dem Satz von Pick kann ein solches Parallelogramm aufser seinen
Eckpunkten also keine weiteren Gitterpunkte enthalten. Die Abbildung zeigt daher
alle Gitterpunkte im betreffenden Bereich. Diese liegen entweder auf k£ bzw. [ oder
wegen u > 0 rechts von g. O

Bemerkung 3.8. Man kann Lemma auch folgendermaflen formulieren: Sind

a,u € N, b,v € Ny und gilt av—bu = 1, so folgt: med (%, %) st unter allen vollstindig

gekirzten Briichen, die echt zwischen g und 2 liegen, derjenige (eindeutig bestimmite)
mit dem kleinsten Nenner.

Bemerkung 3.9. Direkt benachbarte Glieder einer Farey-Folge erfillen die Voraus-
setzungen von Lemma 3.5,

Die Umkehrung von Lemma [3.5] ist ebenfalls wahr. Wir formulieren dies in einem
weiteren Lemma und fiihren den Beweis, der erneut Abbildung verwendet,
anschliefsend durch.

Lemma 3.6. Seien a,u € N, b,v € Ny und es gelte s < £. Wenn med (L—l;, %) unter

allen vollstiandig gekiirzten Briichen, die strikt zwischen g und . liegen, den kleinsten
Nenner besitzt, dann gilt av — bu = 1.

Beweis. Wir setzen voraus, dass alle vollstéandig gekiirzten Briiche, die strikt zwi-
schen g und ¥ liegen, einen Nenner besitzen, der groker als a+ u ist. Wir betrachten
Abbildung [3.35] Aus der Voraussetzung folgt, dass im rot gefirbten Bereich zwi-
schen den Strahlen k£ und [ Gitterpunkte nur rechts von g zu finden sind. Damit
kann das Parallelogramm OPM (@ aufer seinen Eckpunkten keine weiteren Gitter-
punkte enthalten und sein Flacheninhalt av — bu ist damit nach dem Satz von Pick
gleich 0+ 3 —1=1. O

Der Beweis von Lemma [3.5] zeigt auch die Aussagen der Lemmata [3.3] und [3.4] Die
oben gefiihrten, separaten Beweise dieser Aussagen sind also aus fachlicher Sicht
redundant. Sie dienen vielmehr dazu, die einzelnen Schritte eines moglichen didak-
tischen Ganges durch das Thema aufzuzeigen. Der folgende Satz muss nicht mehr
bewiesen werden; er stellt lediglich eine Zusammenfassung der drei Lemmata |3.3]

3.4 und 3.5 dar.
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Satz 3.4. (Zusammenfassender Satz iber Medianten und Farey-Folgen)

Es seien a,u € N, b,v € Ny und es gelte g < 2. Dann folgt

(1) ¢ < o <3

(1) Sjrr—z ist vollstindig gekirzt <  av —bu=1.

(i11) Falls av — bu = 1 gilt, dann ist 212 unter allen vollstindig gekiirzten
Briichen zwischen Z und 7 derjenige, eindeutig bestimmte Bruch mit dem

kleinsten Nenner.

(iv) Falls av —bu = 1 und 2,2 < 1 gilt, so sind 2 und 2 direkt auf-
einanderfolgend in F, fir n := max{a,u} sowie in F,, fir alle m €
{n,n+1,...,a+u—1}. In F,,, liegt genau ein Bruch zwischen % und

v und zwar deren Mediant Y2 .
u a+u

Eine weitere Eigenschaft der Farey-Folgen, die in der Literatur hin und wieder zu
finden ist, unterscheidet sich leicht von den hier formulierten Resultaten und sollte
nicht damit verwechselt werden. Sie lautet: Fiir je drei direkt benachbarte Folgen-
glieder %, %, = in F, gilt stets

J _ b+w

e a+u

Diese Gleichung muss als eine Gleichung zwischen rationalen Zahlen verstanden

werden, d. h., der Bruch 211; ist eventuell noch nicht vollstdndig gekiirzt (wohl aber

é als Folgenglied einer Farey-Folge).

Dies widerspricht nicht dem, was wir bewiesen haben, denn es gibt Folgenglieder,
die in keiner Farey-Folge F}, je benachbart waren. Man betrachte z. B. den Ubergang
von

FQZ

[l =)
— | =

zu FgZ —g—g—.

N | —

Die hinzukommenden Folgenglieder % und % sind in F3 nicht benachbart und tauchen
in F} und F5 nicht auf. IThr Mediant % = % ist nicht vollstandig gekiirzt, stimmt
aber als rationale Zahl mit dem zwischen ihnen stehenden Folgenglied % iiberein.

Da es uns hier hauptséchlich um die konstruktive Gewinnung von Farey-Folgen geht,
verzichten wir auf den Beweis. Es sei aber darauf hingewiesen, dass auch dieser mit
den Mitteln der elementaren Geometrie erbracht werden kann, was in |Arcavi/Bruck-
heimer| (1995) sehr verstandlich und elegant durchgefiihrt wird.
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3.8.4 Farey-Folgen und Ford-Kreise

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt mit einer weit verbreiteten und nahelie-
genden Veranschaulichung von Briichen durch Gitterpunkte gearbeitet. Ford| (1938)
schlégt eine vollig andere Veranschaulichung der rationalen Zahlen vor, welche eine
verbliiffende Beziehung zu Farey-Folgen besitzt, die dort auch aufgezeigt wird. Wir
folgen hier weitestgehend den Ideen von Ford.

Fiir eine rationale Zahl ¢ > 0 in vollstédndig gekiirzter Darstellung ¢ = sel der Ford-
Kreis ¢(q) definiert als die offene Kreisscheibe K (X, r) um den Punkt X = (2, 55)
mit dem Radius r = 5. Man beachte, dass die y-Koordinate des Mittelpunktes und
der Radius uberemstlmmen Der Ford-Kreis von g = b beriihrt also die z-Achse im
Punkt (g, mund ist vollstdndig in der oberen Halbebene enthalten (vgl. Abbildung

- Den Ford-Kreis von 0 definieren wir als ¢(0) := K ((07 %) ; ;)

x, = (o, %) o(1) X, = <1%)

W 1

Abb. 3.36: Dargestellt sind die Ford-Kreise von 0, 4 3 571 und g Dlese Zahlen sind zu-
gleich die z-Koordinaten der Mittelpunkte. Die Radien sind 1 —8 % 5 und 1 . Dies sind
zugleich die y-Koordinaten der Mittelpunkte.

Die Ford-Kreise ganzer Zahlen haben den Radius % und bertihren sich. Die Ford-
Kreise aller anderen rationalen Zahlen liegen dazwischen und besitzen kleinere Ra-
dien. Aufgrund der Definition der Ford-Kreise werden wir auf allen Intervallen zwi-
schen zwei ganzen Zahlen stets dasselbe Bild erhalten. Wir beschrédnken uns in der
Folge also auf die Untersuchung des Intervalls [0, 1].

Beginnt man sich mit dieser eher uniiblichen Veranschaulichung der rationalen Zah-
len néher zu beschéftigen, wird man sicher zunéchst eine Reihe von Beispielen be-

31Das meint, dass (¢,0) Randpunkt der Kreisscheibe ist. Wir sagen, dass sich zwei Kreisscheiben
beriihren, wenn sie genau einen gemeinsamen Randpunkt besitzen.
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trachten, was z. B. mit GeoGebra ohne viel Aufwand moglich ist[”?] Man stellt be-
reits nach kurzer Zeit fest, dass es Ford-Kreise gibt, die einander beriihren, und
auch solche, die voneinander separiert sind. Ford-Kreise, die sich gegenseitig schnei-
den, scheint es hingegen nicht zu geben. Es ist eine anspruchsvolle Aufgabe auf dem
begrifflichen Niveau der neunten Klasse, dies zu beweisen. Eine mogliche Losung
konnte folgendermafen aussehen.

Wir betrachten zwei vollstdndig gekiirzte Briiche g,% mit Z < . Die Mittelpunkte
der zugehorigen Ford-Kreise sind

b 1 v 1
X = (2 - d X,= (Y —
! (a’2a2) . ? (u’2u2)

und ihre Radien sind r; = 555 und 75 = 7. Abbildung zeigt eine mogliche
gegenseitige Lage der Mittelpunkte. Die Ford-Kreise sind nicht dargestellt.

X9
| X1X0| 1 1
9,2 9.2
2u 2a 1
X 2u2
1 v_b
ﬁ U a
b v
a U

Abb. 3.37: Diese Situation liegt vor, falls u < a gilt. Fiir u > a verldauft der Beweis analog.
Der Fall u = a ist trivial.

Wir wollen zeigen, dass | X;X3| > 1 + 7o gilt. Nach dem Satz von Pythagoras gilt

b\ (1 1\’
X%P=(2-2 — - —] .
XX <u a) +(2u2 2a2>

1 1\ [1 L S|
202 2a2)  \2u?  2a? u?a?
32Methodischer Hinweis: Es ldsst sich leicht mit dem Befehl ,Werkzeug erstellen” ein eigenes
Werkzeug (z. B. Ford[Z&hler, Nenner]) definieren, das sowohl aus der Befehlszeile als auch iiber

einen Button verwendet werden kann. Auf diese Weise lassen sich mit wenig Zeitaufwand viele
Ford-Kreise zeichnen.

Wir beachten
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und erhalten

2 2
) v b 1 1 1
Xl = (a*a) +(z—uz+z—az) T e

= (rn+ 7“2)2 + (avu;al;u)2 - uzlaz
= (ri+r)’+ (av _ung — 1.
Koénnen wir nachweisen, dass
(av —bu)? — 1 -0

u?a?
ist, so ist der Beweis abgeschlossen. Dies ist in der Tat der Fall, denn es gilt

av—bu:0<:>é:g
a u
Aus der Voraussetzung 2 # 2 folgt (av—bu)? > 1, denn av—bu ist eine von Null ver-
schiedene ganze Zahl. Wie wir sehen, haben wir sogar mehr gezeigt, als urspriinglich
intendiert: Genau dann, wenn av — bu = 1 ist, beriihren sich die beiden Ford-Kreise.
Da wir die Bedeutung der Aussage av — bu = 1 in Bezug auf Farey-Folgen im vor-
angegangenen Abschnitt genau analysiert haben, erhalten wir ohne weitere Arbeit
einen verbliiffenden Zusammenhang, der im folgenden Satz festgehalten wird.

Satz 3.5. Es seien a,u € N, b,v € Ny, so dass 0 < %,% <1 gilt und die Briiche %
und 3 vollstindig gekiirzt sind. Dann gilt

(i) Die Ford-Kreise von % und 7 sind stets disjunkt. Sie beriihren sich genau dann
i emnem Punkt, wenn av —bu =1 gilt.

(ii) Genau dann, wenn sich die zugehdrigen Ford-Kreise in einem Punkt beriihren,
existiert ein n € N, so dass g und  in F, direkt benachbart sind.

Abbildung [3.38] zeigt die Glieder der Folge F3 veranschaulicht als sich beriithrende
Ford-Kreise. Die Ford-Kreise der in den Farey-Folgen der ndchst hoheren Ordnung
hinzukommenden Folgenglieder passen perfekt in die Liicken. Abbildung zeigt
die Ford-Kreise aller Glieder von Fy zwischen 0 und %

3.8.5 Farey-Folgen und Fibonacci-Zahlen

Zwischen zwei sich beriihrenden Ford-Kreisen findet man stets einen weiteren, klei-
neren Ford-Kreis, der die beiden gréfteren beriihrt.
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® ®
1 1 2 1
1 2 3 1
Abb. 3.38: die Ford-Kreise der Folgenglieder von F3
0 ii1 1 1 2 1 32 3 1
1 876 5 4 7T 3 85 7 2

Abb. 3.39: die Ford-Kreise der Folgenglieder von Fy zwischen 0 und %

Dies definiert eine Folge von Ford-Kreisen (bzw. Farey-Folgengliedern). Es sei 1 = %

und zo = % Die zugehorigen Ford-Kreise beriihren sich, und es gibt genau eine Zahl,
deren Ford-Kreis diese beiden beriihrt. Dies ist das in F3 auftretende, zu beiden

Vorgéngern benachbarte Farey-Folgenglied x3 = % (vgl. Abbildung . Ebenso
sei jedes weitere Folgenglied z,, dadurch festgelegt, dass sein Ford-Kreis die der
beiden Vorgénger z,_; und x,,_5 beriihrt.

Die resultierende Zahlenfolge lautet

8 13

1 2 3 5
1 375 8 137 21

y §a
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Abb. 3.40: Der Ford-Kreis eines jeden Folgengliedes ist durch die Eigenschaft, dass er die
Ford-Kreise seiner beiden direkten Vorgédnger beriihrt, eindeutig bestimmt.

Es scheint sich bei der Folge der Zahler um die Fibonacci-Folge zu handeln, und die
Nenner-Folge scheint bis auf das fehlende erste Folgenglied auch mit dieser iber-
einzustimmen. Wir kénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass dies kein Zufall ist,
denn wir wissen bereits nach welchem Bildungsgesetz die betrachtete Folge von
Briichen aufgebaut ist. Der Ford-Kreis eines Folgengliedes von F}, beriihrt genau die
Ford-Kreise der beiden in F,, direkt zu ihm benachbarten Folgenglieder. Zu zwei in
irgendeiner Farey-Folge benachbarten Gliedern g und ¢ erhélt man das néchste, in
einer spateren Farey-Folge zwischen diesen auftauchende Glied, durch Bildung des
Medianten Zi—z Die Folge (uy)nen der Zahler geniigt also in der Tat der bekannten
Definition

up =ups =1 und Uyyo = Uy +u, fliralleneN,

der Fibonacci-Folge. Die Folge (t,)nen der Nenner gentigt ebenfalls der Rekursions-
vorschrift
ﬂ/n+2 = an+1 + Uy,

Nur bei den Startzahlen % = 1 und 4y = 2 handelt es sich bereits um die zweite
bzw. dritte Fibonacci-Zahl. Insgesamt ist die betrachtete Folge damit definiert durch

U,

Tn = )
Up+1

wobei u,, die n-te Fibonacci-Zahl bezeichnet. Sie geniigt dem Bildungsgesetz

U Up—1 + Up—2 ..
Ty = —— = — - fiir alle n > 3.
Un+1 U, + Up—1
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Wir kénnten uns auf den Standpunkt stellen, aus den vorliegenden Resultaten der
Zahlentheorie einige Eigenschaften dieser Zahlenfolge zu kennenfs|und unsere Unter-
suchung an dieser Stelle beenden. Wir wollen jedoch der Philosophie des aktuellen
Abschnitts treu bleiben und anders herum fragen, welche aus der Zahlentheorie
bekannten Resultate iiber die Fibonacci-Folge sich eigenstindig aus unseren geo-
metrischen Erkenntnissen iiber Farey-Folgen herleiten lassen. |Arcavi/Bruckheimer
(2000)) stellen eine instruktive Argumentation vor, die wir hier im Detail ausfiihren
wollen.

Wir wissen bereits, dass der Mediant zweier direkt benachbarter Folgenglieder ei-
ner Farey-Folge stets vollstédndig gekiirzt ist. Da die Folge (2,)neny mit den direkten
Nachbarn % und % beginnt, sind alle weiteren Folgenglieder automatisch vollstén-
dig gekiirzt, und wir haben die erste wohlbekannte Eigenschaft der Fibonacci-Folge
bereits ohne weitere Arbeit gewonnen.

Lemma 3.7. Fiir allen € N gilt
ggT(un, un+1> =L

Betrachten wir die Folge der Zahlen y,, := ==~ also

n-+2 )

11 2 3 5
273 58 137 7

so konnen wir ebenso argumentieren: % und % sind direkt benachbart in Fj, also sind
alle folgenden Briiche als Medianten benachbarter Farey-Folgenglieder vollstéandig

gekiirzt. Es gilt damit auch das folgende Lemma.

Lemma 3.8. Fir allen € N qilt
99T (tn, Upy2) = 1.

Man ist geneigt, das Argument ein weiteres Mal zu wiederholen, um zu beweisen,
dass auch wu, und u, 3 stets teilerfremd sind. Betrachten wir aber die zu diesem
Zweck heranzuziehende Folge

2
37 5 Y 8 ) AR
so sehen wir auf der Stelle ein Gegenbeispiel in Gestalt des ungekiirzten Bruches %.
Wir haben aber zuvor nicht etwa einen Fehler gemacht, sondern miissen feststellen,
dass sich der Ausgangspunkt der Argumentation veréindert hat. Die ersten beiden

Briiche % und % sind in keiner Farey-Folge benachbart, denn in Fj steht bereits
411 zwischen % und % Damit muss auch der Mediant nicht gekiirzt sein (was er ja

tatsdchlich nicht ist).

3350 zum Beispiel, dass sie konvergent ist und gegen welchen Grenzwert sie strebt.
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Wir blicken noch einmal zuriick auf Abbildung[3.40] Es ist angedeutet, dass sich die
Folgenglieder x,, im ,Zickzack-Kurs* einem Grenzwert anndhern. Zunéchst stellen
wir fest, dass jedes Folgenglied abwechselnd grofser bzw. kleiner als sein direkter
Vorgénger ist, d. h.

Ty > T, X2<T3, T3>T4, ... Top—1 > T2n, Lon < Ton+l-

Der Beweis hierfiir folgt aus der Tatsache, dass der Mediant zweier Briiche stets
strikt zwischen diesen liegt. Es gilt 3 = med (z1, z3), also

xr1 > T3 > To.
Weiter ist 24 = med (29, z3), also
T3z > T4 > T2

und so weiter. Anschaulich verhélt sich die Folge wie in Abbildung [3.41] dargestellt.

7\
i ) -+

-+

_1 ~__ — _1

Abb. 3.41: Die Folgenglieder von (z,)nen sind abwechselnd grofer bzw. kleiner als ihr
direkter Vorganger.

Als aufeinanderfolgende Glieder von (z,)nen sind

U, Up+1

und
Un+1 Up+2

fiir beliebiges n € N direkt benachbarte Farey-Folgenglieder. Damit sind die ,jiiber
Kreuz* gebildeten Produkte der Zéhler und Nenner nach Satz [3.3] aufeinanderfol-
gende ganze Zahlen, also gilt

2
‘unﬂ — UpUpio| = 1.

Dabei ist der Ausdruck innerhalb der Betragsstriche, aufgrund der direkt vorange-
gangenen Uberlegung, abwechselnd positiv und negativ. Die Folge der Zahlen x,,
beginnt mit z; = 2 gefolgt von x5 = . Es gilt

ui —up-ug =12 —-1-2=—1.
Als nachste Differenz tritt
ug—ug-u4:22—1-3:—|—1

auf. Wir konnen eine weitere fundamentale FEigenschaft der Fibonacci-Folge festhal-
ten.
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Lemma 3.9. Fiir jedes n € N gilt

UZL — Unlpye = (—1)" (3.5)

Dividieren wir (3.5) durch w,, 1,12 so erhalten wir

Unt1  Un (=1)"

- )
Un+-2 Un+1 Up41Un+2
~—— =

=Tn+1 =In

und damit
1

Up4+1Un+2

|Tni1 — Tn| = (3.6)
Hiermit kénnen wir zeigen, dass (2, ),en eine Cauchy-Folge in R und damit konver-
gent ist. Wir halten dies als Lemma fest und fiihren den Beweis im Detail durch.

Lemma 3.10. Die durch z, = #11 definierte Folge (x,)nen ist konvergent mit

Grenzwert g € [%, 1}.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge eine Cauchy-Folge ist. Dazu sei ¢ > 0. Da die
Fibonacci-Folge (u,)en unbeschrankt ist, finden wir ein NV € N, so dass uNulNH <e
gilt. Nun seien n,m > N. Das Folgenglied zy; und alle spéteren Folgenglieder

liegen zwischen zy und zy_1. Also gilt

(X6) 1
|Ty, — Tm| < |y — N1 €3

< €.
UNUN+1

Damit ist gezeigt, dass (2, )n,eny konvergent ist. Der Grenzwert liegt zwischen % und
1, da alle Folgenglieder zwischen diesen Grenzen liegen. O]

Abschliefsend wollen wir den Grenzwert g bestimmen. Aufgrund der Definition der
Fibonacci-Folge gilt

Un+1 Unp, Up—1 Up—1
= — + =1 + ,
Un, U, U, Unp,
also
1
— =14z,
Tn

Wegen lim xl =1 ynd lim z,_; = ¢ erhalten wir durch Grenziibergang
n—oo Tn 9 n—o00

1
-=1+g.
g
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Diese Gleichung kénnen wir leicht l9sen:

1
;oo G rg=1

2 4
V5
2 2

V5
2 2

oder ¢g=—

N | —

& g=

Die negative Losung kommt wegen g € [%, 1] nicht in Betracht, also gilt

VBt
g= 5

Bezeichnet ¢ = @ den goldenen Schnitt, so gilt

1 2 2(v5-1) V6-1_

> 5+l 4 2

g.

Un

Wir haben also gezeigt, dass e gegen den Kehrwert des goldenen Schnitts kon-
vergiert. Dies impliziert eine weitere beriihmte Eigenschaft der Fibonacci-Folge: Der
Quotient aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen strebt gegen den goldenen Schnitt;
das meint

. Un+1
lim 4= = &.

n—o0 Uy,

Zuletzt sei noch erwéhnt, dass wir automatisch den Grenzwert einer weiteren Folge
mitbestimmt haben. Betrachten wir die durch

0

y1:I7

1
2= und Y1 = med(Yn, Yn_1)
definierte Folge, so gilt
fiir alle n € N. Also ist auch (y,)neny konvergent und der Grenzwert der Folge ist
1 — g. Beachten wir noch, dass

5—1
g:\fz — 01

ist, so erhalten wir

lim y, =2 — .

n—o0
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3.8.6 Eine geometrische Scherzaufgabe und ihre Beziige zur Fibonacci-
Folge und zum Satz von Pick

Burton/Dalkowski (2005)) stellen eine hin und wieder auch in der populdrwissen-
schaftlichen Literatur auftauchende Scherzaufgabe vor und erlautern den Bezug zur
Fibonacci-Folge. Uber den Bezug zur Fibonacci-Folge kénnen wir nun auch einen
Bezug zum Satz von Pick herstellen.

Wir betrachten Abbildung Das Quadrat mit der Seitenlédnge 8 in (a) wird
in zwei Dreiecke und zwei Trapeze zerlegt. Die Teilfiguren werden in (b) zu einem
Rechteck mit den Seitenldngen 5 und 13 zusammengesetzt. Erstaunlicherweise gilt
jedoch 82 = 64 wohingegen 5 - 13 = 65 ist. Wo liegt der Fehler?

8

Abb. 3.42: ein geometrischer Scherz

Der Fehler liegt wie so hdufig in der Anschauung bzw. in der ungenauen Darstellung.
Die Einzelteile aus (a) lassen sich tatsdchlich nicht nahtlos zu einem Rechteck zu-
sammensetzen, wie man sich leicht klarmacht. Die Diagonale des Rechtecks hat bis
zur mit X markierten Stelle die Steigung %. Von dort aus geht es noch 5 Einheiten
nach rechts und 2 Einheiten nach oben, d. h., es geht mit der Steigung % weiter. We-
gen % # % liegt der Punkt X gar nicht auf der Diagonalen des Rechtecks. Abbildung
B.43] stellt die aus den Einzelteilen zusammengesetzte Figur iiberspitzt dar.

Das Rechteck besitzt eine Liicke von der Gestalt eines Parallelogramms. Offenbar
ist dieses Parallelogramm fiir die hinzugekommene Flacheneinheit verantwortlich.

Man fragt sich, ob es auch andere Zahlen gibt, die sich fiir diesen Trick eignen. Im
betrachteten Beispiel wurden die Zahlen 3, 5 und 8 verwendet: drei aufeinander-
folgende Fibonacci-Zahlen. In der Tat funktioniert der Trick immer, wenn man fiir
die Seitenléinge des Ausgangs-Quadrats eine Fibonacci-Zahl wahlt, und dieses unter
Verwendung der beiden Vorgéngerzahlen analog zu Abbildung (a) zerlegt. Je
nachdem, ob die zuerst gewéhlte Fibonacci-Zahl einen geraden oder einen ungera-
den Index besitzt, enthélt das aus den Einzelteilen zusammengesetzte Rechteck eine
Liicke oder einen Bereich, in dem sich die Einzelteile iiberschneiden. Im Falle ug = 8
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Abb. 3.43: {ibertriebene Darstellung der aus den Einzelteilen zusammengesetzten Figur

entsteht wie gesehen eine Liicke. Wahlen wir etwa us = 5, so erhalten wir einen

Uberschneidungsbereich (vgl. Abbildung [3.44)).

\

DO

Do

\

Abb. 3.44: Trégt die fiir die Seitenldnge des Quadrats ausgewdhlte Fibonacci-Zahl einen
ungeraden Index, so iiberschneiden sich die Einzelteile, wenn man sie zu einem Rechteck
zusammensetzt.

Den Beweis fiir die von uns angestellten Beobachtungen liefert Lemma [3.9] denn
dieses besagt
ULy = Uplnto + (—1)" fiir alle n € N. (3.7)

Wir wéhlen u,,,; als Seitenldnge des Ausgangs-Quadrats. u, und u, o sind dann die
Seitenléngen des durch Umlegen erzeugten Rechtecks. Dabei setzt sich die ldngere
Rechteck-Seite aus Strecken mit den Léngen wu, 1 und w, zusammen; die Summe ist

Unso (vgl. Abbildung [3.45)).

Ist n + 1 gerade, so ist nach der Flacheninhalt des Quadrats um 1 kleiner als
der Flacheninhalt des vollstdndigen Rechtecks. Die aus den Einzelteilen zusammen-
gesetzte Figur enthélt also eine Liicke mit dem Flacheninhalt 1. Ist n 4+ 1 ungerade,
so ergibt sich gemédf u2,, = u,un41 + 1 ein Uberschneidungsbereich mit dem Fli-
cheninhalt 1.

Wir kénnen anstelle von Lemma [3.9) auch den Satz von Pick verwenden, um den
Flacheninhalt des besagten Parallelogramms zu bestimmen. Wir betrachten nun
die Figur mit Liicke, d. h., wir setzen voraus, dass n + 1 gerade ist und legen das
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Un Un+1

Up—1

Un Unp,

Up—1

Un+1 Up

Un+2

Abb. 3.45: Dargestellt ist ein Rechteck mit Liicke, d. h., n + 1 ist gerade.

Rechteck mit der linken unteren Ecke in den Ursprung eines Koordinatensystems

(vgl. Abbildung [3.46)).

Un Un+1

O Un41 Un

Abb. 3.46: Das Rechteck mit Liicke im kartesischen Koordinatensystem.

Offenbar gilt P = (uy41,uy—1). Zur Bestimmung der Koordinaten von ) beachten
wir, dass aufgrund des Bildungsgesetzes der Fibonacci-Folge

Up — Up—1 = Unp—2

gilt und erhalten @ = (u,, u,_2). Die Punkte P und @ représentieren also die Briiche

Up—1 bZW Up—2
Un+1 Un

Diese Briiche sind wegen der Monotonie der Fibonacci-Folge kleiner als 1, nach
Lemma [3.§] teilerfremd und fiir das ,iber Kreuz* gebildete Produkt der Zahler und
Nenner gilt

Up4+1Up—2 — Up—1Up = (un + un—l)un—Q - un—l(un—l + un—2)

2
UpUp—2 + Up—1Up—2 — Up—1Upn—2 — Uy_1

2
n—1

= UpUp—o — U
—(—=1)"?
1.
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Im letzten Schritt wurde verwendet, dass n — 2 ungerade ist. Nach Satz [3.4](iv)
folgt, dass Z”—i und “2=2 direkt benachbarte Folgenglieder einer Farey- Folge sind.
Daher besitzt das Dreleck OPQ keine inneren oder Randgitterpunkte und nach
dem Satz von Pick folglich den Fliacheninhalt ; Die Liicke von der Gestalt eines

Parallelogramms besitzt also den Flécheninhalt 1.

Abschliefsend wollen wir noch die Giite der optischen Téuschung beispielhaft analy-
sieren. Je schmaler die Liicke, d. h. je kleiner die Hohe des Parallelgramms ist, desto
iiberzeugender funktioniert die Tauschung etwa mit einem gebastelten Modell, an-
hand dessen das Umlegen zum Rechteck praktisch durchgefiihrt wird. Bezeichnet h
die Hohe des Parallelogramms, so gilt — unabhéingig von der Wahl der verwendeten
Fibonacci-Zahlen — die Gleichung 1 = ] - h. Nach dem Satz des Pythagoras gilt

|OP| = \/u?_, +u?_; (vgl. Abbildung [3.46)). Wir erhalten

1
h = > —.
V unJrl + Up—1
Betrachten wir als Beispiel u,, ;1 = ug = 21 cm als Seitenlénge des Ausgangs-
Quadrates, so erhalten wir
1 1
h = = ~ 0,04 [cm].

Vur Fuio, V212482

Der Schlitz im Rechteck ist also weniger als einen halben Millimeter breit, die Tau-
schung sicher iiberzeugend.

3.9 Probleme

Im Folgenden sollen exemplarisch einige wenige bereichernde Aufgaben, die sich
im Rahmen einer Behandlung des Satzes von Pick mit Schiilern oder Studenten
einsetzen liefen, vorgestellt werden.

Die Idee fiir das erste Problem stammt von Fraedrichl (1980).
Problem 3.1. Man betrachte verschiedene Gitterdreiecke mit genau drei Randgit-
terpunkten und genau einem inneren Gitterpunkt. Der innere Gitterpunkt besitzt

eine besondere geometrische Figenschaft. Man stelle eine Vermutung auf und bewei-
se diese.

Losungsvorschlag

Durch Betrachten von Beispielen lasst sich herausfinden, dass der einzige innere
Gitterpunkt stets der Schwerpunkt des Dreiecks ist. Wir wollen dies beweisen, wo-
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bei folgende Definition zugrunde gelegt sei: Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist der
Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden [*]

Wir betrachten ein Gitterdreieck mit genau drei Randgitterpunkten A, B, C — die
folglich die Eckpunkte des Dreiecks sind — und genau einem inneren Gitterpunkt X.
Man verfolge die Argumentation anhand von Abbildung

Abb. 3.47: AX halbiert die Seite BC.

AX schneidet BC in einem Punkt Y. Die Dreiecke ABX und AXC besitzen genau
drei Randgitterpunkte und keine inneren Gitterpunkte, sind nach dem Satz von
Pick also flachengleich. Sie besitzen {iber der gemeinsamen Grundseite AX also
Hohen derselben Lange. Da die Hohenlinien zueinander parallel sind, konnen wir den
Strahlensatz anwenden und erhalten |BY'| = |C'Y], also ist Y Mittelpunkt von BC.
Ebenso sieht man ein, dass BX Seitenhalbierende ist. Folglich ist X Schnittpunkt
der Seitenhalbierenden also Schwerpunkt von ABC.

Kommentar

Verschiedene andere Losungen sind denkbar. Je nachdem, welche Definition zugrun-
de liegt bzw. welche Eigenschaften des Schwerpunkts bekannt sind, gibt es auch sehr
kurze Losungen, wie etwa die folgende: Die Dreiecke ABX, BCX und AXC besitzen
keine inneren und genau drei Randgitterpunkte. Sie sind also nach dem Satz von
Pick flichengleich, und folglich ist X der Schwerpunkt von ABC.

Problem 3.2. Es seien % und ¥ zwei direkt benachbarte Folgenglieder einer Farey-
Folge F,,. Man zeige, dass a + u > n gilt.

Losungsvorschlag

Wenn wir den zusammenfassenden Satz anwenden, ist fast nichts zu zeigen.
Wir wollen hier eine unabhéngige Losung vorstellen, die bereits zu einem frithen

34 Die Definition setzt voraus, dass bereits bekannt ist, dass sich die drei Seitenhalbierenden in
einem Punkt schneiden.
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Zeitpunkt zugédnglich ist.

Es sei P = (a,b) und Q = (u,v). Weil 2 und % in F, benachbart sind, findet sich
zwischen den Geraden OP und OQ innerhalb des Dreiecks mit den Eckpunkten
O, (n,0), (n,n) kein Gitterpunkt (vgl. Abbildung (3.48|).

P=(a,b)

O (n,0)

Abb. 3.48: M liegt auberhalb des Dreiecks mit den Eckpunkten O, (n,0) und (n,n).

Der Gitterpunkt M = (a + u,b + v) liegt zwischen diesen Geraden, muss also au-
fserhalb des besagten Dreiecks liegen. Wegen % < o < 1, liegt M unterhalb der
Geraden durch den Ursprung und den Punkt (n,n). Daher muss M rechts von der
vertikalen Geraden durch die Punkte (n,0) und (n,n) liegen. Es folgt a + u > n.

Problem 3.3. Man zeige auf geometrische Weise: Fiirn > 2 sind die Nenner direkt
benachbarter Folgenglieder einer Farey-Folge F,, stets voneinander verschieden.

Losungsvorschlag
Sei n > 2. Wir nehmen an, es gidbe in F, direkt benachbarte Folgenglieder g und
¢ mit demselben Nenner a. Dann besitzen die zugehérigen Gitterpunkte P = (a, b)

und @ = (a, ¢) dieselbe z-Koordinate, liegen also auf einer vertikalen Geraden (vgl.
Abbildung [3.49)).

Q= (a’vc)

P = (a,b)

Abb. 3.49: Besitzen zwei aufeinanderfolgende Folgenglieder denselben Nenner, so liegen
die zugehorigen Gitterpunkte auf einer vertikalen Geraden.
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Da g und ¢ direkt benachbarte Farey-Folgenglieder sind, enthélt das Dreieck O PQ
aufer den drei Eckpunkten keine weiteren Gitterpunkte, besitzt also nach dem Satz
von Pick den Flacheninhalt % WEeil es sich bei P und ) um Gitterpunkte handelt,
und auf dem relativen Inneren von P keine weiteren Gitterpunkten liegen, hat
die Strecke P(Q) die Lange 1. Damit muss die Hohe iiber dieser Strecke ebenfalls die
Lange 1 besitzen. Es folgt a = 1, also kénnen g und £ nur Glieder der Folge Fy sein.
Dies ist ein Widerspruch zu n > 2.

Das néchste Problem ist anspruchsvoll und stammt aus |Ball (2003). Dieser schreibt,
Pierre de la Harpe héitte ihm die Aufgabe miindlich mitgeteilt und dazu gesagt, dass
jemand anderes sie ihm erzéhlt habe. Wo die Aufgabe urspriinglich herstammt, kann
also nicht genau gekléart werden.

Wir bezeichnen einen Punkt H € R? als Halbgitterpunkt, wenn es ganze Zahlen x,y
gibt, so dass H = (%, %) gilt, und wenigstens eine der Zahlen z,y ungerade ist.
Die letzte Forderung dient dazu, dass Gitterpunkte keine Halbgitterpunkte sind. Es
ist klar, dass man zu jedem Halbgitterpunkt H Gitterpunkte A, B findet, so dass
H = M,p gilt. Ebenfalls klar ist, dass es stets unendlich viele solcher Gitterpunkte
A, B gibt und die Darstellung von H als Mittelpunkt zweier Gitterpunkte auf un-
terschiedliche Weisen geschehen kann. Abbildung zeigt zwei Halbgitterpunkte

als Mittelpunkte verschiedener Gitterpunkte.

Abb. 3.50: Halbgitterpunkte lassen sich als Mittelpunkte von Gitterpunkten darstellen.

Problem 3.4. Man beweise, dass es fiir jedes einfache Gitterpolygon P und jeden
Halbgitterpunkt H € P zwei Gitterpunkte A, B € P gibt, so dass H = Mg gilt.

Kommentar

Entscheidend ist, dass die Gitterpunkte A, B in P gefunden werden miissen. Es
kann sein, dass A, B Randpunkte von P sind. Abbildung ldsst erahnen, dass es
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weder offensichtlich ist, wie man die Punkte A, B finden kann, noch dass man sie
iiberhaupt finden kann.

Abb. 3.51: drei Beispiele fiir die Darstellung von Halbgitterpunkten innerhalb eines Po-
lygons

Losungsvorschlag

Es sei P ein einfaches Gitterpolygon und H € P ein Halbgitterpunkt. Wir haben
in Abschnitt bewiesen, dass wir primitive Dreiecke Dy, ..., Dy mit paarweise
disjunktem Inneren finden, so dass P = Dy U ... U D, gilt.

Wegen H € P finden wir ein j < k mit H € D,. Es seien A, B, C die Eckpunkte
von D;. Wir werden nachweisen, dass H der Mittelpunkt einer der Seitenstrecken
AB, AC oder BC' ist. Das schliefst den Beweis ab, denn es gilt A, B,C' € P. Nach
dem Satz von Pick gilt u(D;) = % Es sei o die zentrische Streckung mit dem
Streckzentrum A und dem Streckfaktor 2. Wir betrachten das Dreieck D} mit den
Eckpunkten A4, B’ := ¢(B) und C’ := o(C) (vgl. Abbildung [3.52).

C

Abb. 3.52: Ein primitives Dreieck kann Halbgitterpunkte nur als Mittelpunkte von Sei-
tenstrecken enthalten. Durch eine Streckung mit dem Streckfaktor 2 werden diese auf
Randgitterpunkte des Bilddreiecks abgebildet.



120 KAPITEL 3. FACHDIDAKTISCHE BETRACHTUNGEN

Es gilt o(H) € D}, und o(H) ist wegen des Streckfaktors 2 ein Gitterpunkt. Ferner
gilt
u(D}) = 4- u(Dy) = 2.

Das Dreieck D’ besitzt neben seinen Eckpunkten noch drei weitere Randgitterpunk-
te, ndmlich die Mittelpunkte der drei Seitenstrecken (vgl. Abbildung [3.52). Insge-
samt sind das 6 Randgitterpunkte. Wegen g — 1 = 2 kann D} nach dem Satz von
Pick keine weiteren Gitterpunkte enthalten. Daher muss o(H) einer der Seitenmit-
telpunkte von D’ sein. Es folgt, dass H Mittelpunkt einer der Seitenstrecken von
D; ist, was den Beweis abschliefit.



Teil 11

Gleichungen vom Grad grofier als
zZwel






Einleitung

Im Mathematikunterricht werden {iblicherweise in der 7. Klasse lineare Gleichungen
und in der 9. Klasse quadratische Gleichungen behandelt. In beiden Féllen stellt
sich heraus, dass man eine beliebige Gleichung des jeweiligen Typs mit einer allge-
meinen Methode bzw. Formel exakt 16sen kann oder anhand der in der Gleichung
vorkommenden Koeffizienten erkennt, dass die Gleichung keine Losungen besitzt.
Die bei Gleichungen zweiten Grades verwendete Methode nennt man FErgdnzen zu
einem vollstindigen Quadrat oder kurz Quadratische Ergdnzung. Fiihrt man diese
fiir die Gleichung

2 +pr+q=0

mit beliebigen reellen Koeffizienten p,q durch, so erhélt man die unter dem Na-
men p, g-Formel bekannte und von Generationen von Schiilern auswendig gelernte

Losung®™|

Erfreulicherweise gibt der Radikand (5)2 — ¢, den man Diskriminante nennt, Aus-
kunft iber die Anzahl der Losungen. Fiir eine strikt positive Diskriminante existieren
zwei verschiedene reelle Losungen. Ist die Diskriminante Null, so gibt es genau eine
Losung (z = —%), und bei negativer Diskriminante besitzt die Gleichung keine reelle
Losung. Die Losungsformel funktioniert also perfekt.

Es ist eine natiirliche Frage, ob es eine ebenso einwandfreie Methode (bzw. Formel)
auch fiir Gleichungen dritten Grades, d. h. fiir Gleichungen der Gestalt
3 +az? +bx+c=0,

gibt. In der Regel wird diese Frage in der Schule weder gestellt noch beantwor-
tet, und eine umfassende Behandlung des Problems wiirde auch sicher den Rahmen
des reguldren Unterrichts sprengen. Dennoch sei darauf hingewiesen, dass es ein

35Die hier verwendete Schreibweise (Angabe zweier Losungen unter Verschweigen des logischen
oder; Verwendung des Wurzel-Symbols {iber einem moglicherweise negativen Ausdruck) ist aus
fachlicher und didaktischer Sicht zweifelhaft; sie wurde an dieser Stelle aus Griinden der Wieder-
erkennung dennoch gewé&hlt.
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Ziel des Mathematikunterrichts sein sollte, den Schiilern zu vermitteln, ein erfolg-
reich behandeltes Problem stets dahingehend zu reflektieren, welche weiterfithrenden
Fragen sich aus der Losung ergeben. Der Lehrer muss seine Schiiler fiir solche Fra-
gen sensibilisieren und sie ermutigen, diese zu stellen. [Mason/Burton/Stacey| (2006)
aufsern sich in diesem Zusammenhang voll Inbrunst mit folgender Stellungnahme:
,Verallgemeinerungen sind das Lebenselizier der Mathematik.“ [’

Den didaktischen Bedeutungsgehalt des Themas werden wir in Kapitel [6] diskutie-
ren. Um die mathematikhistorische Bedeutung der unter dem Namen Formel von
Cardano beriihmt gewordenen allgemeinen Losung einer Gleichung dritten Grades
aufzuzeigen, werden im folgenden Abschnitt zunéchst die geschichtlichen Zusam-
menhénge dargestellt.

36siche ebd., S. 9



Kapitel 4

Exkurs: Geschichte einer berihmten
Formel

Das Jahr 1545, in welchem Gerolamo Cardandl] sein Werk ARS MAGNA verdffent-

lichte, wird von vielen als Geburtsstunde der modernen Mathematik gefeiert. So
schreibt z. B. Felix Klein iiber dieses Buch:

»This most valuable work contains the germ of modern Algebra, surpassing the
bounds of ancient mathematics.“[]

Die folgende Darstellung bezieht sich hauptséchlich auf Boyer/Merzbach| (1989),
Bourbaki| (1994)), Gindikin| (2007) und Katz| (2009) sowie die von T.R. Witmer
{ibersetzte Version des Originaltextes’] ARS MacGNafl]

Vor ARS MAGNA — Die Ausgangssituation

Das Losen von Gleichungen ist von jeher ein zentrales Anliegen der Mathematik.
Bereits vor iiber 4000 Jahren waren die Babylonier in der Lage, quadratische Glei-
chungen zu losen. Sie konnten dazu eine beliebige quadratische Gleichung in eine
Form bringen, welche sie zu behandeln vermochten und hatten in diesem Sinne ein
allgemeines Losungsverfahren entwickelt. Sie waren sogar in der Lage, einige spezielle
kubische Gleichungen zu l6sen, von einer allgemeinen Methode waren sie aber weit
entfernt. Die Babylonier verfiigten dabei {iber keinen algebraischen Symbolismus,
sondern beschrieben sowohl die Probleme als auch deren Losungen in Textform.

I Je nach Quelle auch Girolamo oder Geronimo Cardano. Bei der Schreibweise dieses und
anderer Namen folgen wir |Gindikin| (2007)).

2Gindikin| (2007), S. 1

3Cardano (2007)

4Der vollstandige Titel lautet ARTIS MAGNAE SIVE DE REGULIS ALGEBRAICIS, was iibersetzt
Grofe Kunst oder Uber die Regeln der Algebra bedeutet. Der Kurztitel ARS MAGNA ( Grofie Kunst)
hat sich im Laufe der Jahre durchgesetzt.
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Auch in Griechenland wurden bereits in der Antike quadratische Gleichungen gelost.
Im zweiten Buch von EUKLIDS ELEMENTEN wird ein geometrisches Losungsverfah-
ren fiir Gleichungen vom Grad zwei beschrieben[’| Die Methode ist allerdings nicht
als algebraisches Verfahren im heutigen Sinne zu bezeichnenﬂ

Es ist erstaunlich, wie viel Zeit verging, bis ein Losungsverfahren fiir kubische Glei-
chungen gefunden werden konnte und wenigstens ebenso erstaunlich ist, dass dieser
Erfolg schlussendlich in Europa errungen wurde.

Zu Beginn des 16. Jahrhunderts, als sich die Wissenschaften in Europa von
den Riickschligen des Mittelalters zu erholen begannen, waren die europiischen
Mathematiker eigentlich nichts weiter als ,Lehrlinge* der arabischen Mathematik[]
Das Werk SUMMA DE ARITHMETICA von Fra Luca Pacioli aus dem Jahr 1494
— eines der ersten gedruckten Mathematikbiicher — fasste den Wissensstand der
Mathematik zusammen und besaf grofe Autoritdt. Vermutlich trug dieses Buch
mit dazu bei, dass die Entdeckung einer Losungsformel fiir kubische Gleichungen
nicht frither stattfand, denn an dessen Ende findet sich das folgende Zitat:

,The means [for solving cubic equations| by the art of algebra are not yet given,
just as the means for squaring the circle are not given.“[]

Der hier gebrachte Vergleich mit der Quadratur des Kreises fiihrte bei einigen Mit-
gliedern der damaligen Fachwelt vielleicht zu der Uberzeugung, dass es unmoglich
sei, ein Losungsverfahren fiir kubische Gleichungen zu finden.

ARS MAGNA

Scipione dal Ferro (1465 — 1526), Mathematikprofessor an der Universitdt von Bo-
logna, liefs sich von Paciolis Worten offenbar nicht beeindrucken. Er fand ein Lo-
sungsverfahren] fiir Gleichungen der Form x* 4 ax = b. Dal Ferro hatte damit
allerdings kein Losungsverfahren fiir eine beliebige kubische Gleichung ohne qua-
dratisches Glied gefunden. Aufgrund der Tatsache, dass in der damaligen Zeit noch
nicht mit negativen Koeffizienten operiert wurde, stellte z. B. eine Gleichung der
Form 3 = ax + b bereits ein neues Problem dar. Dal Ferro gab seine Losung an
mindestens zwei Personen weiter: Annibale della Nave war sein zukiinftiger Schwie-
gersohn und designierter Nachfolger an der Fakultit; Antonio Maria Fior war ein
Student dal Ferros und wird von Boyer/Merzbach| (1989)) als ,mittelméfiger Mathe-
matiker” bezeichnet.

Ssiche etwa [Heath| (1956)), S. 383

5Die erste algebraische Methode zum Losen quadratischer Gleichungen wurde viel spéter ent-
wickelt. Sie findet sich in Raffael Bombellis Werk ALGEBRA aus dem Jahr 1572.

"vgl. |Gindikin! (2007), S. 1

8Gindikin| (2007), S. 3

9Der Losungsweg und der genaue Zeitpunkt der Entdeckung sind nicht iibermittelt. [Katz| (2009)
gibt den Zeitraum 1500 bis 1515 an. Siehe ebd., S. 399.
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Nach dem Tod dal Ferros wollte Fior sein Wissen nutzen, um in den zu dieser Zeit
im akademischen Milieu weit verbreiteten Problemldse-Disputen Erfolge zu feiern.
Die wissenschaftlichen Kontrahenten fertigten im Vorfeld jeweils eine Liste mit (in
diesem Fall) mathematischen Problemen an und liefen sie sich gegenseitig zukom-
men. Zu einem ausgemachten Termin préasentierten die Kandidaten ihre Losungen
vor einem oOffentlichen Publikum. Anschliefend wurde ein Gewinner deklariert, wel-
cher haufig ein Preisgeld erhielt und aufserdem seine wissenschaftliche Reputation
steigerte. Im Jahr 1535 kam es zu einem ebensolchen Disput zwischen Antonio
Maria Fior und Niccolo Tartaglz’aET], einem aufstrebenden Wissenschaftler und Ma-
thematiker, welcher wie sein Kontrahent Ansehen und Einfluss erlangen wollte.

Tartaglia stammte aus einer armen Familie und hatte daher keine vollstandige
Schullaufbahn absolviert. Er bildete sich spéter im Selbststudium zum Abakus-
Meister (Rechenlehrer) aus und schrieb zwei Biicher tiber Ingenieurskunst, deren
Stil — die Dialogform — spéter von Galileo iibernommen wurde['] Aufgrund der nie-
deren Herkunft Tartaglias war dieser in Bezug auf Ansehen und Einfluss seinem
spateren Kontrahenten Cardano weit unterlegen; ein Aspekt, der im weiteren Ver-
lauf der Geschichte noch entscheidend sein wird.

Kommen wir zuriick zum anstehenden Disput zwischen Antonio Maria Fior und
Niccolo Tartaglia im Jahr 1535. Wahrend in der Fachwelt Geriichte kursierten, dass
Fior Gleichungen der Form 23 + ax = b 16sen kénne, briistete sich Tartaglia damit,
dass er eine Losungsmethode fiir Gleichungen der Form 22 4 ax? = b gefunden habe.
Die Aufgaben auf Fiors Liste waren ausschliefslich kubische Gleichungen der Form
23 +ax = b, da er davon ausging, dass Tartaglia nicht imstande war, sie zu 16sen. In
der Tat hatte dieser zunéchst kein Verfahren fiir diesen Gleichungstyp an der Hand,
er begann jedoch fieberhaft nach einer Methode zu forschen und hatte laut Katz
(2009) am 12. Februar 1535 Erfolg, worauthin er alle ihm gestellten Probleme er-
folgreich 16ste. Fior hingegen konnte viele der ihm gestellten Aufgaben, welche z. T.
auch andere Bereiche der Mathematik abdeckten, nicht bewéltigen und Tartaglia
wurde zum Gewinner erklart.

Im Jahr 1539 trat Gerolamo Cardano, der von den Erfolgen Tartaglias beim Lo-
sen bestimmter kubischer Gleichungen gehort hatte, mit der Bitte um Aushéndigung
seiner Methoden an diesen heran. Cardano war im Gegensatz zu Tartaglia wissen-
schaftlich und gesellschaftlich einflussreich. Aus gutem Hause stammend (sein Vater
war Jurist) hatte er einen Abschluss an der Universitdt von Padua gemacht. Cardano
wollte daraufthin in Mailand Medizin studieren und wurde nach einmaliger Ableh-
nun im zweiten Anlauf angenommen. Er wurde zu einem der beriihmtesten Arzte

10Tn Wirklichkeit hieR dieser Niccold Fontana; er trug den Spitznamen Tartaglia, was Stotterer
bedeutet, wegen eines Sprachfehlers, den er aufgrund einer Kehlkopfverletzung seit dem Kindesalter
hatte (vgl. |Gindikin| (2007), S. 3).

1 Gindikin| (2007) bezeichnet Tartaglia in diesem Zusammenhang sogar als ,Vorginger® von
Galileo (siehe ebd., S. 4).

12Gindikin| (2007) begriindet dies in der Tatsache, dass Cardano ein uneheliches Kind war.
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seiner Zeit, behandelte viele hochrangige Personlichkeiten und war ein guter Freund
von Andreas Vesalius. Wie viele Wissenschaftler in der damaligen Zeit beschréinkte
Cardano sich nicht auf ein Fachgebiet und war auch in der mathematischen For-
schung aktiv und erfolgreich. So stammt z. B. THE BOOK ON GAMES OF CHANCE
— eines der ersten Biicher, das in Ansétzen stochastische Theorien[r_gl entwickelte, von
ihm.

Zu Beginn des Jahres 1539 fragte Cardano zweimal bei Tartaglia nach den
Losungsmethoden fiir kubische Gleichungen an. Dieser schlug beide Bitten aus und
begriindete seine Ablehnung damit, dass er die Methoden selbst zu einem spéteren
Zeitpunkt in einem Buch veroffentlichen wolle.

Im Marz 1539 erfolgte eine Einladung von Cardano an Tartaglia zu einem Besuch
auf seinem Anwesen in Mailand. Tartaglia willigte ein; mutmaflich in der Hoffnung
auf eine Anstellung als Berater des spanischen Vizekonigs und obersten Befehls-
habers von Mailand Alfonso d’Avalos. Natiirlich bedréngte Cardano ihn bei dieser
Gelegenheit, die Formeln auszuhéndigen. Rekonstruiert aus den personlichen Auf-
zeichnungen Tartaglias gab er schlussendlich sein Geheimnis preis, nachdem Cardano
zuvor bei seiner Ehre als Christ geschworen hétte, dieses Wissen nie zu veroffent-
lichen und nur in verschliisselter Form niederzuschreiben. Oystein Ore weist im
Vorwort zu |Cardano (2007) darauf hin, dass dem entgegen eine spétere Aussage von
Ludovico Ferrari"|stehe, welcher zu dieser Zeit bereits als Bediensteter in Cardanos
Haus beschaftigt war: Er sei bei dem Treffen zugegen gewesen, und es sei mit keinem
Wort von Geheimhaltung gesprochen worden.

Nach [Katz (2009) gab Tartaglia im Mérz 1539 die Losungsmethoden fiir drei Formen
kubischer Gleichungen an Cardano weiter[”| Dieser erhielt jedoch keinen Hinweis
zu deren Herleitung. Gemeinsam mit seinem Schiiler Ferrari arbeitete Cardano in
den néchsten Jahren fieberhaft an den Herleitungen und der Weiterentwicklung der
Losungsverfahren aller moglichen verschiedenen Arten['| von kubischen Gleichungen
und Gleichungen vierten Grades.

Im Jahr 1543 kamen Cardano Geriichte zu Ohren, dass bereits Scipione dal Ferro
in der Lage war, kubische Gleichungen zu 16sen. Er reiste gemeinsam mit Ferrari
nach Bologna, und Annibale della Nave gewédhrte ihnen Einsicht in die personli-
chen Aufzeichnungen dal Ferros. Von diesem Zeitpunkt an wusste Cardano, dass
bereits 20 Jahre vor Tartaglias Entdeckungen, kubische Gleichungen geldst werden
konnten. Katz (2009) interpretiert dies als den Punkt, von dem an Cardano keine

13Es wird z. B. eine erste Version des Gesetzes der grofen Zahlen formuliert.

14 Ferrari wurde spiter Cardanos Schiiler und spielt im weiteren Verlauf eine entscheidende Rolle.
Er soll ein ausgezeichneter Mathematiker und spéter mehr als ein Gehilfe fir Cardano gewesen
sein.

15Die Methoden wurden Cardano in Form von Gedichten mitgeteilt. Der Vers zur Gleichung
23 + ax = b ist in Katz (2009) auf S. 400 wiedergegeben.

16In ArRs MAGNA werden 13 verschiedene Typen kubischer Gleichungen behandelt.
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Verpflichtung mehr gegeniiber Tartaglia empfunden habe[!]

Zwei Jahre spéter, also im Jahr 1545 erschien das Buch ARS MAGNA, in welchem
Cardano sein gesamtes Wissen iiber kubische Gleichungen preisgab und somit insbe-
sondere sein Versprechen gegeniiber Tartaglia brach, so es dieses Versprechen gege-
ben hat. Im darauffolgenden Jahr verdffentlichte Tartaglia in seinem Werk QUESITI
ET INVENTIONI DIVERSE seine personlichen Aufzeichnungen iiber seinen Austausch
mit Cardano und {iberhdufte diesen darin mit Anschuldigungen. Es folgte eine jahre-
lange erbitterte Auseinandersetzung zwischen Tartaglia auf der einen und Cardano
nebst Ferrari auf der anderen Seite, welche in weiten Teilen eher von Ferrari als
von Cardano selbst bestritten wurde.

Viele Quellen betrachten es als erwiesen, dass Cardano Tartaglia gegeniiber ein
Versprechen gab, welches er spéter brach. Dem entgegen steht die oben genannte
Aussage von Ferrari. Fest steht, dass Cardano die Entdeckung der Lésungsmethode
von Gleichungen der Form z® + ax = b nicht als seine eigene darstellt, ohne auf
Tartaglia zu verweisen. Cardano leitet das Kapitel zu der entsprechenden Gleichung
mit den folgenden Worten ein:

ocipio Ferro of Bologna well-nigh thirty years ago discovered this rule and handed
it on to Antonio Maria Fior of Venice, whose contest with Niccolo Tartaglia of
Brescia gave Niccolo occasion to discover it. He [Tartaglial gave it to me in
response to my entreaties, though withholding the demonstration. Armed with this
assistance, I thought out its demonstration in [various| forms. This was very
difficult. My version of it follows.“[™]

Tartaglia scheint hingegen in seinen Biichern an verschiedenen Stellen Resultate
anderer als seine eigenen auszugeben. Dies wirft ihm Ferrari in einer Antwort auf
die gegen Cardano erhobenen Beschuldigungen im Verlauf der Auseinandersetzung
auch vor[Y]

Der Anteil, den Tartaglia tatséchlich am Gesamtverstandnis kubischer Gleichungen
hat, ist schwer einzuschétzen. Die Ausfithrungen von Cardano gehen weit iiber das
hinaus, was Tartaglia ihm {ibermittelte; allerdings scheint Cardano im Gegensatz zu
Tartaglia nicht in der Lage gewesen zu sein, den ersten Schritt zur Losung kubischer
Gleichungen eigenstéandig zu gehen.

Eine weitere Frage, deren Beantwortung zwar hochinteressant aber kaum moglich
erscheint, ist die folgende: Aus welchem Grund verdffentlichte Tartaglia seine Er-
gebnisse iiber kubische Gleichungen in den zehn Jahren zwischen der Entdeckung
(1535) und dem Erscheinen von ARS MAGNA (1545) nicht selbst? Er hatte dieses
Vorhaben gegeniiber Cardano im Jahr 1539 gedufsert. Es sind verschiedene Mutma-
flungen moglich. Mit grofter Sicherheit war das Verstédndnis, welches Tartaglia iiber

7siehe ebd., S. 400
8Cardanol (2007), S. 96
Ysiehe |Gindikin| (2007), S. 17
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kubische Gleichungen erlangt hatte, weniger tief als das von Cardano. Es konnte al-
so sein, dass er nicht veroffentlichte, weil er nichts hatte, was einer Verdffentlichung
wiirdig gewesen wére. Zu Bedenken ist hierbei jedoch, dass Tartaglia eigenen An-
gaben zufolge bis zur Veroffentlichung der Ergebnisse durch Cardano hauptséchlich
anderweitig gearbeitet hat. Er tiibersetzte in dieser Zeit EUKLIDS ELEMENTE aus
dem Lateinischen. Sollte er fest davon ausgegangen sein, dass Cardano sein Verspre-
chen halten wiirde, so hétte er keinen besonderen zeitlichen Druck empfunden, die
Losungsmethoden fiir kubische Gleichungen auszuarbeiten und zu verdffentlichen.

Es darf zudem nicht vergessen werden, dass sich die Beweggriinde fiir oder gegen
eine wissenschaftliche Verdffentlichung im Laufe der Zeit gewandelt haben. Es ist
nicht ausgeschlossen, dass Tuartaglia seine Kenntnisse tiber kubische Gleichungen lie-
ber unveroffentlicht liefs, um den gewinnbringenden Einsatz in Problemlése-Disputen
zu gewihrleisten ] Cardano schien die Bedeutung der Losungsformeln fiir kubische
Gleichungen zwar hoch einzuordnen, er konnte jedoch nicht vorhersehen, dass sein
Name durch die Veroffentlichung in der Bezeichnung Formel von Cardano unsterb-
lich werden wiirde. Die folgende Notiz aus einem personlichen Gesprich zwischen
Cardano und Tartaglia im Jahr 1547 kénnte man dahingehend auslegen, dass Car-
dano Wortbruch zum Wohle der Wissenschaft beging:

“Really, since we are born not for ourselves only [...], and when you possess within
yourself something good, why don’t you want to let others share it?“ [

Einen Hinweis auf ein unreines Gewissen von Cardano sieht Gindikin| (2007)) auf den
letzten Seiten von dessen Autobiographie THE BOOK OF MY LIFE:

I confess that in mathematics I received a few suggestions, but ever few, from
brother Niccolo.“

Nach ArRs MAGNA — Die Folgen

Wie eingangs erldutert, gilt die Veroffentlichung der allgemeinen Lésungsmethoden
fiir Gleichungen dritten und vierten Grades durch Cardano und seinen Schiiler Fer-
rari als Meilenstein der Geschichte der Mathematik. Man konnte hieraus schliefsen,
dass heutzutage jeder, der etwas auf seine mathematische Bildung hélt, diese Me-
thoden routineméfig beherrschen muss. Dass dies keineswegs der Fall ist, erfordert
eine Erklarung.

20Katz| (2009) betont diesen Gegensatz zur heutigen akademischen Welt. Der Erfolg in
Problemlése-Disputen sei damals forderlicher fiir die wissenschaftliche Karriere gewesen als Pu-
blikationen (s. ebd., S. 399).

21Gindikin| (2007), S. 18

2Zsiehe ebd., S. 19
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Die Bedeutung der Methoden von Cardano und Ferrari liegt nicht in ihrer Anwen-
dung sondern in der Tatsache, dass mit ihrer Entdeckung allgemeine Losungsver-
fahren fiir alle Gleichungen bis zum Grad vier existieren und in der daraus resultie-
renden Frage: Existieren allgemeine Losungsverfahren auch fiir Gleichungen héheren
Grades? Die Suche nach der Antwort auf diese Frage wurde zu einer Haupttriebfeder
der Mathematik vom 16. bis ins 19. Jahrhundert.

In diesem Zeitraum und unter diesem Antrieb entstand die moderne Algebra. Die
Entwicklung der , frihneuzeitlichen Algebra® wurde vor allem durch Frangois Viéte
(1540 — 1603) und René Descartes (1596 — 1650) gepréagt. ,Sowohl Viéte als auch
Descartes fiihrten eine angepasste Notation und eine Symbolik zum Studium allge-
meiner Gleichungen und zur Darstellung der Beziehungen zwischen Koeffizienten
und Wurzeln ein.“ (Scholz (1990), S. 184) Doch es dauerte bis zum Ende des 18.
Jahrhunderts, bis Mathematiker die Unmdglichkeit allgemeiner Losungsmethoden
fiir Gleichungen héheren Grades in Betracht zogen. ,Paolo Ruffini (1765 — 1822)
sprach in seinem Buch » Teoria generale delle equazioni ...« (1799) zum erstenmal
die Ansicht aus (und begrindete sie teilweise), dass die allgemeine Gleichung n-
ten Grades fir n > 5 nicht durch Radikale (geschachtelte Wurzelausdriicke) lGsbar
ist.“ (Scholz (1990), S. 372) Niels Henrik Abel (1802 — 1829) lieferte im Jahr 1826
schlieflich den ersten Beweis fiir den Fall n = 5. Eine vollstdndige und bahnbrechen-
de Theorie entwickelte der Franzose Evariste Galois (1811 — 1832) im Jahr 1831,
bevor er 1832 im Alter von 20 Jahren bei einem Duell starb| Er begriindete in
seiner Arbeit, die erst Jahre nach seinem Tod verstanden wurde, die Grundbegriffe
der modernen Algebra:

»The proofs of this fact by Abel (1826) and Galois (1831) were a quantum leap in
the development of algebra, a leap above the details of computation to a realm of
powerful abstract concepts [groups, fields and dimension)/. “E]

Es ist exemplarisch fiir mathematisch forschende Aktivitaten, dass die erfolgreiche
Losung eines speziellen Problems (hier die Losung von Gleichungen dritten und vier-
ten Grades) nicht das Ende sondern vielmehr den Anfang der eigentlichen Forschung
markiert. Die Riickschau auf den Losungsweg wirft neue Fragen auf, welche umso
fruchtbarer sein konnen, je schwieriger sie zu beantworten sind. Dieser Aspekt ist
auch und vor allem aus didaktischer Sicht bedeutend, da er eine wesentliche Facette
des Wesens der Mathematik darstellt. Diese an wenigstens einem konkreten Beispiel
kennenzulernen, ist fiir Mathematik-Lernende unbedingt wertvoll.

BFiir eine Kurzbiographie und weitere Verweise siehe etwa Katz (2009), S. 727.
2Stillwell| (1994), S. 14






Kapitel 5

Fachwissenschaftliche Darstellung

5.1 Generelle Voraussetzungen

Es geht im folgenden Kapitel um das Losen von Polynom-Gleichungen mit reellen
Koeflizienten. Wir betrachten dazu Polynom-Funktionen der Form

fR—=R, o+ ag+az’ +ar® + ...+ apa” (n €N, a; € R).

Es ist in allgemeineren Zusammenhangen notwendig, Polynom-Funktionen von Po-
lynomen, d. h. von formalen Rechenausdriicken der Form ag + a1z' + . .. + a,x", zu
unterscheiden[] Im Falle reeller Polynome bzw. Polynom-Funktionen ist eine Iden-
tifizierung der Begriffe jedoch unproblematisch, weshalb wir im Folgenden davon
Gebrauch machen. Wir definieren Funktionen also in der Regel als Polynome, d. h.
unter Verzicht auf die Angabe von Definitions- und Zielbereich. Das Auffassen reeller
Funktionen als Polynome in der Unbekannten z fithrt auch dazu, dass Gleichungen
mit x nicht quantorisiert werden miissen.

Ist f ein Polynom, ¢ € R und es gilt f(¢) = 0, so nennen wir ¢ eine Nullstelle von
f. Der Exponent der héchsten Potenz von x in f heift der Grad von f. Besitzt f
den Grad n, so bezeichnen wir eine Gleichung der Form f(x) = 0 als eine Gleichung
vom Grad n.

Folgende Aspekte sind wohlbekannt und im Folgenden hin und wieder von Bedeu-
tung:

e Reelle Polynom-Funktionen sind durch ihre Koeffizienten eindeutig festgelegt |

e Die Addition und Multiplikation von Polynom-Funktionen wird punktweise
definiert. Mit den analog definierten Verkniipfungen fiir Polynome mit reellen

! Fiir eine exakte Definition des Begriffs Polynom siehe etwa [Stillwell (1994), S. 57. Fiir eine
Erlduterung der notwendigen Begriffstrennung siehe etwa [Lang| (1987), S. 73/74.

2Fiir einen Beweis siehe etwa [von Grudzinski/Schnabel (2002), S. 141. Fiir Polynome gilt dies
per Definition.
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Koeffizienten in der Unbekannten x bilden diese einen Ring, welcher mit R|x]
notiert wird Pl

e In R[z| lasst sich wie iiblich eine Teilbarkeitsrelation definieren:

flg=3heRz]: fh=yg

e In R[] gilt der Satz von der Division mit Rest: Sind f,g € R[z] und g # 0,
so existieren ¢,r € R[z| mit f = gg + r und der Grad von r ist kleiner als der
Grad von g.

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets Gleichungen mit reellen Koeffizienten und
suchen Losungen in den reellen Zahlen. Wenn wir also eine Gleichung wie

2* +az® +br+c=0
betrachten, so sei stets vorausgesetzt, dass a,b,c € R sind. Wenn wir sagen, dass

diese Gleichung genau zwei Losungen besitzt, so meinen wir, dass sie genau zwei
reelle Losungen besitzt. Wir wissen, dass ein Polynom vom Grad drei héchstens drei

Nullstellen besitzen kann (siehe Korollar |1.1/in Anhang [A.1]).

5.2 Ein Losungsverfahren fiir kubische Gleichungen

Wir wollen hier eine Gleichung der Form

P +ar +br+c=0 (5.1)
16sen. Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, dass wir diese auf eine Gleichung ohne
quadratisches Glied reduzieren kénnen, d. h., dass wir sie durch geeignete Substitu-
tion in eine Gleichung der Form

P +pz+qg=0. (5.2)

uberfithren konnen.

5.2.1 Erste Reduktion

Das folgende Lemma fasst die angestrebte Beseitigung des quadratischen Gliedes in
(5.1)) zusammen.

3Fiir Niheres zu diesem und den folgenden Punkten siehe etwa Stillwell (1994), S. 57 ff.
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Lemma 5.1. Es seien a,b,c,x € R. Setzen wir

2 3 b
z::x—l—% sowie p::b—% und q:zZ(%) —%—f—c,
so gilt
P tar +br+ce=2+prtq.
Beweis. Mit den obigen Setzungen gilt
3 2
P rart +br+c = (z—%) +a<z—§> +b(z—§>+c
2 39 2 b
= z3+3<%> z—(%) —§a2z+a<g) +bz—%+c
3y b+a2 2, a3+a3 ab+
= z ——-a")z——=+——-——+c¢
3 3 271 9 3
2 3 b
3 a a a
- . 2<_) _
z —|—( 3)z+( 3 3—|—c>
= 2 4+pr+tgq

]

Bemerkung 5.1. Suchen wir die Lésungen von x + ax® + bx +c = 0, so erhalten
wir diese also, indem wir zu jeder Lisung z der Gleichung 2* + pz + q = 0 (mit
obigen Setzungen) x = z — § bestimmen.

Wir betrachten von nun an nur noch kubische Gleichungen ohne quadratisches
Glied.

5.2.2 Ermittlung eines Losungskandidaten

Wir betrachten die Gleichung

2® 4+ pr+q=0. (5.3)

Unser Ansatz zur Findung eines Losungskandidaten ist erneut eine Substitution der
Form
Yy=x+u.

Wir bestimmen zunéchst, welche Bedingungen u und y erfiillen miissen, damit x =
y — u iberhaupt als Losung in Frage kommt. Aus y = = + u folgt

y® = 2® 4+ 3uz® + 3ur + u® = 2* + 3uz(z + u) + v = 2 + Jury + v’

Wir erhalten
2® + (Buy) z + (u® — ) = 0.
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Koefﬁzientenvergleichlﬂ mit (5.3)) liefert
M 3uy=p und (I)u®—y*=q

Wir schreiben diese Bedingungen in etwas anderer Form

D) u’(—y?®) = — <§>3 und (1) w® + (—y*) = ¢.

Der Satz von Vietarﬂ besagt nun, dass v® und —y? die Losungen der quadratischen
Gleichung
2 o 1_9>3 — 0
oo

sind. Es folgt

(@) () w3+ (5)
U 5 + 5 + 5 und Y > 5 + 3
oder anders herum (was keinen Unterschied macht). Wir setzen dabei voraus, dass

(%)2 + ‘gg)g > ( gilt. Wir beseitigen das Minuszeichen vor 2, ziehen jeweils die dritte
WurzelPl und erhalten

R (G IEIEs CRC RN

Schlussendlich folgt

wobei aus asthetischen Griinden das Minuszeichen unter das zweite Wurzelzeichen
gezogen wurde. Dies ist die beriihmte Formel von Cardano.

4Die Methode des Koeffizientenvergleichs beruht auf der oben erwihnten Tatsache, dass reelle
Polynom-Funktionen durch ihre Koeffizienten eindeutig bestimmt sind.

®Man vergleiche Satz in Anhang m Der Satz geht auf den bereits in Kapitel [4] genannten
Frangois Viete zuriick.

5Die Verwendung des Symbols /" ist problematisch, wenn unter dem Wurzelzeichen ein Aus-
druck steht, der negativ sein kénnte. Aus Griinden der leichteren Lesbarkeit soll hier trotzdem von
dieser Schreibweise Gebrauch gemacht werden. Wir definieren fiir den Moment die dritte Wurzel
einer beliebigen reellen Zahl a als diejenige (eindeutig bestimmte) reelle Zahl, deren dritte Potenz
gleich a ist. Wir definieren ausdriicklich keine hoheren Wurzeln aus negativen Zahlen und vermeiden
in diesem Abschnitt strikt die Verwendung von Potenzen mit nicht ganzzahligen Exponenten.
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5.2.3 Beweis der Formel von Cardano

Da wir nun einen Losungskandidaten kennen, ldsst sich der folgende Satz leicht
formulieren und beweisen/[]

Satz 5.1. (Formel von Cardano)
Es seien p,q € R. Falls (g)2 + (%D)3 > 0 gilt, so ist

R R RO RS S IR CTRCE

eine Losung der Gleichung

23 +pr+q=0.

Beweis. Es seien

i () (G v 5B vin D

Dann folgt y — u = ¢ und

y?’—u3:—g+\/§—<g+\/§>:—q

R CCEIEED R GO O

Wir erhalten

sowie

2= (y—u)’ =y = 3y*u+3yu® — v’ = =3yu(y —u) +y° — v’ = —pzo — ¢,
N =
-p o —q
also z3 + pzo +q = 0. O

Bemerkung 5.2. Wir haben derzeit nur eine Losung der Gleichung gefunden. Da es
sich um eine Gleichung dritten Grades handelt, kénnte sie bis zu drei reelle Losungen
besitzen. Wie wir im ndchsten Abschnitt sehen werden, bestimmt das Vorzeichen des

Ausdrucks ) 5
b= (2 + (2

die Anzahl der Losungen. Man nennt diesen die Diskriminante der Gleichung.

"Es ist fiir die mathematische Vollstindigkeit nicht notwendig, die vorherige Herleitung des
Losungskandidaten mit aufzunehmen. Der Beweis des folgenden Satzes ist auch ohne sie vollstéandig.
In mathematischen Fachtexten findet sich hdufig nur der Beweis, nicht aber die Herleitung einer
Losung. Wir wollen hier beide Aspekte abbilden.
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5.3 Die Anzahl der Losungen einer kubischen Gleichung

Wir wollen im Folgenden untersuchen, wie viele Losungen die Gleichung
2 +pr+q=0 (5.5)

in Abhéngigkeit von p, ¢ besitzt. Es sei noch einmal daran erinnert, dass wir immer
reelle Losungen bzw. deren Anzahl meinen, wenn wir von Losungen einer Gleichung
oder von deren Anzahl sprechen. Das folgende Lemma ist entscheidend.

Lemma 5.2. Es seien p,q € R\ {0}. Dann gilt

2% + pr + ¢ = 0 besitzt genau 2 Losungen <= D(p, q) = 0.

Voriiberlegung zum Beweis: Nach der reellen Version des Fundamentalsatzes der
Algebraﬁ lisst sich das Polynom f(z) = 23 + px + ¢ unter ausschlieflicher Verwen-
dung von Linearfaktoren und von quadratischen Faktoren mit reellen Koeffizienten
ausdriicken. Es folgt

f besitzt genau zwei Nullstellen < Ja,b € R: a # b A f(z) = (z — a)(z — b)*.

Gilt f(z) = (x—a)(x—b)?, so folgt mit dem Satz von Vieta a+2b = 0, also a = —2b.
Insgesamt erhalten wir:

Gleichung (5.5)) hat genau zwei Losungen < f(x) = (z + 2b)(z — b)?,

wobei b eine doppelte Nullstelld”| von f ist. Es gilt b # 0, weil p, ¢ # 0 vorausgesetzt
wurde. Nun beweisen wir das Lemma.

Beweis. Zunéchst besitze (5.5)) genau zwei Losungen. Laut Voriiberlegung gilt dann

P rpr+qg=0 < (2+20)(z—b?>*=0
& 28— 202 + bPx + 2ba? — 4b%x + 26> = 0
s 22 =3+ 20 =0.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir
p=-3b> und ¢=20".
Es folgt £ = —b* und £ = 0%, also
() o
() + () =0

8siehe Korollar in Anhang
9Die Definition der Vielfachheit einer Nullstelle ist in Anhang angegeben.
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Zum Beweis der umgekehrten Implikation sei nun diese Bedingung als wahr voraus-

3

7 2
_ 3[4
D= 3< 2).
Es folgt

2 2 3
o) ) a0« o) -

Die Gleichung #® + px + ¢ = 0 besitzt also die beiden voneinander verschiedenen
Losungen z; = f/g und zo = —2 {“/g. Da wir 22 + px + ¢ in Linearfaktoren zerlegt
haben, gibt es keine weiteren Losungen. Gleichung besitzt folglich genau zwei
Losungen. O

also

Es lohnt sich, den Beweis auf niitzliche ,,Abfallprodukte zu untersuchen. Wir haben
nicht nur bewiesen, dass genau zwei Losungen existieren, falls D(p,q) = 0 gilt; es
wurden sogar beide Losungen explizit angegeben. Wir erhalten ohne weitere Arbeit
das folgende Korollar.

Korollar 5.1. Es gelte (%)2 + (5)3 = 0. Dann sind

xp =y g und  x9 = /—4q

samtliche Losungen der Gleichung

2 +pr+q=0.

Bemerkung 5.3. Man kann die Lésungen auch mithilfe von p ausdriicken, muss
dann allerdings zwer Fille unterscheiden. Falls ¢ > 0 ist, sind die beiden Ldésungen

xl:“‘ﬁ/_g und 9 = —2 —g.

Ist ¢ < 0, so sind die beiden Losungen

xl:_ﬂ/_g und 19 = +2 —g.

Bewets. Der Bewelis ist relativ einfach und wird im fachdidaktischen Teil der Arbeit

im Abschnitt [6.2] durchgefiihrt. O
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Man kann den Beweis zu Lemma alternativ iiber die Betrachtung der Graphen
von Funktionen dritten Grades fiihren. Diese Beweisvariante verdient Beachtung, da
sie sehr anschaulich ist und aus diesem Grund in der fachdidaktischen Aufbereitung
bevorzugt wird (siehe Abschnitt . Hinzu kommt, dass noch ein weiterer Beweis
am Ende dieses Abschnitts auf der nun folgenden Beweisvariante von Lemma [5.2
aufbauen wird.

Voriiberlegungen zum Alternativbeweis von Lemma [5.2}
Die Lésungen von Gleichung (5.5 sind die Nullstellen von f(z) = 23 + pz + q. Wir
betrachten zunéachst das einfachere Polynom

g(x) = 2° + pr.
Es gilt
g2) =052 +pr =0« 2(2+p) =0 2 =0 oder 2° = —p.
Also hat g eine Nullstelle falls p > 0 ist und drei Nullstellen, falls p < 0 ist (siehe

Abbildung [5.1)).

(a) (b)

Abb. 5.1: (a) Fiir p > 0 besitzt g eine Nullstelle. (b) Fiir p < 0 besitzt g drei Nullstellen.

Offenbar entsteht f aus g durch Verschiebung nach oben bzw. unten. Folglich be-
sitzt f eine Nullstelle, falls p > 0 ist. Wenn p < 0 ist, kann f je nach Richtung
und Ausmaf der Verschiebung, d. h. abhéngig von der Grofse von ¢, unterschiedlich
viele Nullstellen besitzen. Abbildung[5.2] zeigt eine mogliche Situation mit drei Null-
stellen (a) und eine mogliche Situation mit einer Nullstelle (b). In Abbildung
sind zwei mogliche Situationen mit jeweils zwei Nullstellen dargestellt. Eine dieser
Konstellationen liegt vor, falls f genau zwei Nullstellen besitzt.

Beweis. (Alternativbeweis zu Lemma
Wir haben zu zeigen:

f besitzt genau 2 Nullstellen <= D(p, q) = 0.
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[=}

N |

(a) (b)

Abb. 5.2: (a) Fiir p < 0 besitzt f drei Nullstellen, falls die beiden Extrema auf unter-
schiedlichen Seiten der x-Achse liegen. (b) Liegen beide Extrema oberhalb (bzw. beide
unterhalb) der z-Achse, so besitzt f nur eine Nullstelle.

/\

(=)
(=)

./

(a) (b)

Abb. 5.3: f besitzt genau dann genau zwei Nullstellen, wenn einer der Extremalpunkte
auf der z-Achse liegt.

Aufgrund unserer Voriiberlegung konnen wir p < 0 voraussetzen. f besitzt folglich
ein lokales Maximum, etwa an der Stelle x,,.,, und ein lokales Minimum, etwa an
der Stelle x,;,. Mithilfe der Ableitung von f bestimmen wir z,., und ;. Es gilt

f/(x):0<:>3372+]?:0<:>9€=—\/—§ oder x:jﬂ/—g.
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Wegen lim f(x) = —oo und lim f(x) = +o0 gilt Tpax < Tmin, und es folgt

T—>—00 T—r—+00

p p
Tmax = —A/ — 3 und Tmin = +4/ — 3.
V 3 3

1. Fall: ¢ > 0.
In diesem Fall ist f aus g durch Verschiebung nach oben hervorgegangen (vgl. Ab-

bildung (a)). Daher gilt
f hat genau 2 Nullstellen < f(zym) = 0.

Es gilt

An der mit (*) markierten Stelle handelt es sich in der Tat um eine Aquivalenzum-
formung, da beide Seiten der Gleichung in der Zeile dariiber nicht negativ sind.

2. Fall: ¢ < 0.
In diesem Fall ist f aus g durch Verschiebung nach unten hervorgegangen (vgl.

Abbildung (b)). Daher gilt

f hat genau 2 Nullstellen < f(zyay) = 0.
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Es gilt

f(Zmax) =0 & (—vig)é+p<_ —§)+q:0
p
3

P D
o —= —py/—= =0
5 P\ T3T1
2 P
o —p/-Pig=0
2P\ 5
2 P
<f,> et -
1= 3P\ 73

An der mit (¥) markierten Stelle handelt es sich in der Tat um eine Aquivalenzum-
formung, da beide Seiten der Gleichung in der Zeile dariiber negativ sind. Insgesamt
ist der Beweis abgeschlossen. O]

Das néchste Lemma klért, unter welcher Bedingung Gleichung ((5.5)) genau drei Lo-
sungen besitzt.

Lemma 5.3. Es seien p,q € R\ {0}. Dann gilt

2% + pr + ¢ = 0 besitzt genau 3 Losungen <= D(p, q) < 0.

Beweis. Erneut kénnen wir p < 0 voraussetzen. Aus dem vorangegangenen Beweis
wissen wir, dass f ein lokales Maximum an der Stelle z,,c = —+/ —% und ein lokales
Minimum an der Stelle 2y, = +/—% besitzt. Es gilt

f hat genau drei Nullstellen < [f(2max) > 0 und f(zmm) < 0].

Wir zeigen also

D(p,q) <0< [f(Zmax) > 0und f(xmm) < 0].

1. Fall: ¢ > 0.

Dann gilt
f(Tmax) > 0= 2 Pig>o0e 2 L
Lmax . . . . - Y.
3P\ 731 3P\ T3~ 71
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Die letzte Ungleichung ist in diesem Fall erfiillt, da die linke Seite positiv und die
rechte Seite kleiner oder gleich Null ist. Aufserdem gilt

2

S g<—Ipy/—3

! (P
2 2

<_ R
1 9‘”( 3)
< D(p,q) <0

An der mit (%) markierten Stelle handelt es sich in der Tat um eine Aquivalen-
zumformung, da beide Seiten der Ungleichung in der Zeile dariiber nicht negativ
sind.

2. Fall: ¢ < 0.
Dann gilt

2 P 2 D
min) < 0& = —= <0< - —= < —q.
f (Zmin) P\ —3 e 3\ 73 q

Die letzte Ungleichung ist in diesem Fall erfiillt, da die linke Seite negativ und die
rechte Seite positiv ist. Aufserdem gilt

2
f(&lmax)>0 = —gp —§+q>0

2 P
& —Ipy /5> -
3P\ 73~ 71
g 4 , p) 2
—p*(=2) >
9p< 3) 71

< D(p,q) <0

An der mit (*) markierten Stelle handelt es sich in der Tat um eine Aquivalenzum-
formung, da beide Seiten der Ungleichung in der Zeile dariiber nicht negativ sind.
Insgesamt ist der Beweis abgeschlossen. O

Da die Funktion f stets mindestens eine Nullstelle besitzt, folgt, dass die Gleichung
23 + pr + ¢ = 0 genau dann genau eine Losung hat, wenn D(p,q) > 0 gilt. Der
folgende Satz fasst die bisherigen Ergebnisse zusammen.

Satz 5.2. Es seien p,q € R\ {0} und D(p,q) := (%)2 + (g)s. Dann besitzt die
Gleichung 2 + px +q =0

genau eine Losung < D(p,q) >0
genau zwei Losungen < D(p,q) =0
genau drei Losungen < D(p,q) < 0.
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Aufgrund unserer bisherigen Uberlegungen kénnen wir in den ersten beiden Féllen
samtliche Losungen bestimmen, wohingegen wir im dritten Fall (3 Losungen) mit
unserer Losungsformel keinen Erfolg haben werden, da wir die Wurzel aus
der negativen Diskriminante nicht ziehen kénnen. Die mathematische Welt ist hier
offenbar weniger freundlich als bei den quadratischen Gleichungen. Die Formel von
Cardano funktioniert leider nicht so einwandfrei wie die p, g-Formel.
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5.4 Zwischenfazit

Abbildung [5.4] fasst noch einmal schematisch zusammen, welches Vorgehen wir zum
Losen einer allgemeinen Gleichung dritten Grades bisher entwickelt haben und in
welchen Féllen diese Methode zum Erfolg fiihrt.

Die Gleichung 23 + ax? + bz + ¢ = 0 soll geldst werden.

Reduktion auf eine Gleichung der
Form 23 + pz + ¢ = 0. (Lemma

Bestimmep:b_ag_2 und ¢ = _%b+2(§)3+c.

Betrachte die Diskriminante D(p, q) = (%)2 + (§)3.
D(p,q) <0
Die Gleichung besitzt drei Losun-
gen. Wir konnen keine davon be- D(p,q) =0
stimmen.
D(p,q) >0

Die Gleichung besitzt zwei Losungen. Diese lauten

Die Gleichung besitzt eine Losung und zwar

q q a
T = i’/——+ Dp,q) + /=5 = VDp.a) — 3

2

Abb. 5.4: Ubersicht zum Losen einer Gleichung dritten Grades
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5.5 Anwendung der Formel von Cardano

Es ist sicher nicht befriedigend, dass das Losungsverfahren versagt, wenn eine Glei-
chung dritten Grades drei Losungen besitzt. In Abschnitt [5.6] wird dieser Fall aus-
fiithrlich behandelt.

Wir wollen hier zunichst einige Beispield' fiir kubische Gleichungen mit einer bzw.
zwei reellen Losungen betrachten.

Beispiel 5.1. Gesucht sind alle Lisungen der Gleichung
234+ 62—2=0.

Die Gleichung liegt bereits in reduzierter Form vor. Wir lesen p = 6 und ¢ = —2 ab

und erhalten (%)2 + (§)3 =1+8 =9 > 0. Folglich besitzt die Gleichung genau eine

Losung und zwar nach der Formel von Cardano ((5.4):
r=VI+3+V1-3=V4-72

Das Beispiel zeigt, wie effektiv die Formel von Cardano funktionieren kann. Es ist
nicht ohne Weiteres moglich, die exakte Losung auf andere Weise einfach zu ermit-
teln. Methoden wie z. B. Newton- oder Fixpunktverfahren liefern nur Néherungs-
werte. Das néchste Beispiel sieht zundchst dhnlich simpel aus.

Beispiel 5.2. Gesucht sind alle Losungen der Gleichung
23 4+3r—-4=0.
Erneut liegt die Gleichung bereits in reduzierter Form vor, und wir lesen p = 3 und

q = —4 ab. Wir erhalten (g)Q—i- (g)g =441 =5 > 0. Demnach besitzt die Gleichung
eine Losung und zwar

v = \3/2+\/3+ :\‘/2—\/5.
Betrachten wir die Gleichung erneut, so stellen wir fest, dass eine Losung leicht
erraten werden kann: 134+3-1—4-1 = 0. Also gibt es eine weitere Losung. Das kann
aber nicht sein, da die Diskriminante besagt, dass die Gleichung nur eine einzige
reelle Losung besitzt. Der scheinbare Widerspruch wird durch die Erkenntnis

€/2+\/5+€/2—¢5:1

aufgelost. Wir haben diese Gleichheit mit unserer Argumentation ndmlich soeben
bewiesen[l"] Hitten wir die Lésung x = 1 nicht erraten, wire uns wohl nicht aufge-
fallen, dass der mit der Formel ermittelte Ausdruck in Wirklichkeit so einfach ist.
Anhand der Ergebnisse der Formel von Cardano erkennt man rationale oder sogar
ganzzahlige Losungen héufig nicht. Andere Verfahren erlauben diese Erkenntnis aber
ebenso wenig.

0Dje Beispiele und stammen von [Fuchs/Tabachnikov] (2011)).
UEine einfache Umformung, die die Gleichung zeigt, liegt nicht auf der Hand.
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Kommentar

Interessanterweise handelt es sich auch bei dem von Cardano in ARS MAGNA zur
Herleitung seiner Methode gewéhlten Beispiel um eines, bei dem eine ganzzahli-
ge Losung in komplizierter Darstellung erhalten wird. Die von Cardano gewéhlte
Gleichung lautet

2® + 6z — 20 = 0.

Man erhélt mit der Formel von Cardano

2 = /10 + V108 + /10 — /108

als eindeutig bestimmte Losung. Wegen 23 +6 -2 — 20 = 8 + 12 — 20 = 0 handelt
es sich um eine Darstellung der Zahl 2. Cardano war dies bewusst, und es wird dem
Leser auch einige Seiten nach der Herleitung mitgeteilt[?]

Beispiel 5.3. Gesucht sind alle Losungen der Gleichung
2® — 48z + 128 = 0.

Wir lesen p = —48 und ¢ = 128 ab und erhalten
D(p,q) = —16% + 64> = —2'2 4212 = 0.

Die Gleichung besitzt also genau zwei Losungen und zwar nach Korollar

mlzi/g:m:z;

To= ¢/—4g=—/4-128 = —V/29 = —23 = 8.

Beispiel 5.4. Gesucht sind alle Losungen der Gleichung

und

22— 922 —8r —20=0.

Die Gleichung liegt nicht in reduzierter Form vor. Es gilt
(x —3)% = 2® — 92° + 272 — 27,
also
2® — 9z — 8z — 20 =0
& 2° — 92?4+ 270 — 27 —272 4 27 -8z — 20 = 0
:(;:3)3 Kor;erktur
& (2-3)%-352+7=0
& (r—3P°-35(x—-3)—105+7=0
& P —35y—98=0,
2giehe |Cardano| (2007), S. 100
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wobei y := x — 3 sei. Nun lesen wir p = —35 und ¢ = —98 ab und erhalten

35\ °
D(p,q) = <—§> +49% > 0.

Die reduzierte Gleichung besitzt also genau eine Losung und zwar

3 3
Y= 49+\/<—%> £ 492 + 49—\/(—§) + 492,

Tatsédchlich handelt es sich hierbei um eine ganzzahlige Losung, und zwar y = 7.
Man beweist dies am einfachsten wie oben, indem man y = 7 in die Gleichung
einsetzt. Wir erhalten als Losung der Ausgangsgleichung x =y + 3 = 10.

5.6 Kubische Gleichungen mit negativer Diskriminante

Nach unseren bisherigen Erkenntnissen kénnen wir zu kubischen Gleichungen mit
nicht-negativer Diskriminante stets alle Losungen bestimmen. Ist die Diskriminante
negativ, so existieren drei reelle Losungen, aber wir konnen keine davon bestimmen.
Man nennt diesen Fall auch den Casus irreduzibilis. Fuchs/Tabachnikov (2011)) zei-
gen eine elementare trigonometrische Methode zur Bestimmung aller drei Losungen
auf, welche wir hier genauer ausfithren wollen.

Vorher soll noch einen weiterer interessanter Aspekt des Casus irreduzibilis beleuch-
tet werden. Man konnte meinen, dass die Lage unproblematisch ist, wenn man mit
komplexen Zahlen umgehen kann. In der Tat gelingt die Losung im Komplexen;
jedoch nicht mit dem naivsten Ansatz.

5.6.1 Negative Diskriminante und komplexe Zahlen

Falls D(p, q) < 0 ist, taucht unter beiden Kubikwurzeln in der Formel von Cardano

o= {[-L+ VDG + {-E - VDG

je eine Quadratwurzel aus einer negativen Zah[™|auf. Im Komplexen kénnen wir die
Quadratwurzeln bestimmen. Dann miissen wir also, um zu einer Losung zu gelangen,

13 Ahnlich wie bei Kubikwurzeln aus negativen Zahlen ist die Notation einer Quadratwurzel aus
einer negativen Zahl — auch im Komplexen — problematisch. Genau genommen ist die Situation
hier noch viel schlechter als bei den Kubikwurzeln, denn eine saubere Definition der Quadratwurzel
aus einer negativen Zahl a gelingt nicht, da stets zwei komplexe Zahlen existieren, deren Quadrat
a ergibt. Weil es nicht moglich ist, den Korper C anzuordnen, kann man zur Definition der Qua-
dratwurzel nicht auf das Vorzeichen der beiden Kandidaten zuriickgreifen. Am besten vermeidet
man die Wurzel-Schreibweise also, wenn man langer damit arbeiten mochte. Wir verwenden hier
fiir den Moment zur Vereinfachung der Lesbarkeit trotzdem diese Notation.
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Kubikwurzeln komplexer Zahlen bestimmen. Zu gegebenen a,b € R haben wir also
2,y € R zu finden, so dass
(z +iy)® = a+ib (5.6)

gilt. Es ist
(z +iy)® = 2° + 3(iy)2® + 3(iy)°z + (iy)® = (2° — 3y°z) +i (yz® — ¢*).
Gleichung ist also dquivalent zu dem Gleichungssystem
M) 2 - 3y*’r=a und (II) 3yz® —y* =b (5.7)

Da a,b # 0 gilt, ist auch = # 0. Wir diirfen also durch x dividieren, um einen
Losungskandidaten = + iy zu ermitteln. Aus (I) erhalten wir

, ¥—a
Yy = )
3x

und aus (IT) folgt y(32? — y?) = b und hieraus wiederum y?(3z* — y*)? = b*. Es folgt
3 3

2
> —a , 0 —a 5
— = b°. d.
3T <3$ 3x > (5:8)

Eine weitere Umformung ergibt

3 _ Q3 — 2
3 < T a(x a) _ 2

3 3x
& (2° —a)(82® — a)? = 27b%2°.

Die letzte Gleichung ist kubisch in der Unbekannten 3. Sie muss drei Losungen
besitzen, da die Ausgangsgleichung drei Losungen besitzt (wegen D(p,q) < 0). Es
handelt sich also erneut um eine kubische Gleichung mit negativer Diskriminante.
Wir haben uns im Kreis gedreht.

Dieser Ansatz fiihrt also nicht zum Erfolg. Man kann dennoch mithilfe der komple-
xen Zahlen und der Formel von Cardano sémtliche Losungen im Casus irreduzibilis
ermitteln. Dazu kann man die Formel von Abraham de Moivre

Vn e N: Vo e R: (cos(p) + isin(p))" = cos(np) + isin(ny) (5.9)

verwenden, welche es einem erlaubt, n-te Wurzeln aus einer in Polarkoordinatendar-
stellung angegebenen komplexen Zahl

z = |z| (cos(p) + isin(y))

zu bestimmen [

14Fiir einen Beweis der Formel von de Moivre und Anwendungen derselben, siche etwa [Engel
(2011)), S. 26ft.
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Wir fithren dies hier durch. Es gelte D(p,q) < 0, insbesondere also p < 0. Es seien
s,t € C die Losungen der quadratischen Gleichung

2 _ ]3)3:0
b (3 -0

S:_g+i —D(p,q) und t:—g—i\/—D(p,Q)~

Um mithilfe der Formel von Cardano die Losungen von 234 pz+4¢ = 0 zu bestimmen,
ermitteln wir mithilfe der Formel von de Moivre die dritten Wurzeln aus s, t. Diese
beiden Zahlen sind konjugiert komplex, so dass

== (7 0)) - )

gilt. In den Polarkoordinatendarstellungen

also

s = |s| (cos(a) +isin(a)) und ¢ =|t|(cos(a) — isin())

gilt

=T T e 2

Hierbei steht R(s) fir den Realteil von s (vgl. Abbildung [5.5)).

RGs) __—a/2__ aq | (3)

R(s)

Abb. 5.5: Beziehung zwischen Betrag, Realteil und Polarkoordinatendarstellung einer
komplexen Zahl

Wir erhalten

AN p\?
s=1/- (5) (cos(a) +isin(a)) und t=14/— <§> (cos(a) — isin(a)),
3
wobei a = arccos [ —24/— (%) ) sei. Hierbei bezeichne arccos : [—1,1] — [0, 7] die

Umkehrfunktion von cos|j .. Wegen

_g _ (%)3 <le (g)Q- (—%)3 <le @2 < - <§>3 & D(p,q) <0
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diirfen wir das Argument in den arccos einsetzen. Nun wenden wir die Formel ([5.9))
von de Moivre an und erhalten, dass

o5 (o (5) +n (5)) ot o= (s (§) =13 (5)

jeweils eine dritte Wurzel von s bzw. ¢ sind. Offenbar sind auch

p cos o+ 2nk L isin o+ 2k
PR B
¥ 3 3 3
_ | o+ 27k _isin o+ 27k
T = 3 cos 3 1S 3

fiir £ = 1, 2 dritte Wurzeln von s bzw. t. Dies liefert uns drei Losungen x;, = o + 7%
der Gleichung 2% + px + ¢ = 0, die im folgenden Satz explizit festgehalten sind.

und

Satz 5.3. Es seien p,q € R\ {0} und es gelte D(p, q) = (%)2 + (§)3 < 0. Dann
besitzt die Gleichung
?+pr+qg=0

die Léosungen

(a) o+ 27 o+ 4w
1 =c-cos|— Ty = C - COS T3 = C - COS
1 3 ) 2 3 ) 3 3 )

3
— <§> > und c := 2+/—2 sei.
P 3

Wir befassen uns im néchsten Abschnitt mit einer Technik, die ohne Kenntnisse
iiber komplexe Zahlen auskommt.

N

wobei o ;= arccos (—

5.6.2 Negative Diskriminante ohne komplexe Zahlen

Das folgende Lemma iiber den Sinus eines Dreifachwinkels ist entscheidend.
Lemma 5.4. Fir alle « € R gilt
sin(3a) = 3sin(a) — 4sin’(a).
Beweis. Wir verwenden zum Beweis die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus:
Vu,v € R: sin(p + v) = sin(p) cos(v) + sin(v) cos(u), (5.10)

sowie
Vu,v € R: cos(p+ v) = cos(u) cos(v) — sin(p) sin(v). (5.11)
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Es folgt fiir beliebiges o € R

sin(3a) = sin(2a + «) = sin(2a) cos(a) + sin(a) cos(2c

)
) + sin(a) [cos® () — sin®(a)]

(
= 2sin(a) cos?(a) + sin(a) cos?(a) — sin®(a)
(

]

Was hat Lemma [5.4 mit kubischen Gleichungen zu tun? Die angegebene Formel ist
eine kubische Gleichung mitsamt Losung, denn sie ist dquivalent zu

VYa € R: 4sin®(a) — 3sin(a) + sin(3a) = 0.
Das bedeutet: Fiir jedes a € R ist z,, := sin(«) eine Losung der Gleichung
42° — 3z + sin(3a) = 0.
Wir bringen die Gleichung in die normalisierte Form

3 sin(3a)

3
2y 2V
x 4:1: + A )

3
4

D(p,q) = <§>3+ (g>2 _ (_i)i (@)2

erhalten. Wegen —1 < sin(3«a) < 1 gilt

sin(30)\? 1
< YR
8 ~ 64
also D(p,q) < 0. Falls sin(3«a) echt zwischen —1 und 1 liegt, ist die Diskriminante
strikt negativ. Wir haben also eine Klasse kubischer Gleichungen mit negativer Dis-
kriminante gefunden, von denen wir eine Losung kennen. Wir werden hierdurch jede

kubische Gleichung mit negativer Diskriminante l6sen konnen. Zunéchst fithren wir
eine Notation ein. Es sei

so dass wir p = —2 und ¢ = w ablesen konnen und die Diskriminante

T m

in:[—1,1] — [——, —}
arcsin : | ] 575
die Umkehrfunktion von sin|[_%7%]. Nun leiten wir das allgemeine Losungsverfahren

her.
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Lemma 5.5. Die Gleichung x3 — %m + q = 0 besitzt genau dann eine negative
Diskriminante, wenn

—-1<4g<1
qgilt.
Beweis. Mit p = —Z% gilt
D(p,q) <0 & 13+(q>2<0<:>2<1<:>||<1
P 1 2 LT )
Das zeigt die Behauptung. O]

Der folgende Satz liefert eine Losung fiir eine Klasse spezieller kubischer Gleichungen
mit negativer Diskriminante. Das vorangestellte Lemma sichert, dass der Winkel ¢
korrekt definiert ist.

Satz 5.4. Die Gleichung

3
x3—1x+q:0 (5.12)
besitze eine negative Diskriminante. Dann ist xy := sin (%) eine Losung der Glei-

chung, wobei ¢ := arcsin(4q) sei.

Beweis. Gleichung (5.12)) ist dquivalent zu 423 — x + 4¢ = 0. Wegen ¢ = arcsin(4q)
gilt sin(p) = 4¢q. Also ist diese Gleichung dquivalent zu
42 — x + sin(yp) = 0.

Satz [5.4] angewendet auf ov = £ liefert

4 sin® <f> —sin (f) + sin(p) = 0,

3 3
also ist g = sin (gi) eine Losung von . O]

Wir wissen, dass Gleichung drei reelle Losungen besitzt, da ihre Diskriminante
negativ ist. Satz liefert zundchst nur eine Losung. Wir konnen die weiteren
beiden Losungen aber leicht aus dieser konstruieren. Der Beweis zeigt, dass neben
¢ = arcsin(4q) auch jeder Winke ¢' mit sin(¢') = 4q eine Losung 2’ = sin (%

liefert. Wir miissen also lediglich zwei weitere Winkel ', ¢” finden, so dass die Werte

r = sin (f> 2 = sin £/ 2" = sin 90—”
3/ 3 )7 3

15Wir nennen die Argumente des Sinus in diesem Zusammenhang Winkel, da wir sie zum einen
als im Bogenmafs angegebene Winkel auffassen kénnen und uns diese Sprechweise zum anderen die
Unterscheidung zwischen Funktionswerten und Argumenten erleichtert. Da wir in der folgenden
Argumentation mehrfach zwischen diesen hin und her wechseln miissen, besteht eine gewisse Gefahr
der Verwirrung, die auf diese Weise verringert werden soll.




5.6. KUBISCHE GLEICHUNGEN MIT NEGATIVER DISKRIMINANTE 155

paarweise verschieden sind.

Da die Funktion ¢ + sin (%) die Periode 67 besitzt, konnen wir unsere Suche auf den

Bereich zwischen —g und 1317? beschranken. Wir betrachten zunachst die Funktion

¢ — sin(yp) in diesem Bereich. Fiir —1 < 4¢ < 1 gibt es neben ¢; = arcsin(4q) finf
weitere Winkel o, ..., g fiir die sin(y;) = 4q gilt (vgl. Abbildung |5.6)).

4q

_rT A 21 ©3 @1 31 4l @5 @6 \om EW
2 2
—1

Abb. 5.6: Es gibt zwischen —% und L7 sechs Winkel ¢; mit sin(y;) = 4q.

Wie veranschaulicht handelt es sich um die Winkel

P2 =T — 1, P3 =27+ P1, Q4 =37 — P1, Y5 = 4T + Y1, P = T — P1.

Einige dieser Winkel liefern eingesetzt in s(¢) := sin (%) denselben Funktionswert.
Es gilt s(p1) = s(pa), s(p2) = s(ps3) sowie s(ps) = s(pg) (vgl. Abbildung |5.7)).

Abb. 5.7: Als Funktionswerte von s(p) = sin (£) erhalten wir die Losungen z1, x2, 3.
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Die gesuchten weiteren Losungen von Gleichung (5.12)) sind also gegeben durch
;L <g01+27r) L (¢1+4W)
' = sin 3 und 2" =sin 3 .

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 5.5. Die Gleichung

3

besitze eine negative Diskriminante. Dann sind

(P . [(pt+2m . [ pt+4rm
r1 = sin <§> und 29 = sin 3 und 23 =sin 3

samtliche Losungen der Gleichung, wobei ¢ := arcsin(4q) sei.

Das folgende Beispiel illustriert die Anwendung des Satzes.

Beispiel 5.5. Gesucht sind samtliche Losungen der Gleichung

Wir lesen p = —% und ¢ = % ab und erhalten
1 1
D =——+—<0.
(P,a) = =51+ 325

Die Gleichung besitzt also drei reelle Losungen und wir konnen den eben formulierten
Satz anwenden. Es gilt

1 0
0 (4g) — (L _ 7
arcsin (4q) = arcsin <2) 5

und wir erhalten mit ¢ = § bzw. £ = ¢ die drei Lésungen
. < 7r ) . (13 . (25
=sin (—); =sin| —m|; =sin|—m].
zy=sin{o); z2=sin{ o ); zz=sin{om

5.6.3 Verallgemeinerung auf beliebige Gleichungen

Wir kénnen nun Gleichungen der Form

3
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16sen, falls —1 < 4q < 1 gilt. Erfreulicherweise ist dies genau dann der Fall, wenn
D(p,q) < 0 ist. Wir wollen eine allgemeine Gleichung

2 +pr+q=0

mit negativer Diskriminante auf diesen Fall zuriickfiihren. Dazu gehen wir — wie
bereits einige Male zuvor — zu einer neuen Variablen y iiber. In diesem Fall ist ein
Ansatz der Form y = ax sinnvoll, da wir kein Glied eliminieren wollen, sondern

lediglich den linearen Koeffizienten verdndern mochten. Es gilt y = ar & » = £

Mit diesem Ansatz konnen wir die Gleichung folgendermafen dquivalent umformen:

24 pr4+qg=0
3
o (&) er(2) 0
a a
sy} +pa’y 4 qa® = 0.

Wir miissen also a so withlen, dass pa® = —% gilt, d. h. a = — 3, Woraus

i —af -t - (2
64p3 8 P

resultiert. Wir beachten, dass aufgrund der Voraussetzung D(p,q) < 0 auch p < 0
gelten muss, so dass alle auftretenden Quadratwurzeln definiert sind. Wir erhalten

die Gleichung
3 ¢ 3\*
3
- - =/—(-]) =0.
YT (p)

Um Satz [5.4] auf diese Gleichung anwenden zu kénnen, muss

)

gelten. Wir formen diese Bedingung dquivalent um:

3\° 3\°
_1<Q — [ - <l & O B <1
2 D 2 j%

—-1<4

oI

i

i
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Erneut passt die Voraussetzung der negativen Diskriminante perfekt mit der Anfor-
derung an das absolute Glied zusammen. Wir konnen zur Losung der Gleichung mit
der neuen Unbekannten y nun Satz anwenden. Die Losungen lauten also

2%
Y = sin (%) . k=012,

3
wobei ¢ = arcsin (% — (%) ) sei. Die Losungen der Ausgangsgleichung erhalten

wir durch Riicksubstitution vermoge x = éy:
1 2k 2k
Tp = sin (P2 o [Py (PEEETY e
_3 3 3 3
4p

Wir haben damit den folgenden, zusammenfassenden Satz bewiesen.

Satz 5.6. Es seien p,q € R\ {0} und es gelte D(p,q) = (%)2+ (g)3 < 0. Dann
besitzt die Gleichung
2 4+pr+qg=0

die Léosungen

x —csin(£> Ty = cSin Pt 2m T3 = csin @ o
1 — 5 ) 2 — 3 ) 3 — 5 )
3
wobei ¢ := arcsin | 4/ — (%) und c 1= 2,/—% sei.

Das folgende Beispiel illustriert die Anwendung des Satzes.

Beispiel 5.6. Gesucht sind samtliche Losungen der Gleichung

2* — 3z ++3 =0.

Wir lesen p = —3,¢ = /3 ab und erhalten

D(p,q) = <—§> + <§) :—1—1—22—% < 0.

Wir beachten /—(3/p)? = 1 und berechnen

3
= arcsin (%) = g und ¢ =2,
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so dass wir die Losungen

7 13
r1 = 2sin <g) ; T = 28in (§7r> ; T3 = 2sin (§W>

erhalten.

Kommentar 1

Wir haben in diesem Abschnitt die Losungen einer kubischen Gleichung mit nega-
tiver Diskriminante ohne die Formel von de Moivre ermittelt; Ausgangspunkt
war Lemma [5.4] Es ldsst sich leicht einsehen, dass sich hinter diesem Lemma die
Formel von de Moivre fiir den Fall n = 3 verbirgt ['f| Das soll bedeuten, dass wir aus

Vi € R: (cos(p) +isin(p))® = cos(3¢) + isin(3¢p) (5.13)
Lemma erhalten, und anders herum aus dem Lemma und einer analogen Formel

fiir den Kosinus eines Dreifachwinkels die Gleichung ((5.13)) folgt.

Dies soll im Folgenden skizziert werden. Wir setzen zunéchst (5.13)) als wahr voraus.
Es sei ¢ € R. Dann gilt

(cos(p) +isin(p))® = cos®(p) 4 3cos?(p) - isin(p) — 3 cos(p) sin?(p) — isin®(y)
= cos’(¢) — cos(p) sin®(p) + i [3cos? () sin(p) — sin’(p)] .

Durch Vergleich der Imaginéarteile der letzten Zeile und der rechten Seite von ([5.13])
folgt

sin(3p) = 3cos?(p)sin(yp) — sin®(y)
= 3[1 —sin®*(¢)]sin(yp) — sin®*(y)
= 3sin(yp) — 4sin®(yp).

Damit ist Lemma[s.4 bewiesen. Setzen wir anders herum das Lemma als wahr voraus,
so kénnen wir mit der eben durchgefiihrten Rechnung aus

sin(3p) = 3sin(p) — 4sin®(p)
folgern, dass ((5.13) im Imaginérteil korrekt ist. Um ([5.13) auch im Realteil zu be-

statigen, kann man eine dhnliche Formel fiir den Kosinus eines Dreifachwinkels aus
den Additionstheoremen herleiten.

161ch danke Prof. Dr. Jens Heber fiir diesen Hinweis.
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Kommentar 2

Natiirlich stimmen die in Satz [5.6] angegebenen Losungen mit den in Satz [5.3] ange-
/ 3
gebenen iiberein. Wir {iberzeugen uns davon. Es sei p := —14/— <§> . Dann gilt

a — ¢ = arccos(p) — arcsin(—p) = arccos(p) + arcsin(p) = g

Wir haben dabei die in den Sdtzen angegebenen Definitionen von o und ¢ sowie die
— T

Ursprungssymmetrie des Arkussinus und die Tatsache arccos + arcsin = 7 verwen-
det. Nun seien fiir £k =0,1,2

2k 2k
:(HTW and @k;:WT”,

Die Losungen aus Satz sind also ¢ - cos(Ag), k= 0,1,2, und die Losungen aus
Satz sind ¢ -sin(®y), £ =0,1,2. Es gilt

Ay

a e+2r a—¢ 2 s
_(p = —_— — frnd —_ = — —
Ay — &1 =3 3 3 3776

Es folgt
sin (®1) = sin (.Ao + g) = cos (Ap) .

Ebenso sieht man sin (®) = cos (A;) und sin (Pg) = cos (Az) ein.



Kapitel 6

Fachdidaktische Betrachtungen I

6.1 Fachdidaktischer Bedeutungsgehalt und Uberblick

6.1.1 Bedeutungsgehalt

Wie im geschichtlichen Exkurs in Kapitel [4] ausfiihrlich dargestellt wurde, ist die
mathematik-historische Bedeutung der Formel von Cardano immens. Es soll nun
begriindet werden, warum eine Beschéftigung mit diesem Thema auch aus didakti-
scher Sicht wertvoll ist.

Die Untersuchung von Gleichungen dritten Grades kniipft an die im Schulunterricht
in der Regel sehr ausfiihrliche Analyse quadratischer Gleichungen in harmonischer
Weise an. Dies meint sowohl die natiirliche Fragestellung nach einer der quadrati-
schen Ergénzung analogen Methode fiir Gleichungen hoheren Grades als auch die
Verwandschaft vieler Techniken, die bei der Analyse kubischer bzw. quadratischer
Gleichungen bedeutend sind.

Der historische Hintergrund bietet ein hohes Motivationspotenzial, denn wann kommt
man als Schiiler schon in den Genuss, einen Meilenstein der (nicht antiken) Mathe-
matikgeschichte in weiten Teilen eigenstdndig bewéltigen zu kénnen. Es ist eine
seltene Gelegenheit, auf elementarem Niveau mit der Original-Losung eines sehr al-
ten und berithmten Problems arbeiten zu kénnen. Kalman| (2009) &ufsert sich dazu
sehr treffend:

In mathematics, the first solution of a problem is often far from the best solution.
[-..] However, this is not the case for solving cubic equations. The algebraic
solution first published by Cardano in 1545 is as simple as any of the many

variations and alternatives that have appeared since.“[l]

Erfreulicherweise liegt ein giinstiger Taschenbuch-Nachdruck (Cardano| (2007)) der

!siehe ebd., S. 71
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ARS MAGNA vor, so dass man in der Tat anhand des (iibersetzten und kommen-
tierten) Originaltextes arbeiten kann.

Die Analyse kubischer Gleichungen illustriert ein Grundprinzip mathematischen
Denkens, namlich das Prinzip der Verallgemeinerung von bereits Bekanntem bzw.
der Suche nach Analogien zu in der Vergangenheit gelosten Problemen, wie es etwa
Polyaf| immer wieder betont.

Wie bereits erlautert ist es ausdriicklich nicht der praktische Nutzen der Formel von
Cardano, der deren Behandlung bedeutungsvoll macht. Die Formel anhand einer
grofsen Zahl kubischer Gleichungen zu trainieren, wird nicht das Ziel einer Unter-
richtseinheit sein. Vielmehr geht es darum, auf dem Weg zur Methode von Cardano
eine Reihe exemplarischer Einsichten zu erlangen. So fithren immer wiederkehren-
de Standard-Strategien der Buchstaben-Algebra| relativ sicher zum Ziel. Unterwegs
gibt es, wie wir im Folgenden sehen werden, unzéhlige fruchtbare algebraische Pro-
blemsituationen, die authentisch, kreativ und motivierend sind.

Ein moglicher Unterrichtsgang soll im néchsten Abschnitt zunéchst in groben Ziigen
und anschliefend in Abschnitt detailliert dargestellt werden.

Wie schon in Kapitel p| verwenden wir aus Griinden der leichteren Lesbarkeit das
Symbol ¢/ auch dann, wenn Ausdriicke unter der Wurzel auftauchen, die mogli-
cherweise negativ sind. Wir beachten dabei dieselben ,Sicherheitsvorkehrungen wie
zuvor. Bei einer Durchfiihrung mit Schiilern oder Studenten sollten die Gefahren der
Verwendung dieser Schreibweise an geeigneter Stelle thematisiert werden.

6.1.2 TUberblick

Es folgt eine grobe Gliederung fiir einen moglichen Unterrichtsgang. Die einzelnen
Schritte werden in Abschnitt aufgegriffen und im Detail diskutiert.

I Historische Motivation
Zunéchst sollten sich die Schiiler mit der spannenden Geschichte der Formel von

Cardano auseinandersetzen. Diese ist bereits fiir sich genommen wissenswert und
erzeugt eine hohe Motivation fiir alles, was in der Folge behandelt wird.

IT Geometrische Interpretation der quadratischen Ergénzung

Es wird eine konkrete quadratische Gleichung mit den Schiilern betrachtet und an-
hand deren Lésung eine geometrische Interpretation der quadratischen Ergénzung

2Man konsultiere etwa die beriihmte Tabelle im Einband von [Pélyal (2010).
3Wir verwenden diesen Begriff, um deutlich zu machen, dass keine Einsichten im Bereich der
Struktur-Algebra erzielt werden.



6.1. FACHDIDAKTISCHER BEDEUTUNGSGEHALT UND UBERBLICK 163

entwickelt.

III Die kubische Ergianzung anhand einer konkreten Gleichung

Unter Betrachtung einer konkreten kubischen Gleichung wird nach einer der qua-
dratischen Ergidnzung analogen geometrischen Entsprechung gesucht. Die Methode
Erginzen zu einem vollstindigen Wiirfel (kubische Ergdnzung) wird von den Schii-
lern weitestgehend eigensténdig entwickelt.

IV Die kubische Ergidnzung anhand einer Gleichung mit Parametern lie-
fert die Formel von Cardano

Die zuvor entwickelte Technik ldsst sich leicht von einem konkreten Beispiel auf eine
allgemeine Gleichung iibertragen und liefert die Formel von Cardano. Diese lésst
sich auf Gleichungen der Gestalt

2 +pr+qg=0

anwenden. Die Reduktion einer allgemeinen kubischen Gleichung auf eine solche
ohne quadratisches Glied kann zundchst kommentarlos hinten angestellt werden. Zu
gegebener Zeit stellt sich die Frage nach allgemeineren kubischen Gleichungen von
ganz allein [1

IV (a) Anwendung der Formel von Cardano

Anhand geeigneter Beispielgleichungen und Aufgaben erproben die Schiiler die An-
wendung der Formel von Cardano. Es lassen sich hier erste Probleme bei der prak-
tischen Nutzung erkennen, und auch die anschliefende Frage nach der Anzahl der
Losungen deutet sich an.

V Algebraische Reflexion und die Frage nach der Anzahl der Losungen

Die bisher anschaulich motivierte Herleitung der Formel von Cardano wird nun
algebraisch reflektiert. Das bedeutet, dass die durchgefiihrten Operationen losgeldst
von der geometrischen Bedeutung im Hinblick auf Einschrankungen bzw. notwendige
Voraussetzungen gepriift werden. Als Resultat erhalten die Schiiler die Bedingung
einer nicht-negativen Diskriminante, d. h.

D)= (3 + (2) =0

4In der Tat stellten die Schiiler diese Frage im Rahmen einer der praktischen Erprobungen
selbst.
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Die Tatsache, dass die Formel von Cardano — anders als die p, g-Formel — auch dann
nur eine Losung liefert, wenn die Diskriminante strikt positiv ist, wirft die Frage auf,
wie viele Losungen eine kubische Gleichung in diesem Fall besitzt. Allgemeiner fragt
man sich, ob die Anzahl der Losungen, genau wie bei quadratischen Gleichungen,
nur vom Vorzeichen der Diskriminante abhéngt.

V1 Graphen beantworten die Frage nach der Anzahl der Losungen

Etwa mithilfe von GeoGebra kann der Graph von f(z) = 23+ pz+¢ in Abhéngigkeit
von D(p, q) auf Nullstellen untersucht werden. Das Ergebnis der Untersuchung

f besitzt 1 Nullstelle < D(p,q) >0
f besitzt 2 Nullstellen < D(p,q) =0
f besitzt 3 Nullstellen < D(p,q) <0,

welches man anhand der Darstellung mit GeoGebra erhélt, kann als Beobachtung

hingenommen oder bewiesen bzw. begriindet werden | Gewisse Teile der Begriindung
sind leicht zugénglich und sollten unbedingt thematisiert werden.

VII Den Fall D(p,q) = 0 vollsténdig kliren

Mithilfe des Satzes von Vieta konnen fiir diesen Fall beide Losungen leicht ermittelt
werden.

VIII Eliminierung des quadratischen Gliedes anhand konkreter Beispiele

Anhand eines Beispiels kann eingesehen werden, wie man eine beliebige kubische
Gleichung auf eine Gleichung ohne quadratisches Glied zuriickfiihren kann. Die Rech-
nung lasst sich leicht auf den allgemeinen Fall iibertragenﬂ

IX Untersuchungen fiir den Fall D(p,q) <0

Auch ohne die Kenntnis komplexer Zahlen lassen sich kubische Gleichungen mit
negativer Diskriminante mit den Methoden der Schulmathematik 16sen (vgl. Ab-
schnitte [5.6.2f und [5.6.3)).

°Im Rahmen einer praktischen Erprobung zeigte sich, dass einige Schiiler mit nur wenig Hilfe
dazu in der Lage waren, den Beweis der entscheidenden Aussage (2 Nst. < D(p,q) = 0) selbst zu
entwickeln.

6Da die anhand einer konkreten Gleichung angestellten Uberlegungen sehr exemplarisch sind,
ist die anschliefende Ubertragung auf eine Gleichung mit Parametern nicht zwingend notwendig.
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6.2 Ein moglicher Unterrichtsgang

Die eben genannten einzelnen Schritte des Unterrichtsgangs sollen im Folgenden
néher erlautert werden.

I Die Geschichte einer beriihmten Formel

Die Geschichte der Formel von Cardano bietet eine Vielzahl interessanter und moti-
vierender Gesichtspunkte. Bemerkenswert ist die Zeitspanne zwischen der Findung
einer Losungsmethode fiir quadratische Gleichungen und einer solchen fiir kubische
Gleichungen. Es gilt, diesen Aspekt hervorzuheben und damit zu betonen, dass
die Behandlung eines mathematisch fundamentalen Problems bevorsteht. Als wei-
terer motivationaler Gesichtspunkt ist die Tatsache zu nennen, dass mit dem Er-
scheinen der ARS MAGNA eine der groften Fehden der Geschichte der Mathematik
ausgelost wurde. Dieses Werk beinhaltet das zuvor streng behiitete Geheimnis der
Losungsmethoden fiir kubische Gleichungen, markiert nach Meinung vieler Fachleu-
te die Geburtsstunde der modernen Mathematik und wird zu den bedeutendsten
Mathematik-Biichern aller Zeiten gezdhlt. Der vor ihnen liegende Unterrichtsgang
kann sich den Schiilern wie die Schatzsuche nach einem heiligen Gral der Geschich-
te der Mathematik ankiindigen. Es bietet sich allein aus atmosphérischen Griinden
an, neben Sekundérliteratur auch mit dem Nachdruck des Originaltextes der ARS
MAGNA zu arbeiten.

Ein untergeordneter aber trotzdem erwdhnenswerter Aspekt ist der geringe allge-
meine Kenntnisstand zur Formel von Cardano[’| Der Erwerb exklusiver Fihigkeiten,
die vermutlich nicht einmal der eigene Mathematik-Lehrer besitzt, ist fiir Schiiler
durchaus attraktiv. Ursachen fiir die geringe Verbreitung der Kenntnisse zur Formel
von Cardano miissen an dieser Stelle noch nicht thematisiert werden, wohl aber zu
einem spéteren Zeitpunkt.

Selbstversténdlich kann man die Bedeutung algebraischer Gleichungen auch durch
Beispiele untermauern. Dies meint die Betrachtung von Problemen, deren Losungen
sich etwa in Gleichungen dritten Grades ausdriicken lassen.

IT Geometrische Interpretation der quadratischen Erginzung

Die Zielsetzung des Unterrichtsgangs ist klar vorgegeben: Wir wollen eine allgemei-
ne Losungsmethode fiir Gleichungen dritten Grades entwickeln; doch wie finden wir
einen Ansatz? [Polyal (2010) weist auf etwas Grundsétzliches hin: ,Gute Ideen beru-
hen auf Erfahrung und friher erworbenem Wissen.“ (siehe ebd., S. 22) In seinem

"Das meint nicht eine geringe Bekanntheit der (durchaus beriihmten) Formel von Cardano als
solche, sondern eher die Tatsache, dass fundierte Kenntnisse im Zusammenhang mit derselben
zumindest ad hoc auch bei Mathematikern nicht zwingend vorliegen.
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beriihmten Katalog von Fragen, die man sich stellen kann, um einer Problemlésung
ndher zu kommen, finden sich die folgenden weiteren Hinweise: ,,Kennst Du eine
verwandte Aufgabe? [...] Kannst Du sie gebrauchen? [...] Kannst Du ihre Methode
verwenden?“ (Polya; (2010), Tabelle im Einband).

Wir analysieren also zuerst das bereits bekannte Verfahren zum Losen quadratischer
Gleichungen. Es ist an dieser Stelle nicht notwendig, eine allgemeine quadratische
Gleichung mit Parametern zu betrachten. Stattdessen bietet sich die Behandlung
eines konkreten, paradigmatischen Beispiels an. Wir betrachten die Gleichung

22+ 62 —112=0.

Es soll zundchst unser Ziel sein, die geometrische Entsprechung der quadratischen
Ergénzung moglichst genau zu verstehen. Die Grundidee besteht darin, die Unbe-
kannte z als zu bestimmende Streckenlinge zu interpretieren. Folglich wird z? als
Flacheninhalt einer quadratischen Fliche angesehen. Ein weiterer Bestandteil der
Gleichung ist 6x. Es handelt sich also um das Produkt zweier vermutlich unter-
schiedlicher Streckenldngen: 6 und x. Demnach kann man 6x als Flacheninhalt einer
rechteckigen Flache auffassen. Die Zahl —112 ldsst sich geometrisch schlecht deuten,
da sie negativ ist. Abhilfe schafft das Umstellen der Gleichung zu

2+ 6x = 112.

Auch nach dieser Umformung liegt es nicht auf der Hand, wie man den Zahlenwert
112 interpretieren sollte. Da es sich nach den bisherigen Uberlegungen bei der lin-
ken Seite x2 4+ 6x um die Summe zweier Flicheninhalte handelt, sollte 112 auch
als Flacheninhalt angesehen werden. Die einfachste ebene Figur ist das Quadrat;
wir deuten 112 als den Flacheninhalt einer quadratischen Fldche. Abbildung
veranschaulicht die bisherigen Uberlegungen.

P = 112

Abb. 6.1: geometrische Entsprechung der Gleichung x? + 6z = 112

Eine erneute Riickschauﬂ hilft von nun an weiter. Die einfachsten quadratischen
Gleichungen sind die sogenannten rein quadratischen Gleichungen, d. h. Gleichun-
gen von der Art ,,z? = Zahl“. Diese kénnen namlich durch Wurzelziehen direkt geldst
werden. Die geometrische Entsprechung einer solchen Gleichung wére eine quadrati-
sche Flache mit bekanntem Flacheninhalt und unbekannter Seitenldnge. Es ist also

8Die Riickschau als Teilschritt eines Problemldseprozesses wird in [Polyal (2010) ausfiihrlich
erlautert.
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ein sinnvolles Ziel, in unserer Situation ein ebensolches Bild anzustreben. Indem man
die rechteckige Fliache mit dem Flacheninhalt 62 halbiert und eine der Halften neu
anlegt, kommt man diesem Ziel ndher (vgl. Abbildung 6.2)).

(a) (b)

Abb. 6.2: (a) Die rechteckige Flidche mit dem Flacheninhalt 6z wird halbiert und umgelegt.
(b) Es resultiert eine dem Quadrat dhnlichere Gestalt auf der linken Seite der Gleichung.

Nun liegt das weitere Vorgehen auf der Hand, denn die Methode heifst Ergdnzen zu
einem vollstindigen Quadrat. Die Liicke in der rechten oberen Ecke in Abbildung
(b) muss durch ein Quadrat mit dem Flécheninhalt 3-3 = 9 ergénzt werden, und
um die Gleichung nicht zu verfélschen, muss auch der Flicheninhalt des Quadrats
auf der rechten Seite um 9 vergrofert werden (vgl. Abbildung [6.3)).

I
—
—
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NeJ

Il

—_
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—_

Abb. 6.3: Auf der linken Seite wurde zu einem vollstédndigen Quadrat ergédnzt. Der Fli-
cheninhalt des Quadrats auf der rechten Seite wurde entsprechend vergrofiert.

Der Rest ist einfach. Die Gleichung lautet nun
2?2 +2-3z+9=121 bzw. (x+3)* =121

Durch Wurzelziehen erhélt man z + 3 = 11 (aufgrund geometrischer Interpretation
scheidet eine negative Losung aus) und damit x = 8 als eine Losung der Gleichung.

Wir wollen das eben angewendete Vorgehen noch einmal reflektieren, um die ent-
scheidenden Ideen klar zu sehen. Wir sind von der Unbekannten z iibergegangen zu
einer neuen Unbekannten y von der Form y = x + u (hier y = = + 3). Die Figur
mit dem Flicheninhalt z? 4+ 2uz haben wir um ein Quadrat mit dem Flicheninhalt
u? (hier u? = 9) ergiinzt, so dass auf der linken Seite eine quadratische Fliche ent-
stand. Auf der rechten Seite der Gleichung haben wir ebenfalls u? erginzt, um die

Gleichung nicht zu verfilschen (vgl. Abbildung |6.4)).
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y=r+u

Abb. 6.4: Die quadratische Ergéinzung stellt einen Ubergang zu einer neuen Unbekannten
der Form y = = 4+ w dar. Hierdurch erhalten wir eine rein quadratische Gleichung.

Wir entnehmen dem Bild 22 + 2ux + u? = 32, also

z? 4 2ux = % — vt

Durch Koeffizientenvergleich mit der Ausgangsgleichung
z® + 6z = 112
erhalten wir 2u = 6 und 3? — u? = 112 und damit u = 3 sowie
Y —9=112¢y* =121 <y =11.

Negative Losungen kommen aufgrund der geometrischen Interpretation nicht in Be-
tracht. Da wir nun v und y bestimmt haben, erhalten wir xr =y —u =11 — 3 = 8.

Kommentar zur Wahl des Beispiels

Die Gleichung 22 +6x—112 = 0 besitzt eine ganzzahlige Losung, so dass rechnerische
Schwierigkeiten die Aufmerksamkeit nicht von der Analyse der Methode ablenken.
Die Zahlen sind allerdings hinreichend grof, so dass man die Losung nicht auf den
ersten Blick sieht, was z. B. bei Losungen wie x = 2 oder x = 3 der Fall sein konnte.
Zudem wurde beachtet, dass der lineare Koeffizient geradzahlig ist, so dass auch
nach Halbieren nur ganze Zahlen auftreten.

Schritt III: Die kubische Erginzung anhand einer konkreten Gleichung

Nach der intensiven Beschéftigung mit der quadratischen Ergénzung konnen die
Schiiler mit der ersten Gleichung dritten Grades konfrontiert werden. Wir betrachten
erneut ein konkretes Beispiel. Den Schiilern sollte bei der Losung dieser Gleichung
moglichst viel Eigenstandigkeit ermoglicht werden, denn sie verfiigen bereits iiber
die entscheidenden Ideen und notwendigen Hilfsmittel. Wir betrachten die Gleichung

2%+ 62 — 40 = 0.
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In diesem Fall wurde eine Gleichung gewéhlt, die keine ganzzahlige Losung be-
sitzt. Grofe ganzzahlige Losungen, fithren zu groRen Koeffizienten, was die Uber-
sicht erschwert. Kleine ganzzahlige Losungen sind leicht zu erraten. Es ist wichtig,
die Schiiler darauf hinzuweisen, Zwischenergebnisse nicht mit dem Taschenrechner
auszurechnen, sondern als konkrete TermeF_r] mitzufiihren, damit die Struktur der
Formel spater auf den allgemeinen Fall iibertragbar ist.

Im Folgenden werden die einzelnen Uberlegungen eines méglichen Losungsweges
detailliert erldutert. Die erste naheliegende Idee ist das Umstellen der Gleichung zu

3 + 6z = 40,

damit jeder Bestandteil der Gleichung geometrisch interpretiert werden kann.

Im Rahmen der praktischen Erprobungen wurde als néachster Schritt mehrfach der
Ubergang zur neuen Variablen y = = + 2 vorgeschlagen. Auf Riickfrage erliuterten
die Schiiler, dass bei der quadratischen Gleichung die Hélfte des linearen Koeffizien-
ten die richtige Wahl zum Ergénzen war, so dass es nun bei der kubischen Gleichung
sicher ein Drittel des linearen Koeffizienten sein miisse[lY] In der Tat ist die erkannte
Analogie wertvoll, denn es handelt sich hierbei um die korrekte Substitution zur
Eliminierung des quadratischen Gliedes in einer allgemeinen kubischen Gleichung,
wie man anhand der Identitat

Y= (v +2)° =2° +62° + 120 + 8

erkennt. Man kann dies aufgreifen und sofort verwerten oder den Gedanken fiir einen
spateren Zeitpunkt konservieren. Sicher zeigt sich hier, dass es durchaus Vorteile mit
sich bringen kann, die Reduktion des quadratischen Gliedes zuerst zu behandeln. Zu
bedenken ist allerdings, dass dies den Weg zur ersten eigenstandig gelosten kubischen
Gleichung fiir die Schiiler verléngert. Es ist fraglich, ob bei diesem Vorgehen der
Spannungsbogen aufrecht erhalten werden kann.

Von Schiilern geduferte Ansétze sollten nicht abgelehnt werden, weil sie nicht (di-
rekt) auf das vom Lehrer anvisierte Ziel zusteuern. Stattdessen kann man den ge-
planten Fortgang des Unterrichts anpassen oder einen Ansatz so lange verfolgen,
bis die Schiiler selbst erkennen, dass sie nicht auf dem richtigen Weg sind. Auf die-
se Weise entsteht eine authentische mathematische Forschungssituation, in der sich
die Schiiler ernst genommen fithlen und das Entwickeln von eigenen Gedanken fiir
notwendig erachten. Nimmt der Lehrer nur Schiilervorschlidge an, die in seinen ge-
planten Ablauf passen, so empfinden die Schiiler den Unterricht zurecht als sinnloses
Ratespiel, bei dem der Lehrer auch gleich die von ihm vorgesehene Losung an die
Tafel schreiben konnte.

9Unter einem konkreten Term verstehen wir einen Term ohne Variablen.
10Es handelt sich hier nicht um eine wortliche Wiedergabe von Schiileriuferungen, sondern um
sinngemafs zusammengefasste Gesprachsergebnisse in sprachlich prizisierter Form.



170 KAPITEL 6. FACHDIDAKTISCHE BETRACHTUNGEN I

Kommen wir zuriick zur Gleichung 23462 = 40. Wenn eine zielfiihrende Substitution
nicht intuitiv gefunden werden kann, ist es naheliegend, zunéchst y = x + u zu
schreiben, und die korrekte Ergénzung u durch weitere Uberlegungen zu bestimmen.

Da eine zeichnerische Darstellung der kubischen Ergénzung aufgrund der dreidimen-
sionalen Problemstellung recht anspruchsvoll ist, bietet es sich an, als Hilfsmittel eine
ausreichende Anzahl gleichartiger Holzwiirfel bereitzustellen. Eine gewisse Anzahl
an Kantenldngen stellt dabei die Unbekannte z und eine andere Anzahl an Kan-
tenldngen stellt v dar. Die Schiiler suchen nach einer der quadratischen Ergénzung
analogen Anordnung, die eine Reduktion auf eine rein kubische Gleichung zulésst.
Eine solche Anordnung ist in Abbildung mit Holzwiirfeln, als Styropor-Modell"]
bzw. zeichnerisch dargestellt zu sehen.
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Abb. 6.5: verschiedene Darstellungen der kubischen Ergédnzung

1Das Modell ist im Rahmen einer praktischen Erprobung an der Klaus-Groth-Schule Neumiins-
ter entstanden. Bildquelle: eigene Fotos.
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Man erkennt, dass sich der gesamte Wiirfel aus einem Wiirfel mit dem Volumen z3

(rot), einem Wiirfel mit dem Volumen u? (griin) und drei Quadern, die jeweils das
Volumen uyz besitzen, zusammensetzt. Die Schiiler sollten nun in der Lage sein,
folgende algebraische Konsequenz zu formulieren:

3 4 3uyx + u’ =y

Wie bei der quadratischen Ergéinzung fithren wir einen Koeffizientenvergleich mit
der Ausgangsgleichung durch, d.h wir vergleichen

22 + 62 = 40

mit
23 4+ 3uyx = y° — u?

und erhalten
(D) 3uy=6 und (II) 3* — u* = 40.

Es liegen nun zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten vor. Man kann dieses Glei-
chungssystem elegant mithilfe des Satzes von Vieta (vgl. Abschnitt oder weni-
ger elegant (z. B. nach dem sogenannten Einsetzungsverfahren) 16sen. In jedem Fall
ist die verbleibende Arbeit {iberwiegend technischer Natur und kann, da Aufgaben
diesen Typs in der Schule haufiger vorkommen, von Schiilern eigenstindig bewéltigt
werden. Es soll hier noch die fiir Schiiler ndher liegende Losung mithilfe des Einset-
zungsverfahrens vorgestellt Werden.H Wir beachten bei unseren Umformungen, dass
alle auftretenden Variablen strikt positiv sind. Folgende Aussagen sind dquivalent:

3uy=6 und y*—u® =40

2
u== und y*—u®=40
)
3 8 3 3
Yy’ ——=40 und y’—wu’ =40
)

(y3)2 —8=140y> und * —u® =40
(> —20)° =408 und w® =y’ — 40
(*) y*=204+v408 und wud=g>—40
Y =20++408 und w® = —20+ V408

y=1/20+v408 und u= \/—20 + V/408.

2Dje Losung des Gleichungssystems wird hier in einer fiir Schiiler uniiblichen Form notiert. Im
Schulunterricht wird das Einsetzungsverfahren meistens durchgefiihrt, indem zunéchst eine Glei-
chung nach einer Unbekannten aufgeltst, das Ergebnis in die zweite Gleichung eingesetzt wird und
diese dann (unter Weglassen der ersten Gleichung) nach der zweiten Unbekannten gelost wird. Es
liegen dann allerdings keine Aquivalenzumformungen mehr vor, so dass eine Probe durchgefiihrt
werden muss, um die logische Riickrichtung nachzuweisen. Wir fithren hier stets Aquivalenzumfor-
mungen des gesamten Systems durch.
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An der mit (%) markierten Stelle beachte man, dass die zweite mogliche Losung
y® = 20 — /408 nicht in Frage kommt, da sie negativ ist (y ist als Streckenléinge
positiv und damit ist auch y3 > 0 vorausgesetzt). Schlussendlich erhalten wir

x:y—u:€/20+\/408—</—20+\/408

als eine Losung der Ausgangsgleichung.

IV Herleitung der Formel von Cardano
Nun kann die Formel von Cardano hergeleitet werden. Wir betrachten die Gleichung
2 +pr+qg=0

und orientieren uns an der Rechnung, die wir im konkreten Fall durchgefiihrt haben.
Die Schiiler sind nach der geleisteten Vorarbeit weitestgehend eigenstéindig in der
Lage, die Herleitung der beriihmten Formel zu bewiltigen. Die einzelnen Schritte
der Herleitung wurden in Abschnitt ausfiihrlich dargestellt.

Eine charmante Art der Losungs-Selbstkontrolle besteht darin, ein (optisch mog-
lichst beeindruckendes) Buch mitzubringen, welches die Formel von Cardano mit
den im Kurs verwendeten Bezeichnungen enthélt. Die Schiiler kénnen am Ende ih-
rer Rechnung dort nachschlagen und miissen eventuelle Abweichungen analysieren
und ggf. Fehler suchen und korrigieren. Bei Erfolg ist die Freude iiber die Uberein-
stimmung mit dem gedruckten Werk grof[™|

Diese Art der Losungskontrolle bringt weitere erfreuliche Nebeneffekte mit sich.
Nicht selten kommt es vor, dass die Schiiler zu einer ,anderen Formel von Cardano*
gelangen obwohl ihre Herleitung keinen Fehler aufweist. Sie miissen in diesem Fall
die Ubereinstimmung der beiden Losungen herausarbeiten und trainieren hierbei den
Umgang mit komplexen Termen auf kreative Art und Weise. Des Weiteren freuen
sich Schiiler z. T., dass sie sogar zwei Losungen gefunden hétten, das Buch aber nur
eine angebe. Die beiden gefundenen Schiilerlésungen sind tatsédchlich aber identisch
oder die Herleitung enthélt einen Fehler. In jedem Fall miissen die Schiiler auch diese
Situation mathematisch analysieren. Der Unterrichtsgang bietet an dieser Stelle eine
authentische algebraische Problemstellung von grofer Komplexitét, die zudem hoch
motivierend ist.

Insgesamt kann diese Phase von einer spannungsvollen Atmosphére gepragt sein,
wenn es gelingt, die Schiiler in Goldgraber-Stimmung auf der Suche nach einem der
grofsten Schétze der Mathematik-Geschichte zu versetzen. Sie stellt gewissermaken
den Zenit des Unterrichtsgangs dar.

13Im Rahmen der praktischen Erprobungen wurde |Dieudonné (1985)) verwendet.



6.2. EIN MOGLICHER UNTERRICHTSGANG 173

V und VI Algebraische Reflexion und die Frage nach der Anzahl der
Losungen

Wir betrachten nach wie vor die Gleichung
B4+ pr4+qg=0

und setzen voraus, dass p,q # 0 gilt, da sie sonst trivial ist. Indem die einzelnen
algebraischen Operationen zur Herleitung der Formel von Cardano auf notwendi-
ge Voraussetzungen gepriift werden, kann leicht herausgearbeitet werden, dass die
Formel eine korrekte Losung der Gleichung liefert, falls

o= () + (2)" 20

gilt. Ist die Diskriminante D(p, q) hingegen negativ, so ist unsere Herleitung nicht
zuléssig bzw. liefert die Formel von Cardano keine Losung. Andere Einschrankungen
miissen nicht in Kauf genommen werden. Die Schiiler sollten sich an die p, ¢-Formel
bzw. die quadratische Ergdnzung erinnern, bei welcher eine analoge Forderung nach
einer nicht-negativen Diskriminante vorliegt.

Es muss als néchstes gekldrt werden, dass es keine Selbstverstédndlichkeit ist, dass
eine quadratische Gleichung jeweils genau so viele reelle Losungen besitzt, wie die
p, g-Formel liefert. Vorbereitend fiir die Untersuchungen iiber Gleichungen dritten
Grades kann die folgende Uberlegung mit den Schiilern besprochen werden.

Fiir eine quadratische Gleichung
2 4pr4+qg=0

ist die Diskriminante bekanntlich definiert als d(p, ¢) := (g)2 — ¢ und die p, g-Formel
liefert
keine Losung < d(p,q) <0,
eine Losung < d(p,q) =0,
zwei Losungen < d(p,q) > 0.

Das Polynom f(x) = x? + px + ¢ lisst sich in die sogenannte Scheitelpunkt-Form

iiberfiithren:
O (G e

Aus dieser Darstellung liest man ab, dass der Graph von f eine nach oben gedffnete
Normalparabel mit dem Scheitelpunkt S = (—g, —d(p, q)) ist. Der Scheitelpunkt
liegt also
oberhalb der x-Achse < d(p,q) <0,
auf der z-Achse < d(p,q) =0,
unterhalb der x-Achse < d(p,q) > 0.
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Daher gilt: Der Graph von f besitzt mit der x-Achse keinen Schnittpunkt, falls
d(p,q) < 0, einen Schnittpunkt, falls d(p,q) = 0 und zwei Schnittpunkte, falls
d(p,q) > 0 gilt. Die p, g-Formel liefert daher stets alle existierenden reellen Losun-
gen. Eine Veranschaulichung kann etwa mit GeoGebra zusétzlich entwickelt werden
und das weitere Vorgehen vorbereiten (vgl. Abbildung . Die Werte von p und
q konnen hier mittels Schieberegler eingestellt werden, der resultierende Wert von
d(p, q) wird berechnet und angezeigt. Der Scheitelpunkt S wird angezeigt und seine
Koordinaten werden ebenfalls berechnet und angezeigt.

8
p=-3.3
° q=0.5
4
2
d(p,q) = (g) —q=2.22 f(x) =2*+ (=3.3)2 4+ 0.5
0

S = <—§,q— (§>2> — (1.65,—2.22)

Abb. 6.6: Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen von d(p, ¢) und der Lage des Graphen
von f

Eine dhnliche Darstellung zur Untersuchung des Zusammenhangs zwischen dem Vor-
zeichen von D(p,q) und der Anzahl der Nullstellen von f(z) = z* + px + ¢ ist in
Abbildung [6.7] zu sehen.

In dieser Darstellung findet sich neben dem Graphen von f auch der Graph von
g(x) = 2% + pr. Zum Verstindnis des Zusammenhangs

f besitzt 1 Nullstelle < D(p,q) >0
f besitzt 2 Nullstellen < D(p,q) =0
f besitzt 3 Nullstellen < D(p,q) <0,

der sich durch eine Untersuchung mithilfe der Schieberegler beobachten lésst, analy-
sieren wir die Graphen und deren Zusammenspiel; einige Erkenntnisse lassen sich auf
diese Weise sehr gut einsehen. Es gilt f(x) = g(x) + ¢, also erhélt man den Graphen
von f, indem man den Graphen von g um ¢ nach oben verschiebt["] Der Zusam-

14Falls ¢ negativ ist, meint dies eine Verschiebung um |¢| nach unten.
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6
3 2

o= () + )

4 qg=2
2

g(z) = 2° + (=3)x
0
8 -6 -4 2 4 6 8
‘ -2
flz) =2’ + (=3)z + 2

-4

Abb. 6.7: Untersuchung von g(x) = 23 + pz und f(x) = g(x) + ¢ in Abhiingigkeit von
D(p, q) mithilfe von GeoGebra

menhang zwischen der Anzahl der Nullstellen von g und dem Wert des Parameters
p ist schlicht, denn es gilt

9(1’)=0©x3+px:0®x(x2+p)zo@xzooderﬁ:_p_

Die Funktion g hat also drei Nullstellen, falls p < 0 gilt, und nur eine Nullstelle,
falls p > 0 ist. Offenbar hat f genau eine Nullstelle, falls p genau eine Nullstelle
besitzt. Falls also p > 0 ist, so besitzt die kubische Gleichung 2® + px + ¢ = 0
genau eine Losung. In diesem Fall ist auch D(p, q) positiv, also liefert die Formel
von Cardano eine und damit alle Losungen der Gleichung. Natiirlich ist die Analyse
unvollstdndig, denn auch wenn p negativ ist, kann D(p, q) > 0 sein. Wir wissen in
diesem Fall aber nicht, wie viele Nullstellen f besitzt, da die Tatsache, dass ¢ drei
Nullstellen besitzt, nicht zwingend impliziert, dass auch f drei Nullstellen besitzt.
Eine mogliche Situation, in der g drei Nullstellen aber f nur eine Nullstelle besitzt,
ist in Abbildung [6.7] dargestellt. Es wire ebenso moglich, dass g drei Nullstellen
besitzt wiahrend f genau zwei Nullstellen besitzt. Wir wissen, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn D(p, ¢) = 0 gilt. Eine vollstédndig elementare Herleitung dieser und
weiterer Einsichten liegt jedoch nicht auf der Hand. Ein naheliegender Weg, der auch
fiir Oberstufenschiiler gangbar ist, wurde in Abschnitt vorgestellt. Der Schliissel
zu dieser Losung ist die relative Lage der beiden lokalen Extrema von f zur z-Achse;
diese entscheidet iiber die Anzahl der Nullstellen. Die Extrema sind iiber Differenzie-
ren leicht zugédnglich und etwaige Schwierigkeiten des weiteren Losungswegs diirften
iiberwiegend technischer Natur sein.
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VII Den Fall D(p,q) = 0 vollsténdig kliren

Falls D(p,q) = 0 gilt, lasst sich die Formel von Cardano zum Lésen der Gleichung
23 + pr + g = 0 anwenden. Sie ist in diesem Fall sogar besonders einfach, denn die
Quadratwurzeln unter beiden dritten Wurzeln sind gleich Null. Wir erhalten geméfs

(5.4) die Losung

Wir wissen, dass die Gleichung noch eine weitere Losung besitzt; die Formel von
Cardano liefert diese aber nicht. Im Folgenden wird eine Uberlegung dargestellt, die
fiir Schiiler gangbar ist.

Wir haben zuvor bereits die Graphen von f(x) = 2® + px + ¢ und g(z) = 23 + px
untersucht und kennen die moglichen Konstellationen fiir den Fall D(p,q) = 0.
Damit f genau zwei Nullstellen besitzt, muss das lokale Minimum oder das lokale
Maximum auf die z-Achse fallen. Da f eine vertikale Verschiebung von g um ¢ ist,
gilt im ersten Fall ¢ > 0 und im zweiten Fall ¢ < 0 (vgl. Abbildung .

flz)=a"+pr+q

g(z) = 2* + px

(a)

Abb. 6.8: (a) Das lokale Minimum von f liegt auf der z-Achse (= ¢ > 0). (b) Das lokale
Maximum von f liegt auf der z-Achse (= ¢ < 0).

Wir wollen in beiden moglichen Féllen beide Nullstellen von f bestimmen. Dabei
setzen wir stets D(p,q) = 0 voraus, so dass insbesondere p < 0 gilt.

f besitzt in beiden Fillen je eine einfache und eine doppelte Nullstelle. Wir be-
stimmen die moglichen Kandidaten fiir eine doppelte Nullstelle, indem wir die erste
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Ableitung von f gleich Null setzenE Es gilt

fllz)=0 & 322 +p=0

& 22=-L

3
& x:,/—g oder x:—,/—g.
1. Fall: ¢ > 0.

Die doppelte Nullstelle ist in diesem Fall positiv (vgl. Abbildung (a)), also lautet
eine Losung der Gleichung
Ir = —2—9

3

Bezeichnen wir mit x5 die zweite Losung, also die einfache Nullstelle von f, so gilt
nach dem Satz von Vieta

233'1 + Xy = 0 bzw. To = —2{E1.
Die zweite Losung der Gleichung ist also

To = -2 —g

Zusatz: Wir haben beide Losungen mithilfe von p ausgedriickt. Die Formel von
Cardano liefert uns eine Losung, die als Term von ¢ angegeben ist. Wollen wir auch
die zweite Losung in Abhéngigkeit von ¢ ausdriicken, so konnen wir folgendermafsen
vorgehen: Die mit der Formel von Cardano erhaltene Losung /—4q ist wegen ¢ > 0
negativ, also muss Sie mit der einfachen Nullstelle xo = —2\/—_%’ iibereinstimmen
(im Einklang mit D(p,q) = 0). Wegen 221 + 25 = 0 < 2 = — x5 erhalten wir die

2
doppelte Nullstelle
1
x) = —5\3/ —4q = i’/g

2. Fall: ¢ < 0.

Die doppelte Nullstelle ist in diesem Fall negativ (vgl. Abbildung[6.8] (b)), also lautet
eine Losung der Gleichung

_ p
T = —4/—%.

3

Wieder sei x, die andere Losung, d.h. die einfache Nullstelle. Mit dem Satz von

Vieta erhalten wir
[/ D
$2:—2Z’1 =42 —g

15Es wird hier verwendet, dass eine doppelte Nullstelle von f auch eine Nullstelle von f’ ist. Vgl.

Satz [[.3]in Anhang [A.]]
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Zusatz: Erneut konnen wir beide Losungen auch in Abhéngigkeit von ¢ ausdriicken:
Wegen ¢ < 0 ist die mit der Formel von Cardano erhaltene Losung /—4q positiv,
also muss Sie mit x5 = 2\/—_%J iibereinstimmen. Mit dem Satz von Vieta erhalten
wir als zweite Losung

1 1, q
= —— = —— —4 =3 —.
T T oV \/;

Will man insgesamt weniger formal bzw. lieber beispielhaft an konkreten Gleichun-
gen arbeiten, so ist folgendes Vorgehen denkbar:

Es wird zunéchst an den Satz von Vieta fiir quadratische Gleichungen erinnert und
darauf aufbauend der Satz von Vieta fiir Gleichungen dritten Grades entwickelt.
Unterstiitzt durch Beispiele wird herausgearbeitet und mit dem Satz von Vieta
begriindet, dass die Summe aller Losungen einer kubischen Gleichung ohne qua-
dratisches Glied Null ergibt. Betrachtet man nun kubische Gleichungen der Form
23 + pr + ¢ = 0 mit nur zwei Losungen a und b, so stellt man fest, dass a + 20 =0
oder 2a + b = 0 gilt, je nachdem welches die einfache und welches die doppelte
Nullstelle des Polynoms x® + px + ¢ ist. Sagen wir, a sei die einfache Nullstelle und
b die doppelte. Dann gilt a + 2b = 0 und man kann a aus b bestimmen und anders
herum.

Bestimmt man nun eine Losung einer kubischen Gleichung mit D(p, ¢) = 0 mithilfe
der Formel von Cardano, so miisste man nur wissen, ob es sich um die einfache oder
um die doppelte Nullstelle handelt. An dieser Stelle wére es akzeptabel, anhand der
Betrachtung einiger Beispiele zu beobachten, dass die Formel von Cardano stets die
einfache Nullstelle a liefert. Ein Beweis muss nicht zwingend erbracht werden. Die
zweite Nullstelle kann dann geméfs

1 1 q
b: _— = ——3 —4 = 3 -
2% T TV \@

berechnet werden.

VIII Eliminierung des quadratischen Gliedes anhand konkreter Beispiele
Wir haben bisher nur kubische Gleichungen ohne quadratisches Glied gelost und
wollen uns von dieser Einschriankung befreien. Erfreulicherweise gliickt die Reduk-
tion einer allgemeinen kubischen Gleichung der Form

B 4ar’+br+c=0

auf eine Gleichung ohne quadratisches Glied mit einer uns mittlerweile sehr vertrau-
ten Technik: Wir suchen ein Binom der Form (z+u)?3, welches den quadratischen Teil
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ax? bereits enthilt und passen den Rest der Gleichung entsprechend an. Es ist eine
legitime didaktische Reduktion, diese Rechnung beispielgebundenm durchzufiihren.

Wir betrachten etwa die Gleichung
2® 4+ 62> + 22+ 3 =0. (6.1)

Es gilt
(v +2)% =2 + 62° + 122 + 8,

also ergénzen wir die fehlenden Teile auf beiden Seiten von Gleichung (/6.1):

2 4+6224+2:+3=0
& PP 4+622+120+8=10x+5
& (r+2)P—-102-5=0.

Wir wollen auch im linearen Teil der Gleichung zu der neuen Variablen (z + 2)
tibergehen, beachten —10(z +2) = —10x — 20 und ergénzen daher auf beiden Seiten
—15:

(r+2)° 102 -5=0
& (z+2)* 102 —20=—15
& (24+2)* —10(x +2)+ 15 =0.

Die letzte Gleichung ist eine kubische Gleichung ohne quadratisches Glied in der
Unbekannten y = x + 2. Wir konnen diese mit der Formel von Cardano 16sen, denn
mit p = —10 und ¢ = 15 gilt

D= (5)"+ (2)' =190+ 20

Als Losung der Ausgangsgleichung erhalten wir

—15 —15
xr = </7+ D(IM])JFQ/T— D(p,q) — 2~ —5,74.

Die beispielgebundene Eliminierung des quadratischen Gliedes lésst sich ohne Pro-
bleme auf eine Gleichung mit Parametern iibertragen, was in Lemmal5.1]in Abschnitt
durchgefiihrt wurde. Natiirlich kann die resultierende Gleichung eine negative
Diskriminante besitzen, so dass die Formel von Cardano nicht anwendbar ist. Wir
kénnen dann die in Abschnitt vorgestellte Technik verwenden, um die Losungen
zu ermitteln.

167Zum Begriff der beispielgebundenen Beweisstrategie siehe etwa Padberg (2007), S. 2.
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IX Untersuchungen fiir den Fall D(p,q) <0

Die in den Abschnitten [5.6.2] und [5.6.3| dargestellten Uberlegungen sind auch oh-
ne Kenntnisse komplexer Zahlen, etwa mit Oberstufenschiilern, zu bewéltigen. Zu
beachten ist, dass einige notwendige Werkzeuge (wie z. B. die Additionstheoreme
fiir Sinus und Kosinus) heute nicht mehr zum obligatorischen Schulstoff Zéihlenm
Selbstverstandlich kann dies auch als Anlass fiir Exkurse genommen werden.

17ygl. Ministerium fiir Bildung und Wissenschaft des Landes Schleswig-Holstein| (2012) sowie
Kultusministerkonferenz| (2002)



Kapitel 7

Fachdidaktische Betrachtungen II

Im folgenden Kapitel werden zunéchst in Abschnitt Moéglichkeiten zur Visua-
lisierung der bisher behandelten Losungsverfahren fiir quadratische und kubische
Gleichungen vorgestellt. In Abschnitt wird ein geometrisches Verfahren zum Lo-
sen quadratischer Gleichungen diskutiert, welches in Abschnitt auf Gleichungen
beliebigen Grades verallgemeinert wird.

7.1 Zwei GeoGebra-Applets

7.1.1 Ein Applet zum graphischen Losen quadratischer Gleichungen

Wir wollen hier ein einfaches GeoGebra-Applet zum Veranschaulichen der quadra-
tischen Erginzung erzeugen und betrachten dazu die Gleichung 2? + pz +q = 0
bzw.

2%+ pr = —q. (7.1)

Wir interpretieren x als unbekannte Streckenlénge, setzen also x > 0 voraus, und
fassen —¢ als Flacheninhalt auf, so dass wir zudem —q > 0 (also ¢ < 0) fordern. Da
auch der Ausdruck pr als Flacheninhalt interpretiert wird, nehmen wir aufserdem
p >0 an.

Der gewéhlte Ansatz ist eine Substitution der Form y = x + w, wobei wir auch
y,u > 0 als Streckenldngen auffassen. Wir erhalten

v = 2 + 2ux + u?,
woraus wir wie bereits gesehen

_bp
u = -
2

und yVP=u?—gq
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ableiten. Gleichung ([7.1)) ist also erfiillt, falls das Quadrat mit der Seitenldnge y den
Flicheninhalt u? — ¢ besitzt, bzw. wenn

ist.

Das gewiinschte Applet kann nun folgendermafsen aufgebaut werden: Die Parameter
p und ¢ sind einzugeben, und wir definieren u = £ als Termobjekt. Wir zeichnen
eine Strecke von beliebiger Léinge xg und verlingern diese um u. Indem wir die Stre-
ckenlénge x( verdndern, verdndern wir die Lange y = xo + u der gesamten Strecke.
Stellen wir z( so ein, dass das Quadrat mit der Seitenldnge y den Flacheninhalt

u? — ¢ besitzt, so ist zy eine Losung der Gleichung ([7.1]).

Im Folgenden wird die Erstellung des Applets detailliert erlautert. Die einzelnen
Schritte konnen anhand von Abbildung (a) nachvollzogen werden.

p=>5qg=-33 p=>5qg=-33
To = ‘OX‘ =3.14 Tro— ‘OX‘ = 375
G F D G F
D,
C

2R 0
N N

(a) (b)

Abb. 7.1: moéglicher Grundaufbau eines GeoGebra-Applets zum néherungsweise, graphi-
schen Losen quadratischer Gleichungen

1. Setze einen Punkt X auf der negativen z-Halbachse und definiere zy als den
Abstand von X zum Koordinatenursprung O.

2. Erstelle Eingabefelder fiir die Parameter p, q.
3. Definiere u = § als Termobjekt.

4. Zeichne einen Kreis um X mit dem Radius u. Der Schnittpunkt des Kreises
mit der x-Achse, der links von X liegt, sei A.
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5. Errichte ein Quadrat ABC' D iiber der Strecke AB wobei B = O der Koordi-
natenursprung sei.

6. Definiere w = y/u? — ¢ als Termobjekt und den Punkt F = (w, 0).
7. Errichte ein Quadrat BEFG iiber der Strecke BE.

Das Applet ist nun funktionstiichtig. Positioniert man den Punkt X so, dass die
Quadrate ABC'D und BEFG denselben Flacheninhalt besitzen (vgl. Abbildung
(b)), so ist zy = |OX| eine Losung von Gleichung (7.1)). Man kann das Applet zur
besseren Veranschaulichung noch vervollstdndigen, indem man auf der linken Seite
die Zerlegung in Teilfiguren ergénzt und die Gleichung sowie die Flacheninhalte
anzeigen ldsst (siehe Abbildung [7.2).

p=5 2450+ (=33)=0| ¥ =974+2-78+6.25=231.59 p=>5 22 +5r+(=33)=0| ¥’ =1422+2-9.43+6.25=39.33
q=—33 20 =3.12 —q+u*=39.25 g=-33 z0 = 3.77 —q+u?=139.25
G D C|G F
D F
c u?=6.25 ur = 9.43

w?=6.25| ur="18

2 _
—q+u® =39.25 —q+u” = 3925

4 ur =943 2% =14.22
ur = 7.8 22 =9.74

Abb. 7.2: das vollsténdige Applet zum graphischen Lésen quadratischer Gleichungen

7.1.2 Ein Applet zum graphischen Losen kubischer Gleichungen

Nun soll ein Applet zum Losen einer Gleichung der Form 23 + pz 4+ ¢ = 0 bzw.
2° + pr = —q (7.2)

erzeugt werden. Das Vorgehen orientiert sich am Applet fiir quadratische Gleichun-
gen. Erneut interpretieren wir z als unbekannte Streckenlédnge, setzen also = > 0
voraus. Der Ausdruck —g auf der rechten Seite von (7.2)) wird als Volumen aufge-
fasst, so dass wir —¢ > 0 (bzw. ¢ < 0) annehmen. Damit auch auf der linken Seite
ein positiver Ausdruck steht, setzen wir noch p > 0 voraus. Folglich ist die Diskrimi-
nante der Gleichung strikt positiv, womit sie genau eine Losung besitzt. Wegen
g < 0 ist diese Losung zwangslaufig positiv. Wir substituieren y = = + u (y,u > 0)
und erhalten
y® = 2% + 3yux + u,
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was dquivalent ist zu

23 4+ 3yuxr = y* — ud.

Durch Koeffizientenvergleich mit ((7.2) erhalten wir
M 3uy=p und (1) y* —u® = —q.
Wir formen (I) dquivalent um:

uy=p & 3Bu(xr+u)=p
p
3
T\2 p T\ 2
@ (vr3) =5+ (3)

__7 p <f>2
G U=y 3T 3

Auch die letzte Umformung ist dquivalent, da u nach Voraussetzung positiv ist.
Durch Umstellen von Gleichung (II) erhalten wir

& u2+ux:

yP=u’—q.

Das bedeutet, dass Gleichung ((7.2)) erfiillt ist, wenn der Wiirfel mit der Kantenlédnge
y das Volumen u® — g besitzt bzw. wenn y = ¢/u? — ¢ ist.

Wir bauen das Applet folgendermafen auf: Die Parameter p und ¢ kénnen zunéchst
eingegeben werden. Wir zeichnen eine Strecke mit Variabler Léange zy. Da nun x,
und p gegeben sind, kann GeoGebra durch ein Termobjekt, die Streckenldnge

berechnen und die Strecke der Léange xy um wu verlingern. Im Unterschied zum
Applet fiir quadratische Gleichungen erwirkt eine Verdnderung von zy auch eine
Verénderung von u. Die Software setzt dies dynamisch um. Die Gesamtstrecke hat
nun die variable Lénge y = xg + u. Wir kdnnen durch ein Termobjekt aulerdem

berechnen und eine Strecke dieser Lange konstruieren lassen. Auch die Streckenlénge
w hingt von xo ab, dndert sich also, wenn z, verdndert wird. Uber beiden Strecken
errichten wir je einen Wiirfel und stellen die Streckenlange xy so ein, dass beide
Wiirfel gleiche Kantenldngen, d. h. gleiche Volumina, besitzen. Die jetzt eingestellte
Streckenlénge x ist folglich eine (und zwar aufgrund unserer Voraussetzungen die
einzige) Losung von Gleichung (7.2).

Die Umsetzung des Grundaufbaus gleicht fast der des Applets fiir quadratische Glei-
chungen. Die einzelnen Schritte konnen daher erneut anhand von Abbildung 7.1 (a)
nachvollzogen werden.
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1. Setze einen Punkt X auf der negativen x-Halbachse. Definiere z als den Ab-
stand von X zum Koordinatenursprung O.

2. Fiige Eingabefelder fiir p und ¢ hinzu.

3. Definiere das Termobjekt u = —% + /% + (%0)2

4. Zeichne einen Kreis um X mit Radius u. Der Schnittpunkt A des Kreises mit
der x-Achse links von X ist der untere, linke Eckpunkt des Wiirfels mit dem
Volumen 7°.

5. Errichte das Quadrat ABCD iiber der Strecke AB (wie oben sei B = O). Es
handelt sich um die nach vorn weisende Flache des Wiirfels mit der Kanten-
lange y.

6. Definiere das Termobjekt w = {/u3 — ¢ und den Punkt F = (w,0).

7. Errichte ein Quadrat BEFG iiber der Strecke BE. Es handelt sich um die
nach vorn weisende Fléche des Wiirfels mit der Kantenlénge w.

Das Applet ist nun funktionstiichtig. Positioniert man den Punkt X so, dass die
Quadrate ABC'D und BEFG flachengleich sind, dann sind die (bisher nicht ver-
anschaulichten) Wiirfel mit diesen Seitenflichen volumengleich und zy = |OX]| ist
eine Losung von Gleichung . Schlussendlich kann man das Applet noch op-
tisch aufwerten, indem man die Quadrate zu Wiirfeln vervollstandigt, die zu 16sende
Gleichung neben einigen weiteren Informationen anzeigen lésst und die Achsen aus-

blendet (siehe Abbildung (7.3)).

p=17 o+ 172 + (~186) = 0 y* = 114.56691 p=17 o'+ 172 + (~186) =0 Y’ = 186.62438
q=-186 = = 3.69000 —q+ P = 187.58827 q=-186 @ = 4.72304 —q+u* = 186.97502

'
'
'
'
'
I L St TR N .
N N
N
N
N
N
N x

Abb. 7.3: Das Applet veranschaulicht die kubische Ergdnzung und zeigt z. B. eine korrekte
Niherungslosung fiir die Gleichung 23 + 17z — 186 = 0 an.
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7.2 Carlyle-Kreise

Im Folgenden soll eine graphische Methode zum Finden von Néherungs-Losungen
quadratischer Gleichungen erldutert werden, die eine natiirliche Verallgemeinerung
auf Polynom-Gleichungen beliebigen Grades zuldsst. Die Methode geht laut DeTem-
ple (1991) zuriick auf den schottischen Historiker Thomas Carlyldl}

Wir wollen hier die Gleichung
> +pr+q=0 (7.3)

geometrisch 16sen. Wir arbeiten dazu im kartesischen Koordinatensystem und es
sei A = (0,1) sowie B = (—p,q). Der Kreis K mit dem Durchmesser AB heift
Carlyle-Kreis zur Gleichung . Die Methode von Carlyle ist im folgenden Satz
formuliert.

Satz 7.1. Die Menge K N {(x,0) | x € R} der Schnittpunkte des Carlyle-Kreises
mit der x-Achse stimmt mit der Menge der reellen Liosungen von Gleichung
tiberein.

Bewers. Zunachst sei p < 0 und ¢ > 0. Es sei M := Mg der Mittelpunkt und »
der Radius von K. Dann gilt M = (—g, q+1) und

2

P\, (a+1 p\?, (a—1)
= A= [(B) + (=) = (E) + (5 )
r=1MA \/ 2 +( 2 ) \/ 2) T\ 2
K schneidet die z-Achse also genau dann nicht, wenn
ol ey (1) s
2 2 2
gilt. Wir formen diese Bedingung dquivalent um:
el ey (et 2 rl, J@) + (2 :
5 \/2 + 5 >0 & 5 > 5 + 5
2 N2 5
g (1) o (=1) s (@)
2 2 2

p2
<:>0><—>—
9 q

An der mit (*) markierten Stelle liegt eine Aquivalenzumformung vor, da wegen
g > 0 beide Seiten in der vorherigen Zeile positiv sind. Gleichung ([7.3]) besitzt also

'Bevor Carlyle (1795 — 1881) sich der Geschichte widmete, unterrichtete er Mathematik und
tibersetzte Legendres ELEMENTS DE GEOMETRIE ins Englische (vgl. DeTemple| (1991)), S. 98).
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genau dann keine reellen Losungen, wenn K keinen Schnittpunkt mit der x-Achse
besitzt.

Nun schneide K die 2-Achse in den Punkten L; = (x1,0) und Ly = (22,0) mit
x1 < x5 (vgl. Abbildung(7.4|(a)).

By, =(0,q) B=(-p,q)

A=(0,1)

Abb. 7.4: (a) der Fall p < 0 und ¢ > 0; (b) der Fall p < 0 und ¢ < 0.

Bevor wir den weiteren Beweis im Detail durchgehen, wollen wir die wunderbar
einfache Beweis-Idee anhand dieser Abbildung kurz skizzieren. Wir werden zeigen:

Aus Symmetriegriinden gilt 2, + x5 = —p. Weiterhin erhélt man aus der Ahnlichkeit
des blauen und des griinen Dreiecks: %2 = xil, also x1 - 19 = ¢. Mit dem Satz von

1
Vieta folgt daraus die Behauptung.

Nun fithren wir die Details aus: Der Fall L; = Lo ist ausdriicklich zugelassen. Es
seien By := (—p,0) und By := (0, ¢q) die orthogonalen Projektionen von B auf die
x-Achse bzw. y-Achse und ¢ das Lot von M auf die z-Achse. Das Lot schneidet
die x-Achse bei z = —2£. Folglich ist B, das Bild von B unter der Spiegelung an
(. Es folgt By € K, also ist By neben A der zweite Schnittpunkt von K mit der
y-Achse (oder By = A ist Beriihrpunkt von K mit der y-Achse). Wegen ¢ > 0 liegen
die Schnittpunkte auf der positiven y-Halbachse. Da aufserdem p < 0 gilt, liegt
M = (—’—2’, %) im 1. Quadranten und folglich liegen L; und Ls auf der positiven z-
Halbachse, d. h. z1, 9 > 0. Auch die Punkte L; und L, liegen symmetrisch beziiglich
¢ und ebenfalls By und der Koordinatenursprung O. Es folgt x; = |OL,| = |L2B|

und wir erhalten
1+ X9 = ’L2B1| + |OL2‘ = |OB1| = —p. (74)

K ist der Thaleskreis {iber AB und es gilt L, € K. Folglich besitzt das Dreieck
ALsB einen rechten Winkel im Punkt Ly und daher gilt o/ + g = 90° (Winkel-
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bezeichnungen laut Abbildung (a)). Offenbar sind auch die Dreiecke OLs A und
Ly B1 B rechtwinklig. Wir erhalten o + 5 = 90°, also @ = o/. Aus tan(a) = x2 und
tan(a’) = L folgt nun z, = ;L was dquivalent ist zu

Ty -T2 = (.

Zusammen mit ((7.4)) folgt unter Anwendung des Satzes von Vieta, dass z; und z
die Lésungen von Gleichung ([7.3]) sind.

Nun betrachten wir den Fall p < 0 und ¢ < 0. Dann liegt B = (—p, ¢) unterhalb
der z-Achse und A = (0, 1) oberhalb der z-Achse. Wegen A, B € K besitzt K also
stets zwei Schnittpunkte L; = (z1,0) und Ly = (x9,0) mit der z-Achse (siche

Abbildung [7.4{(b)).

By = (0, q) ist Schnittpunkt von K mit der y-Achse und liegt auf der negativen y-
Halbachse, wohingegen der zweite Schnittpunkt A auf der positiven Halbachse liegt.
Folglich liegt L, auf der negativen xz-Halbachse und L, auf der positiven z-Halbachse,
d. h. es gilt 1 < 0 und x5 > 0.

Wie im ersten Fall sieht man ein, dass B; und O symmetrisch beziiglich ¢ liegen und
ebenso L; und Ls. Es folgt

71| = [L10] = | By L] .
Wegen x5 = |OLs| und z; < 0 folgt daraus
T1+ T9g = X9 — |ZE1| = ’OL2| — |B1L2| = |OB1| = —p.

Ebenfalls wie im ersten Fall erkennen wir o + 8 = 90° und a+ 5 = 90°, also o = «’.

Aus tan(a) = x2 und tan(a’) = =L = L folgt x5 = ;- bzw.

Ty -T2 =(,
und der Satz von Vieta liefert wie oben die Behauptung.

Falls p > 0 ist, liegt jeweils eine beziiglich der y-Achse spiegelbildliche Situation
vor, und die Argumentationen lassen sich unter Beachtung verénderter Vorzeichen
genauso fiihren wie eben gesehen. Die Fille p = 0 bzw. ¢ = 0 sind ebenfalls leicht
einzusehen; wir verzichten auf eine Darstellung. O]

Es sei angemerkt, dass es weitere elementare Beweise fiir den Satz von Carlyle
gibt. In DeTemple (1991) wird ein Beweis unter Verwendung des Sehnen- und des
Sekanten-Satzes durchgefiihrt und auf die Mdglichkeit eines weiteren Beweises mit-
hilfe des Satzes von Pythagoras hingewiesen. Dariiber hinaus zeigt DeTemple auf,
dass sich die Methode von Carlyle erweitern lasst, um auch komplexe Nullstellen
quadratischer Polynome zu finden. Der hier durchgefiihrte Beweis hat den Vorteil,
dass er sich gut zur Verallgemeinerung eignet, um die im folgenden Abschnitt vorge-
stellte Methode von Lill zum Finden der Nullstellen von Polynomen hoheren Grades
auf elementarem Niveau herzuleiten.



7.3. DIE METHODE VON LILL 189

Wir wollen die Einfachheit der Methode von Carlyle abschliefsend an zwei Beispielen
illustrieren. Suchen wir etwa eine Niherungslosung zu 2% — 7x + 4 = 0, so zeichnen
wir einen Kreis mit dem Durchmesser AB zu A = (0, 1) und B = (7,4). Die Schnitt-
stellen mit der x-Achse sind die Losungen. (vgl. Abbildung (a)). In Abbildung
(b) wurden die Losungen zur Gleichung z2 — 7 = 0, also Niherungen fiir —/7
bzw. /7 , ermittelt.

Abb. 7.5: zwei Beispiele fiir die Anwendung der Methode von Carlyle

7.3 Die Methode von Lill

Die Methode von Carlyle zur Bestimmung der Nullstellen quadratischer Polynome
lasst sich auf Polynome hoheren Grades verallgemeinern. Im Beweis von Satz
haben wir im ersten Fall den rechtwinkligen Streckenzug AO; By B mit

|AOy| =1, |OBy| = —pund |B1B|=¢q

betrachtet (vgl. Abbildung (a)). In diesen Streckenzug war der kiirzere, eben-
falls rechtwinklige Streckenzug AL,B eingezeichnet. Wir haben festgestellt, dass
T3 = tan(a) eine Nullstelle von 2% + px + ¢ ist. Entscheidend fiir den Beweis war die
Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke AOLy (blau) und LyByB (griin). Um die
Methode von Carlyle zur Methode von Lill zu verallgemeinern, werden wir zu ei-
nem beliebigen Polynom mit zunéchst positiven Koeffizienten einen rechtwinkligen
Streckenzug zeichnen, dessen Streckenldngen mit den Koeffizienten des Polynoms
iibereinstimmen. Dieser sogenannte dufsere Streckenzug wird durch einen inneren,
ebenfalls rechtwinkligen Streckenzug ergénzt. Auf diese Weise entstehen n recht-
winklige, zueinander &hnliche Dreiecke, wobei n der Grad des Polynoms ist. Als
Nullstelle erhalten wir z = —tan(«), falls die Endpunkte von innerem und &dufe-
rem Streckenzug zusammenfallen. Hierbei bezeichnet o den Dreiecks-Innenwinkel
im gemeinsamen Ausgangspunkt der beiden Streckenziige.
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Die Methode von Lill geht zuriick auf M. E. Lill, einen Osterreichischen Militér-
Ingenieur, der sein Verfahren in |Lill (1867) verdffentlichte und auf der Weltaus-
stellung 1867 in Paris als eine Maschine zur Bestimmung reeller Nullstellen von
Polynomen vorstellte. Auch wenn das Verfahren heutzutage wenig verbreitet zu sein
scheint, wird doch fast vom Zeitpunkt seiner ersten Veroffentlichung an immer wie-
der von verschiedenen Autoren Bezug darauf genommen | So wurden im Laufe der
Jahre verschiedene Verallgemeinerungen und Varianten von Lills Methode entwickelt
und beschrieben. Das Verfahren eignet sich in besonderem Mafe zur dynamischen
Visualisierung. Verschiedene Webseiten bieten weiterfithrende Informationen sowie
interaktive Animationen an Pl

7.3.1 Ein spezieller Fall

Wir betrachten das Polynom
f(x) =azx* + bz’ + ca® +dx +e

und setzen voraus, dass die Koeffizienten a, b, ¢, d, e positiv sind. In Abschnitt
wird eine allgemeine Version der Methode von Lill formuliert und bewiesen, die sich
auf Polynome beliebigen Grades mit beliebigen Koeffizienten anwenden lédsst. Doch
zunachst wollen wir hier einige exemplarische Einsichten gewinnen, die auch fiir
Schiiler zugéanglich sind.

Wir konstruieren einen Streckenzug ABC' DEF mit folgenden Eigenschaften

1. AB1 BC, BC LCD, CD 1 DEund DE | EF.
2. Die Dreiecke ABC, BC'D, CDFE und DEF sind positiv orientiert.

3. |AB| =a, |BC| =0, |CD|=¢, |DE|=dund |EF|=c.

Wir nennen ABCDEF den dufleren Streckenzug des Polynoms f. Dieser entsteht
anschaulich gesprochen, indem man eine Strecke der Lénge a zeichnet, im rechten
Winkel links abbiegt und eine Strecke der Lange b zeichnet, im rechten Winkel links

abbiegt usw. (vgl. Abbildung [7.6] (a)).

Wir konstruieren nun einen weiteren Streckenzug (vgl. Abbildung (b)). Es sei
W € BC'. Die Orthogonale zu AW durch den Punkt W schneide CD im Punkt
X. Die Orthogonale zu WX durch den Punkt X schneide DE im Punkt Y. Die
Orthogonale zu XY durch den Punkt Y schneide FF' im Punkt Z. Der Streckenzug
AW XY Z heilst innerer Streckenzug des Polynoms f. Es sei a der Innenwinkel des
Dreiecks ABW im Punkt A.

2 Today, Lill’s method seems to be largely forgotten, despite periodic efforts to publicize it.“
(Kalman| (2009), S. 13)
JSiehe |[Kalman| (2013) sowie [Bradford| (2013)) (Webseiten).
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D c C D c X C
Y
d d
o—o b P
E e F E Z F b
w
[a]
A a B A a B

(a) (b)

Abb. 7.6: duferer und innerer Streckenzug des Polynoms f(z) = ax* + bx® + ca® + dx + e
mit a,b,c,d,e >0

Offenbar ist die Lage des Punktes Z von der Grofe des Winkels o abhéngig. Man
kann z. B. mit GeoGebra eine dynamische Konstruktion erzeugen, die es einem er-
laubt, den Punkt W auf BC zu verschieben, um den Winkel « so einzustellen, dass
die Endpunkte von #uferem und innerem Streckenzug zusammenfallen [T Der Satz
von Lill besagt:

zo = — tan(«) ist genau dann eine Nullstelle von f, wenn Z = F gilt.

Abbildung [7.7] (a) zeigt eine Situation, in der — tan(«) eine Nullstelle von f ist.

D c X C D C X C1 C
dy
Y Y,
d
dy
by
[ b [
E Z=F Eergzep
W w
by
&3 «
A a B A a B

(a) (b)

Abb. 7.7: (a) 4 = — tan(«) ist eine Nullstelle von f. (b) Bezeichnungen fiir den Beweis

4Falls dies moglich ist. Das héingt natiirlich von den Koeffizienten des Polynoms ab.
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Beweis. Es seien by, by die Langen der Abschnitte BW bzw. W, in die der Punkt W
die Strecke BC' unterteilt. Analog seien die Abschnitte auf den Strecken C'D,; DE und
EF bezeichnet (vgl. Abbildung[7.7] (b)). Aufgrund der Rechtwinkligkeit von innerem
und dufserem Streckenzug sind alle in der Abbildung markierten Winkel gleich grofs.
Folglich sind die vier Dreiecke ABW, W CX, XDY und Y EZ zueinander dhnlich.

Es gilt b = atan(a) = —ax,, woraus
by =0b—by =azr,+0b
folgt. Weiter gilt ¢; = by tan(a) = —byzy = —(az4 + b)z4, also
ey =c—c = (axy +b)xo +c = ax’ +bry + c.
Auf dieselbe Weise erhalten wir dy = az? + b2 + cx,, + d und schlieflich
ey = axh + bxd + cal + drg + e = f(24).

Das bedeutet
flzg) =0<=ey=0«<= Z=F.

[]

Wir haben sogar mehr gezeigt als urspriinglich behauptet. Der Abstand e; der Punk-
te Z und F ist stets der Funktionswert von f an der Stelle z,,. Liegt Z wie in unserer
Abbildung auf der Strecke E'F, so ist f(x,) positiv. Trifft der letzte Arm des in-
neren Streckenzugs die Strecke F'F' nicht, so kénnen wir Z als Schnittpunkt der
Orthogonalen zu XY im Punkt Y und der Geraden EF definieren. In diesem Fall
ist f(zo) =—|FZ]|.

Linearfaktoren abspalten

Wir wollen eine weitere Erkenntnis festhalten. Es sei a so gewéhlt, dass z, eine
Nullstelle von f ist. Wir kénnen dann den inneren Streckenzug von f als dufseren
Streckenzug eines neuen Polynoms g(x) = ax?® +ba? 4z +d auffassen (vgl. Abbildung
(a)). Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Polynomen f und ¢g? Man
hofft vielleicht, dass g aus f durch Abspalten des Linearfaktors (z — z,) entsteht,
also dass f(x) = (x — z,)g(x) gilt. Die Rechnung

(ax® 4+ bx? + éx 4 d)(z — 24) = az* + (b — axa)2® + (6 — brg)2® + (d — éxa)x — dzg

zeigt jedoch bereits am hochsten Koeffizienten, dass dies bestenfalls bis auf einen
konstanten Faktor richtig sein kann. Der Faktor miisste folglich £, also cos(«) sein

(vgl. Abbildung [7-g (a)). ’
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X C1 C
<
by
w
by
a B

(b)

Abb. 7.8: Der innere Streckenzug von f ist duferer Streckenzug zu g(x) = axd+bx?+éx+d.
To, = — tan(ag) ist eine zweite Nullstelle von f.

Wir priifen dies nach. Der hochste Koeffizient des Polynoms cos(a)g(z)(x — x4) ist
acos(a) = a. Der zweite Koeffizient ist

cos(a)(b — axs) = cos(a)b — cos(a)zqi
= by + cos(a) tan(«a)a
= by +sin(a)a
= by+0b =0

Ebenso sieht man

cos(@)(é —bzy) =c¢ und  cos(a)(d — éxa) = d
ein. Schlussendlich gilt noch cos(a)(—dz,) = cos(a) tan(a)d = e, womit wir
f(z) = cos(@)(z — za)g(x)
bewiesen haben.

Wir kénnen also eine weitere Nullstelle von f bestimmen, indem wir eine Nullstel-
le von g bestimmen. Dazu zeichnen wir in den inneren Streckenzug einen dritten

Streckenzug (vgl. Abbildung [7.8] (b)).

Polynome mit Koeffizienten in umgekehrter Reihenfolge

Wir betrachten noch einmal das Polynom f(z) = az* + ba® + cx? + dx + e mit
seinem &dufseren und seinem inneren Streckenzug. Der Winkel « sei so gewahlt, dass

T, = — tan(«) eine Nullstelle von f ist (vgl. Abbildung[7.9).
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Abb. 7.9: innerer und duerer Streckenzug zu f(z) = az* + bx® + cx? +dr + e

Wir kénnen nun den dufseren Streckenzug in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen,
d.h. den Streckenzug FEDCBA betrachten. Dies ist ein duflerer Streckenzug des
Polynoms, das aus f durch Umkehren der Reihenfolge der Koeflizienten entsteht,
also von f*(z) := ex* 4+ da® + cz® + bx + a. Der Streckenzug ,biegt zwar stets nach
rechts statt nach links ab“, man macht sich aber leicht klar, dass der Beweis der
Methode von Lill auch in diesem Fall analog gelingt. Der zu betrachtende Winkel
ist nun S anstelle von « (vgl. Abbildung und wir wissen a + 8 = 90°. Weil
innerer und &ufserer Streckenzug denselben Startpunkt besitzen, ist x5 := — tan(3)
eine Nullstelle von f*. Es gilt
1 1
tan(a) x4

Wir haben somit bewiesen: Fiir jede Nullstelle x # 0 von f ist 1/x eine Nullstelle
von f*. Man sagt auch, dass das Umkehren der Koeffizienten eines Polynoms zu rezi-
proken Nullstellen fiihrt. Diese Tatsache ldsst sich auch direkt nachrechnen, erfahrt
durch die Methode von Lill aber eine neue Veranschaulichung.

x5 = —tan(f) = —tan(90° — o) =

7.3.2 Eine allgemeine Version

Wir haben uns bisher auf Polynome vom Grad vier mit positiven Koeffizienten
beschrénkt. In diesem Abschnitt wollen wir uns von diesen Einschriankungen l6sen
und eine allgemeine Version der Methode von Lill formulieren und beweisen. Bevor
dies in aller Exaktheit durchgefiihrt wird, soll die Funktionsweise der allgemeinen
Methode anschaulich beschrieben werden. Wir betrachten ein beliebiges Polynom

f(x) = apx™ + ayz™ '+ ...+ an_1z +ay,

mit ag, ay,...,a, € R. Der dufere Streckenzug AgAz ... A1 zu f entsteht folgen-
dermafsen: Es sei Ag := (0,0). Wir stehen im Punkt Ay mit Blickrichtung entlang
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der positiven xz-Halbachse. Von dort schreiten wir eine Strecke der Lange ag bis zum
Punkt A; ab. Dabei gehen wir vorwarts, wenn aq positiv ist, und riickwérts, wenn
ap negativ ist. Im Punkt A; drehen wir uns um 90° nach links und schreiten eine
Strecke der Lénge a; bis zum Punkt As ab. In Ay drehen wir uns erneut um 90°
nach links und schreiten eine Strecke der Lénge ay bis zum Punkt A3 ab und so fort.
Stets gehen wir vorwarts, wenn a; > 0 ist, und riickwérts, wenn a; < 0 gilt. Ist ein
Koeffizient a; = 0, so fithren wir zwar die Vierteldrehung im Punkt A; aus, gehen
aber weder vor noch zuriick. Es gilt dann also A; = A; ;1 (Abbildung [7.10| zeigt zwei
Beispiele).

) 6 Ay As
5 2 - Ag
4 \ A
Y °
A
2 — 2 Ay = As
Ay As \
- Al Al
Ay 4 7 10 Ao 3 6

Abb. 7.10: (a) AuRerer Streckenzug zu 4x* 4 52° — 322 + 3z + 3. (b) Auerer Streckenzug
zu 3x° + 2% — 422 + 3z — 2 (man beachte as = 0). Die Pfeile zeigen die Blickrichtung an.

Hierbei ist es durchaus moglich, dass ein Streckenstiick mehrfach abgelaufen wird,
was z. B. in Abbildung [7.10| (b) eintriite, wenn der Koeffizient vor z? positiv wiire.

Liegt nun ein duferer Streckenzug AgA; ... A,1 von Strecken mit den Langen
’AZA,L+1’:‘CL,L’ furz:O,,n

vor, so konstruieren wir den inneren Streckenzug By ... B, folgendermafen: Es sei
By := Ag. Nun wihlen wir einen beliebigen von A; verschiedenen Punkt By auf der
Geraden A;A,. Wir betrachten nun die zu ByB; orthogonale Gerade durch den
Punkt B;. Diese schneide die Gerade A5 A3 im Punkt Bs. Als nichstes betrachten wir
die zu By Bs orthogonale Gerade durch den Punkt Bs. Es sei B3 deren Schnittpunkt
mit A3A,. Analog konstruieren wir die Punkte By, ..., B,. Es sei o der Innenwinkel
des Dreiecks AgA;B; im Punkt Ay, falls dieses positiv orientiert ist. Andernfalls sei
« der Aufsenwinkel dieses Dreiecks im Punkt Ay,. Wie bereits im speziellen Fall sei
zo = — tan(«). Es gilt auch in der allgemeinen Situation, dass z, eine Nullstelle von
f ist, wenn die Endpunkte von innerem und duflerem Streckenzug zusammenfallen
und andernfalls nicht, d. h.

f($a) =0<«= B, = An+1~
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In Abbildung sind zwei Beispiele dargestellt.

5
‘ By
N i E Y
\ B2 !
-________5-_____:: . A2 A3 ____________
-7 2 \\\‘7 >
B ATTTB A
« Ay ! |
AO = BO 4 \\‘ 7: 10\ ,’I:Bl

(a) (b)

Abb. 7.11: (a) innerer und duferer Streckenzug zu 4x* + 52% — 322 + 3z + 3; (b) innerer
und duflerer Streckenzug zu 423 + 322 — 2

Das in (b) dargestellte Beispiel zeigt eine wichtige Besonderheit auf. Abgebildet
sind innerer und duferer Streckenzug des Polynoms 4x® + 322 — 2. Wegen ay = 0
gilt Ay = As, so dass die Gerade A, A3 nicht eindeutig festgelegt ist. Man muss in
diesem Fall, die ,,durch die zwischenzeitlich eingenommene Blickrichtung festgelegte*
Orthogonale zu A;As durch den Punkt As; verwenden, um Bs zu lokalisieren.

Exakte Formulierung und Beweis

Wir orientieren uns hier stark an der eleganten Darstellung von |[Kalman| (2009). Wir
unterscheiden im Folgenden Punkte von Vektoren, weshalb wir die Letztgenannten
als Spalten notieren. Es sei e := ((1]) der erste Standardbasisvektor, und

R =
1 0

sei die in Matrixdarstellung angegebene lineare Abbildung, die die Ebene um 90°
gegen den Uhrzeigersinn um den Koordinatenursprung dreht. Wir betrachten wieder

flz) =apx" + ey + ...+ ay

mit ag, . .., a, € R. Wir definieren nun zunéchst den dufseren Streckenzug Ay ... A,11
durch die Angabe von Vektoren vy, vy, ..., v,. Dies meint, dass Ay := (0,0) der Ko-
ordinatenursprung sei, und dass A; 1 aus A; fiir i = 1, ..., n durch eine Verschiebung
um v; entstehe. Um der oben gegebenen anschaulichen Beschreibung zu entsprechen,
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muss jeder Vektor v; in der Linge mit |a,| iibereinstimmen. Zudem muss beim Uber-
gang von v; zu v;;1 eine Vierteldrehung nach links erfolgen und das Vorzeichen von
a; muss zudem die Richtung von v; festlegen. Dies geschieht durch die Definition

v, == a;R'e firi=0,...,n.

Auch den inneren Streckenzug legen wir durch die Angabe von Vektoren fest. Wir
definieren dazu zwei Folgen uy, . .., u, und wy, ..., w, von Vektoren. Es sei By := Ay
und fiiri = 1, ..., n entstehe B; durch Verschiebung von A; um u;. Eine Verschiebung
von B; um w; liefert wiederum A;, 1, d. h., es gilt v; = w; + w; firi =1,...,n (vgl
Abbildung [7.12)).

A wy Bo\ us 1A
______________________ \
Vg = U + W2

w1
By
V1 = U+ wy
Uq
O
AOZBO Vo = Wy :Al \

Abb. 7.12: Die Vektoren v; legen den dufieren und die Vektoren u; den inneren Streckenzug
fest. w; ergénzt jeweils u; zu v;.

Wir definieren wug := (8). Der Winkel « sei zunéchst beliebig und alle weiteren

Vektoren definieren wir induktiv durch
uir1 = tan(a)Rw;  und  w; == v; — u; firi=0,...,n.

Man vergleiche zur Verdeutlichung die Abbildungen [7.12]und [7.13] Die letztgenannte
veranschaulicht zwei weitere mogliche Situationen fiir unterschiedliche Grofien des
Winkels a.

Wir wollen nun beweisen, dass die Streckenziige Ag...A,+1 und By...B, genau
dann einen gemeinsamen Endpunkt besitzen, wenn f(x,) = 0 gilt, wobei wie immer
To := —tan(a) sei. Offenbar gilt

0
Bn == An+1 < W, = <O>
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\: B, As V2 5 Ay U /}32

__________________ y S
w1 wa
_________________ "fl 3 U2 ! U9 BQ

(%1

g

Ao@ Vg = Wo uy

Ay = By Vo = Wo EA1 By
(a) (b)

Abb. 7.13: Veranschaulichung der Definitionen der Vektoren v;, u; und w; fiir verschiedene
Grofsen des Winkels «

Wir werden also nachweisen, dass w,, genau dann der Nullvektor ist, wenn f(x,) = 0
gilt. Dazu zeigen wir, dass flir i =1,...,n

w; = R'(apz!, + a1z 4+ ..o+ 174 + ai)e (7.5)
gilt. Wir fiihren dazu eine vollstdndige Induktion durch. Zunéchst gilt

wy =v; —u; = a;R'e—tan(a)Rwg
= a1Re+ xz,Rage
= R(apxq + ar)e.

Hierbei haben wir die Linearitdt von R verwendet. Nun sei ¢ € {1,...,n — 1} und
es gelte (7.5)). Dann folgt

_ _ i+1
Wi+1 = Vi1 — Ujp1 = (IZ‘_HRZ € — tan(a)Rwi
- ) . -
a1 R e+ zoR (R (aol, + ezl ' + ...+ aim12a + a;)e)

i+1 i+1 i 2
R (apxy ™ + a1zl + ... 4 ai 125 + a;To + aip1)e,

wobei wir erneut die Linearitdt von R verwendet haben. Die Induktion ist abge-
schlossen und es folgt insbesondere w,, = R" f(x,)e und damit

0
Bn:An+1<:>wn:(

o) = ) =o.

weil jede Potenz von R nur den Nullvektor auf den Nullvektor abbildet und ein
skalares Vielfaches von e genau dann der Nullvektor ist, wenn der Skalar Null ist.
Der Beweis ist abgeschlossen.
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Kalman| (2009)) weist auf einen weiteren bemerkenswerten Aspekt hin, der anhand
dieses Beweises deutlich wird. Wir haben die spezielle Gestalt der Drehmatrix R
nicht bendétigt, so dass man auch eine Drehung mit einem anderem Drehwinkel
¢ verwenden konnte. In diesem Fall sind dufserer und innerer Streckenzug nicht
rechtwinklig, sondern biegen lediglich in allen Eckpunkten im selben Winkel ¢ ab.
Als Nullstelle des Polynoms erhdlt man dann z,, = —sifli(n dff)a), vorausgesetzt die
Endpunkte von innerem und &ufserem Streckenzug fallen zusammen. Fiir ¢ = 90°
erhalten wir den ,rechtwinkligen Fall* wegen

sin(«) _ sin(«)
sin(90° — «) cos(av)

Ta900 = — = — tan(«)
als Spezialfall. Fiir eine ausfiihrlichere Erlduterung mit Abbildungen siehe Kalman
(2009)), S. 20/21.

7.3.3 Kubische Gleichungen durch Origami l6sen

Die Methode von Lill legt die Frage nahe, ob sich der innere Streckenzug, zu gege-
benem &ufseren, mit Zirkel und Lineal konstruieren lésst, d. h., ob eine konstruktive
Losung allgemeiner Polynomgleichungen im Sinne der klassischen Elementargeome-
trie existiert. Dies ist leider nicht der Fall[’| aber verschiedene Autoren zeigen auf,
dass sich die Losungen allgemeiner kubischer Gleichungen durch Origami konstru-
ieren lassen | Die folgende Darstellung ist angelehnt an [Hull (2011)).

Unter einer Konstruktion durch Origami versteht man das Erzeugen von Faltlinien
(Geraden) durch Falten und anschliefsendes Entfalten eines Blattes Papier. Punkte
entstehen als Schnittpunkte von Faltlinien. Um zu entscheiden, welche Konstruktio-
nen moglich sind, muss man sich auf gewisse Grundkonstruktionen (Axiome), die
als durchfithrbar angenommen werden, einigen. Weithin anerkannt ist das aus sechs
Grundoperationen bestehende Huzita-Aziomensysten]’ welches wir hier zugrunde
legen wollen. Die Axiome lauten:

(O1) Sind zwei Punkte A, B gegeben, so konnen wir eine Faltlinie erzeugen, die
durch A und B verlauft (vgl. Abbildung (a)).

(O2) Sind zwei Punkte A, B gegeben, so konnen wir eine Faltlinie erzeugen, die A
und B zur Deckung bringt (vgl. Abbildung (b)).

(03) Sind zwei Geraden g, h gegeben, so kénnen wir eine Faltlinie erzeugen, die g
und h zur Deckung bringt (vgl. Abbildung (c)).

5 Straightedge and compass constructions [...] can only solve general quadratic equations. (Hull
(2011), S. 309)

“Man siehe etwa [Lang] (2010)) oder [Hull| (2011). Letzterer betont, dass die Italienerin Margharita
P. Beloch die erste war, die dies herausfand (Beloch| (1936))).

"Man siehe etwa [Lang (2010), S. 42/43. Hier werden alle sechs Grundoperationen aufgelistet
und erldutert. Es wird aufterdem auf die Erweiterung durch ein siebtes Axiom zum Huzita-Justin-
Aziomensystem hingewiesen, von der wir keinen Gebrauch machen.
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Abb. 7.14: die Huzita-Axiome (O1), (O2) und (03)

(O4) Ist ein Punkt A und eine Gerade g gegeben, so kénnen wir eine zu g orthogonale
Faltlinie erzeugen, die durch A verlduft (vgl. Abbildung (a)).

(O5) Sind zwei Punkte A, B und eine Gerade g gegeben, so kénnen wir eine Faltlinie
erzeugen, die durch B verlauft und A mit einem Punkt A" € ¢ zur Deckung bringt
(vgl. Abbildung [7.15| (b)).

(O6) Sind zwei Punkte A, Ay und zwei Geraden g1, go gegeben, so konnen wir eine
Faltlinie erzeugen, die A; mit einem Punkt A} € g; und A, mit einem Punkt A} € ¢y
zur Deckung bringt (vgl. Abbildung [7.15| (c)).

Abb. 7.15: die Huzita-Axiome (04), (O5) und (O6)

Die Axiome (O5) und (O6) meinen, dass eine solche Faltlinie erzeugt werden kann,
sofern sie existiert, was je nach Lage der Punkte und Geraden nicht der Fall sein
muss. Des Weiteren ist zu beachten, dass solche Faltlinien nicht eindeutig bestimmt
sein miissen.

Das Beloch-Quadrat

Als Vorbereitung einer konstruktiven Losung kubischer Gleichungen im Huzita-
Axiomensystem dient eine Konstruktion, die Hull (2011) zu Ehren von Margharita
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Beloch das Beloch-Quadrat getauft hat [

Es seien Punkte P, P, und Geraden ¢, g» gegeben. Wir wollen zeigen, dass durch
Origami ein Quadrat W XY Z mit folgenden Eigenschaften konstruierbar ist:

1. X €egund Y € gy,

2. PQEWXUHdPleﬁ.

Erneut ist gemeint, dass die Konstruktion unter der Voraussetzung méglich ist, dass
ein solches Quadrat in der gegebenen Lage existiert. Abbildung zeigt eine solche
Situation.

Abb. 7.16: ein Beloch-Quadrat

Die Konstruktion des Quadrats W XY Z gelingt folgendermafen: Zunichst konstru-
ieren wir eine zu g; parallele Gerade ¢ so, dass d(g1,g7) = d(g1, P1) gilt (vgl. Ab-

bildung [7.17)).

Abb. 7.17: erster Schritt zur Konstruktion eines Beloch-Quadrats

8Die Konstruktion ist auch Grundlage fiir die Losung weiterer Konstruktionsprobleme, wie etwa
der Verdoppelung des Wiirfels, die im Huzita-Axiomensystem ebenfalls moglich ist, nicht aber mit
Zirkel und Lineal. (vgl. Hull| (2011)), S. 307)
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Dies gelingt durch die folgenden Huzita-Grundoperationen: Zunachst kénnen wir
geméah (O4) das Lot ¢ von P; auf ¢; falten. Es sei B der Schnittpunkt von ¢ und g¢;.
Nun kénnen wir geméfs (O5) mit ¢ = £ und A = P, eine Faltgerade durch B erzeugen,
um einen weiteren Punkt P; auf ¢ zu erhalten. Es gilt offenbar d(P, g1) = d(g1, Py).
Wir konstruieren noch geméf (O4) eine zu ¢ orthogonale Faltlinie ¢} durch den
Punkt ﬁl.

Ebenso konstruieren wir eine zu g, parallele Gerade ¢}, deren Abstand zu g, mit
d(Py, go) Ubereinstimmt. Nun erzeugen wir geméf (O6) eine Faltlinie h, die P; mit
einem Punkt P| € ¢ und P, mit einem Punkt P, € ¢} zur Deckung bringt (vgl.
Abbildung [7.18| (a)). Es sei X := Mp,p; und Y := Mp, p;. Nach Konstruktion von
P/, P} ist h sowohl Mittellot der Punkte P, und P| als auch Mittellot der Punkte
P, und P, also gilt X,Y € h. Nach Konstruktion von g¢j, g5 gilt zudem X € g
und Y € ¢;. Folglich ist X der Schnittpunkt von h und g und Y der Schnittpunkt
von h und ¢g; und das iiber XY errichtete Quadrat W XY Z erfiillt die gewiinschten
Bedingungen (vgl. Abbildung [7.18 (b)).

Abb. 7.18: weitere Schritte zur Konstruktion eines Beloch-Quadrats

Das Losen kubischer Gleichungen

Wir betrachten nun ein Polynom dritten Grades
f(z) = apx® + a12* + asx + as

mit ag, ar,as,a3 € R sowie dessen dufseren Streckenzug AgA;AsAzA,. Wir wollen
nachweisen, dass sich ein innerer Streckenzug ByB;Bs B3 mit By = Ay und By = Ay
durch Origami konstruieren ldsst. Anhand von Abbildungm (dargestellt sind zwei
mogliche Situationen) macht man sich klar, dass die Konstruktion eines Beloch-
Quadrats die Losung liefert: Zu den Punkten P, := A; und P, := Ay und den
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Geraden ¢y := AyA3z und g := A1 Ay konnen wir Erch Falten ein Quadrat W XY Z
erzeugen, so dass X € gound Y € ¢; sowie P, € YZ und P, € WX gilt. Wir wahlen
nun By := X und B; := Y und erhalten so den gewiinschten inneren Streckenzug.

o ;
_______________ As B=y: 192
A2 9 i W
Ay = B3 Blzxi A, = By
Bi=X : Z
o A By=Y A;
w
AO = Bo ;Al AO - BO Als
(a) (b)
Abb. 7.19: Durch Konstruktion eines Beloch-Quadrats erhdlt man einen inneren Strecken-

zZug.

Im Rahmen des Huzita-Axiomensystems existiert also eine konstruktive Losung zu
beliebigen kubischen Gleichungen durch Origami. Fiir einen historischen Hinter-
grund sowie weitere Konstruktionen durch Papierfaltenﬂ konsultiere man Hull| (2011)
und Lang| (2010).

9wie z. B. die Konstruktion der Kubikwurzel aus 2






Anhang A

Mathematische Erganzungen

A.1 Algebraische Ergianzungen

Es folgen einige grundlegende Resultate iiber Polynome. Wir notieren den Ring der
Polynome mit reellen Koeffizienten in der Unbekannten = wie gehabt mit R|x].

Satz 1.1. (Faktorisierungssatz)

Ist f € R[z]| ein Polynom vom Grad n und ¢ € R ein Nullstelle von f, so existiert
ein Polynom g € R[z] vom Grad n — 1, so dass

f(z) = (z = c)g(x)
gilt.

Fiir einen Beweis siehe etwa |[Stillwell (1994), S. 59. Das folgende Korollar ist klar.
Korollar 1.1. Ein Polynom vom Grad n hat héochstens n Nullstellen.

Fiir eine Anleitung zu den folgenden Sétzen und sowie zur Definition der
Vielfachheit einer Nullstelle siche Barbeau (1989), S. 67/68.

Satz 1.2. Seic € R und f € R[z]. Dann existiert ein r € Ny und ein g € R[z], so
dass gilt: v ist nicht groffer als der Grad von f und

f(x)=(x—¢)"g(x) und g(c)#0.

Bemerkung 1.1. Der Linearfaktor x — c ldsst sich also r-mal von f abspalten und
kein weiteres Mal. Die Zahl r € Ny heifit die Vielfachheit der Nullstelle ¢ in f. Man
beachte: Ist f(c) # 0, so spricht man von einer Nullstelle der Vielfachheit 0.

Fassen wir ein Polynom f als Funktion f : R — R auf, so ist diese beliebig oft
differenzierbar. Es bezeichne f’ die Ableitung von f und fiir jedes k € N sei f*) :=
(f*-9)" die k-te Ableitung von f.
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Satz 1.3. Seic € R und f € Rlz]. Genau dann ist ¢ eine Nullstelle von f mit der
Vielfachheit v, wenn gilt

flOo=f)=...=f"e)=0 ud fO(c)#0.

Satz 1.4. (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nicht-konstante Polynom mit Koeffizienten aus C hat eine Nullstelle in C.

Fiir einen Beweis siehe etwa Stillwell (1994)), S. 51 ff.

Korollar 1.2. (Fundamentalsatz der Algebra, reelle Version)

Jedes Polynom mit Koeffizienten in R kann als Produkt von Linearfaktoren und
quadratischen Faktoren mit reellen Koeffizienten ausgedriickt werden.

Der Beweis ist wohlbekannt aber so wunderbar einfach, dass er hier kurz skizziert
werden soll. Bemerkenswert ist, dass ein Satz iiber reelle Zahlen mithilfe der kom-
plexen Zahlen bewiesen wird.

Beweis. Es sei f € R[z]. Fiir jedes z = a + ib € C bezeichne Z = a — ib die zu z
konjugiert komplexe Zahl. Fiir alle z,w € C gilt:

z+w=zZ+w und Zw=7Z- w.

Es folgt f(Z) = f(2) fiir alle z € C. Daher ist jedes a € C genau dann eine Nullstelle
von f, wenn a eine Nullstelle von f ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
zerfallt f in C in Linearfaktoren, d. h. es gibt a4, ..., a, € C mit

flz)=Cx —ay) ... (x —ap),

wobei C' € R der hochste Koeffizient von f ist. Einige der a; sind reelle Zahlen,
so dass die zugehorigen Faktoren x — a; Linearfaktoren mit reellen Koeffizienten
sind. Fir jedes a; € C\ R taucht neben (z — a;) auch (z — @;) in der Liste der
Linearfaktoren auf. Es gilt

(x —a)(z —@) = 2° — (a; + @)x + a;a;.

Weil a; + @; und a;a; reelle Zahlen sind, handelt es sich um einen quadratischen
Faktor mit reellen Koeffizienten und der Beweis ist abgeschlossen.

]

Fiir ein Polynom f € R[z] bezeichne Ny die Menge aller Nullstellen von f, d. h., es
sei Ny :={x € C| f(z) = 0}.
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Satz 1.5. (Satz von Vieta)
1. Fiir quadratische Gleichungen.
Es sei f(x) = 2% + px + q € Rlx]. Dann gilt fir alle u,v € R:

Ny={u,v} <= u+v=—p und w =gq.

2. Fiir kubische Gleichungen.
Es sei f(x) = 2% + px® + qv +r € R[z]. Dann gilt fir alle u,v,w € R:

Ny ={u,v,w} <= u+v+w=—p und w+uw+vw =g und vow = —r.

Der Satz von Vieta ist weit verbreitet, weshalb wir hier auf einen Beweis verzichten.

A.2 Die Formel von Euler

Wir sprechen von einem ebenen Graphen, wenn eine Darstellung ohne sich schnei-
dende Kanten in der Ebene R? vorliegt. Durch eine solche Darstellung wird die
Ebene in eine endliche Anzahl von disjunkten Gebieten zerlegt. Eines dieser Ge-
biete ist unbeschrankt, alle anderen sind beschrankt. Wir nennen diese Gebiete die
Flachen des Graphen. Fiir einen eleganten Beweis des beriihmten Satzes von Euler
ohne vollstdndige Induktion siehe etwa |Aigner/Ziegler| (2001)).

Satz A.1. (Formel von Euler fiir ebene, zusammenhdingende Graphen)

Ist G ein ebener, zusammenhdngender Graph mit v Ecken, k Kanten und f Flichen,
so gilt
v—k+ f =2






Anhang B

Literaturubersicht zum Satz von Pick

Die hohe Anzahl der Verdffentlichungen und verschiedenen Beweise zum Satz von
Georg Pick erschweren die Orientierung, wenn man sich fiir einen bestimmten Aspekt
interessiert. Die folgende Ubersicht (Tabelle soll hierzu hilfreich sein. Zur Be-
schreibung der Beweise werden die einzelnen Beweisschritte stichwortartig angege-
ben.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Tabelle keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit
erhebt; nicht im Bezug auf die fiir die vorliegende Arbeit verwendete Literatur,
geschweige denn bezogen auf sdmtliche zum Satz von Pick erschienenen Veroffentli-
chungen. Die Auswahl, der in die Tabelle aufgenommenen Werke, ist auf die inhalt-
liche Struktur dieser Arbeit abgestimmt.

Die Ubersicht ist chronologisch nach dem Jahr des Erscheinens geordnet.
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ANHANG B. LITERATURUBERSICHT ZUM SATZ VON PICK

Tab. B.1: Ubersicht einiger Veroffentlichungen, in denen der Satz von Pick bewiesen wird.

Quelle

Kurzbeschreibung der Inhalte

Pick! (1899)

alle Betrachtungen im Parallelogrammgitter
o Grundversion des Satzes von Pick mit Beweis:

— Additivitat der Pick-Zahl
— Pick-Zahl und Flacheninhalt stimmen tiberein fir
x achsenparallele Parallelogramme

x Dreiecke mit zwei Hauptgitterstrecken als Seiten

* beliebige einfache Polygone (enthdlt die in Ab-
schnitt beschriebene Ungenauigkeit)

Verallgemeinerte Version des Satzes von Pick (vgl. Ab-

schnitt [2.4) mit Beweis:

— Invarianz der verallgemeinerten Pick-Zahl gegeniiber
Zerlegung durch Streckenziige

Anwendungen in der Zahlentheorie:

— Darstellung des gg'T' als Linearkombination

— eine Kigenschaft der Fareyfolgen

Reeve, (1957)

Verallgemeinerung des Satzes von Pick auf den dreidimen-
stonalen Raum

— Verwendung von ,rationalen Gittern zusétzlich zum

ganzzahligen Gitter Z3 (vgl. Abschnitt

Vermutung fiir Polyeder im vierdimensionalen Raum

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Tab. B.1: Forsetzung von vorheriger Seite.

Quelle Kurzbeschreibung der Inhalte
Honsberger | alle Betrachtungen im kartesischen Gitter
1970
( ) e Grundversion des Satzes von Pick mit Beweis

— Primitive Dreiecke besitzen den Fliacheninhalt %

— Zerlegung eines einfachen Gitterpolygons in primitive

Dreiecke und Ermittlung von deren Anzahl
e zwei fundamentale Eigenschaften der Farey-Folgen mit Be-
weis auf Grundlage des Satzes von Pick

DeTemple/ alle Betrachtungen im kartesischen Gitter
Robertson .
(1974) e Aquivalenz der Formel von Fuler fiir ebene, zusammenhén-

gende Graphen und des Satzes von Pick (mit Beweis)

e unabhéngige Beweise der Formel von Euler und des Satzes
von Pick iiber ein Winkelsummen-Bilanz-Argument

o Verallgemeinerung des Satzes von Pick auf Polygone mit
polygonalen Lochern (ohne Definition)

e hdandischer Beweis dafiir, dass primitive Dreiecke stets die
Fliche § besitzen (vgl. Abschnitt [3.4)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Tab. B.1: Forsetzung von vorheriger Seite.

Quelle Kurzbeschreibung der Inhalte
Fraedrich Betrachtungen iiberwiegend im kartesischen Gitter
(1980)

e Verschiedene Erkenntnisse der Teilbarkeitslehre werden am
ebenen Gitter hergeleitet.

e Ein Gitterdreieck besitzt genau dann den Flacheninhalt %,
wenn es primitiv ist (mit Beweis).

e ausfiihrliche Beschreibung und Diskussion einer heuristi-
schen Unterrichtsphase zur Findung der Formel von Pick

o (Grundversion des Satzes von Pick mit Beweis wie bei [Pick
(1899) (enthalt dieselbe Ungenauigkeit)

e Beweisskizze einer vollstindigen Induktion tber die Anzahl
der Eckpunkte mit Verweis auf [Schumann| (1971)) fiir eine
ausfiihrlichere Darstellung

e Beweis durch vollstindige Induktion tiber die Anzahl der in-
neren und Randgitterpunkte

e Hinweis auf Beweis mithilfe der Graphentheorie

— Der Satz von Pick ist dquivalent zur Eulerschen Formel
fiir ebene, zusammenhdngende Graphen (nicht durchge-
fithrt; Verweis auf DeTemple/Robertson| (1974)).

e Hinweis auf Reeves Verallgemeinerung auf den dreidimen-
sionalen Raum sowie auf geldufige Verallgemeinerungen be-
ztiglich micht einfacher Polygone

e Hinweise auf die Verwendung bei Grenzprozessen (z. B. Na-
herung von )

e kurzer Hinweis auf Bezug zu Farey-Folgen
e Ermittlung der Ldosungsanzahl von Ungleichungen

e viele weitere Anwendungen von Gittern (nicht speziell des
Satzes von Pick) in der Elementargeometrie

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Tab. B.1: Forsetzung von vorheriger Seite.

Quelle

Kurzbeschreibung der Inhalte

Jeger] (1982)

alle Betrachtungen im kartesischen Gitter

e ausfiihrliche Beschreibung und Begriindung einer heuristi-
schen Phase zur Findung der Formel von Pick

o (Grundversion des Satzes von Pick mit Beweis wie bel [Ball

(2003)

e Beweisalternative iiber primitive Dreiecke mithilfe der An-
zahlformel aus Lemma [2.1]

— Primitive Dreiecke besitzen den Flécheninhalt § (mit
Beweis).
— Beweis der Anzahlformel aus Lemma 2.1l mittels

* Innenwinkelsumme
x Fulerscher Polyederformel (Skizze)

x Formel von Fuler fiir ebene, zusammenhangende
Graphen

e Verallgemeinerung des Satzes von Pick auf h-fach zusam-
menhdngende Polygone

e Anwendungsbeispiele aus der Kombinatorik

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Tab. B.1: Forsetzung von vorheriger Seite.

Quelle Kurzbeschreibung der Inhalte
Varberg alle Betrachtungen im kartesischen Gitter
(1985)

o (Grundversion des Satzes von Pick mit Bewels Uiber alterna-
tive Interpretation der Pick-Zahl:

— Jedem Gitterpunkt eines Polygons wird ein Gewicht (s.
Abschnitt [2.3.2)) zugewiesen.

— Die Summe aller Gewichte stimmt mit dem Flachenin-
halt Uberein.

— Die Summe aller Gewichte stimmt aufgrund der Win-
kelsumme mit der Pick-Zahl iiberein.

o Verallgemeinerte Version des Satzes von Pick unter Verwen-
dung der Fuler-Charakteristik

Scott| (1987) | alle Betrachtungen im kartesischen Gitter

e Grundversion des Satzes von Pick, Skizze und Kommentie-
rung des Beweises von (Coxeter| (1981))

e Hinweis: Fiir die Bestimmung der Anzahl der primitiven
Dreiecke, in die ein Gitterpolygon zerlegbar ist, kann eine
vom Gitter unabhéngige Formel verwendet werden.

e Fiir n # 4 gibt es kein reguléres, konvexes Gitter-n-Eck (mit
Beweis).

e weitere Betrachtungen zu konvexen und zu nicht einfachen
Polygonen

e Eine Verallgemeinerung des Satzes von Pick fir den drei-
dimensionalen Raum wird unter Verweis auf Reeve (1957)
erlautert.

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Tab. B.1: Forsetzung von vorheriger Seite.

Quelle

Kurzbeschreibung der Inhalte

Ball| (2003)

alle Betrachtungen im kartesischen Gitter

o (Glrundversion des Satzes von Pick mit Beweis:

— Additivitat der Pick-Zahl
— Pick-Zahl und Flacheninhalt stimmen tiberein fir

x achsenparallele Rechtecke

x rechtwinklige Dreiecke mit achsenparallelen Kathe-
ten

x beliebige Dreiecke
* beliebige einfache Polygone

e Erlauterung einer alternativen Interpretation der Pick-Zahl
unter Hinweis auf [Varberg) (1985)

e Spezialfall der Darstellung von ggT(a,b) als Linearkombina-
tion fur den Fall ggT(a,b) =1

Murty/ alle Betrachtungen im kartesischen Gitter
Thain
(2007) e Minkowskis Satz iiber konvexe Korper im R™ mit Beweis
e Jedes primitive Dreieck hat den Flacheninhalt % (Beweis mit
Hilfe des Satzes von Minkowski).
o Grundversion des Satzes von Pick mit Beweis iiber Zerle-
gung in primitive Dreiecke
Blatter Die Grundversion des Satzes von Pick wird mittels einer physika-
(2012) lischen Interpretation begriindet (vgl. Abschnitt WI)
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