Das pragmatische Konzept flr den
Bruchrechenunterricht

Ein neues didaktisches Konzept fir den Bruchrechenunterricht in der
Sekundarstufe |, das anders als die bisher dominierenden Konzepte nicht auf
der konkreten Ebene, sondern im Formalen ansetzt.

Ausgehend von dem Wunsch, jeden Quotienten zweier nattrlicher Zahlen
wieder als Zahl zu akzeptieren, wird der Zahlbereich erweitert. Alle
Rechenregeln flr diese Zahlen kénnen in einer Teilmenge, namlich in der
Menge der natlrlichen Zahlen, gewonnen und per Permanenzprinzip auf den

neuen Zahlbereich Ubertragen werden.

AuBerdem wird ein neuer, multiplikativer Algorithmus fur die Entwicklung der
Perioden ,unendlicher Dezimalbriche® vorgestellt.
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1 Vorwort

Die Bruchrechnung nimmt eine zentrale Stellung im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe 1 ein. Dafir gibt es bekanntlich gute Argumente und deswegen
soll darauf hier nur kurz eingegangen werden. Die Einfihrung der Briche in
Klassenstufe 6 ist die erste Zahlbereichserweiterung, die zu einem neuen
algebraischen Gebilde fuhrt, namlich einem Ring. Wahrend die aus der
Grundschule bekannte Menge der nattrlichen Zahlen sowohl mit der Addition
als auch mit der Multiplikation als Verknupfung jeweils eine kommutative
Halbgruppe mit neutralem Element bildet, bildet die Menge der positiven Briiche
mit der Multiplikation eine kommutative Gruppe. Anders gesagt, besteht der
Gewinn der Zahlbereichserweiterung darin, dass nun jede Division auBer durch
0 mdglich ist, wahrend man zuvor viele Divisionen gar nicht durchfihren konnte,
beziehungsweise erkennen musste, dass sie nicht ohne Rest durchgefihrt
werden kénnen. Im folgenden Schuljahr wird dieser Zahlbereich Ublicherweise
mit der Einfihrung der negativen Zahlen zu einem anderen algebraischen
Gebilde, dem Korper der rationalen Zahlen, erweitert, in dem sogar alle
Grundrechenarten ohne Einschrankung mdéglich sind.

Die Brlche sind das Fundament flr den gesamten Mathematikunterricht in der
Sekundarstufe. Sie werden in der Klassenstufe 6 eingefihrt. In den Folgejahren
gibt es zahlreiche Inhalte, fir deren Verstandnis und Bearbeitung die Fahigkeit
zur Bruchrechnung nétig oder mindestens nutzlich ist. Ab Klassenstufe 7
werden proportionale und antiproportionale Zuordnungen als
Unterrichtsgegenstand behandelt. Sie werden meist an Sachproblemen erklart,
die dann mit dem sogenannten Dreisatz gel6st werden, der meist aus einer
Verkettung einer Multiplikation mit einer Division in beliebiger Reihenfolge
besteht. Jede dieser Verkettungen kann durch eine Multiplikation oder Division
mit einem Bruch ersetzt werden.

Eine ebenfalls sehr groBe Bedeutung im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe 1 nimmt die Prozentrechnung ein. Prozentrechnung aber ist
nichts anderes als das Rechnen mit Hundertstel - Brichen, denn das Wort
,Prozent” ist ein Synonym fir das Wort ,Hundertstel“. Ein weiteres Thema, das
ohne Brlche nicht auskommt, ist die in den Lehrplanen vorgesehene Zins- und



Zinseszinsrechnung, denn diese ist zunachst eine spezielle und spater eine
erweiterte Prozentrechnung und somit schon wieder Bruchrechnung.
Gleichungslehre ist ohne Bruchrechnung nicht méglich und die Behandlung der
Gleichungslehre ist als algebraische Grundlage unerlasslich.

Ebenso kann die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht ohne Briche auskommen.
Schon die Definition des Begriffs ,Wahrscheinlichkeit flr das Eintreten eines
Ereignisses“ kommt nicht ohne einen Bruch aus. Denn diese Wahrscheinlichkeit
wird definiert als Quotient aus der Anzahl der flir das Ereignis glnstigen
Ausgéange und der Anzahl aller moglichen Ausgange. Die Wahrscheinlichkeit ist
also ein Verhaltnis von Anzahlen. Immer wenn es um Verhalinisse von
Anzahlen geht, braucht man Brlche. Einige schulrelevante Beispiele daflr sind
der MaBstab, die zentrische Streckung und der Strahlensatz.

Auch spater, wenn langst schon die irrationalen Zahlen eingefihrt wurden,
bendtigt man die Briche. Wurzelrechnung ist nichts anderes als
Potenzrechnung mit rationalen Exponenten.

Die trigonometrischen Funktionen werden als Abbildungen von reellen Zahlen
auf Verhaltnisse von Seitenlangen am rechtwinkligen Dreieck eingeflihrt. Diese
Verhéltnisse sind zwar meist irrational, werden aber als Quotienten
ublicherweise in Bruchschreibweise notiert. In der Schule wird mit diesen
reellen  Quotienten so umgegangen, wie man es vorher im
Bruchrechenunterricht bei den rationalen Zahlen gelernt hat. Warum dies
Uberhaupt zulassig ist, wird in den Schulblchern gewdhnlich nicht diskutiert.

Fazit: Die Notwendigkeit des Bruchrechenunterrichts ist offensichtlich. Die
genannten Argumente werden spater noch ausfihrlich beschrieben. (vgl. 2)
Dass der Bruchrechenunterricht sich keinesfalls auf die Kommadarstellung der
Briiche beschranken darf, sondern unbedingt eine ausfihrliche Behandlung der
Bruchschreibweise beinhalten muss, zeigt schon die Tatsache, dass man sich
beim Umformen von Gleichungen, bei jeder Art von Verhaltnissen und im
Bereich der reellen Zahlen gerne der Bruchschreibweise bedient. Dieses
geschieht nicht aus Tradition, sondern weil diese Schreibweise allen anderen
bezliglich der Ubersichtlichkeit deutlich (Uberlegen ist. Da also die
Bruchrechnung das zentrale Thema im Mathematikunterricht der Sekundarstufe
1 ist, lohnt es sich, Uber die Didaktik der Bruchrechnung nachzudenken.



Im Folgenden werde ich zwei innermathematische Konzepte beschreiben. Bei
der ,Bottom-up“-Methode werden die Briiche innermathematisch aus der
Menge der natlrlichen Zahlen konstruiert. Bei der ,Top-down“-Methode wird mit
Kenntnis der reellen Zahlen ein Blick auf die Briche geworfen, der sehr
aufschlussreich ist. Diese beiden innermathematischen Konzepte sind far
Lehrerinnen und Lehrer wichtig, um die Bruchrechnung auf der fachlichen
Ebene durchdringen und ihre Hintergriinde klaren zu kdnnen. Sie sind aber aus
verschiedenen Griinden als Konzepte fir den Unterricht in der Sekundarstufe 1
nicht geeignet. Denn sie verlangen einerseits ein zu hohes Abstraktionsniveau
und setzen andererseits Kenntnisse voraus, die erst weit nach der
Bruchrechnung vermittelt werden.

Auf der fachlichen Grundlage dieser innermathematischen Konzepte sind also
didaktische Konzepte nétig, die zur Planung des Unterrichts geeignet sind. Seit
den 70er Jahren werden verschiedene Konzepte in der fachdidaktischen
Literatur vorgestellt, propagiert und anschlieBend in den Schulblchern und in
der Praxis umgesetzt. Diese didaktischen Konzepte, die seit mehr als 30 Jahren
dem Mathematikunterricht zugrunde liegen, werde ich beschreiben, ihre Vor-
und Nachteile abwagen und einige Beispiele aus Lehrwerken anflhren und
kritisch beleuchten.

Zwar waren die Briche schon vor mehr als 4000 Jahren in den antiken
Hochkulturen der Babylonier und Agypter bekannt; sie sind aber keineswegs
trivial, was auch schon Goethe wusste, der seinen Mephistopheles in der
Hexenklche sagen lasst: ,Und merk dir ein fur alle mal den wichtigsten von
allen Sprichen: Es liegt dir kein Geheimnis in der Zahl, allein ein groBes in den

« Heute, mehr als 200 Jahre nachdem der Faust ver6ffentlicht wurde,

Bruchen.
ist die Bruchrechnung in der Sekundarstufe 1 immer noch ein Problembereich
im Mathematikunterricht. Sie ist ein Dauerthema der fachdidaktischen
Diskussion. Eine gemeinsame Eigenschaft all dieser didaktischen Konzepte
nehme ich hier vorweg: Sie sind alle gescheitert.

Daher werde ich im Anschluss an meine Analyse ein neues von mir
entwickeltes und erprobtes Konzept vorstellen. Dabei ist es unerldsslich auf die

Vorkenntnisse einzugehen, die fur die Arbeit nach diesem Konzept von den

! Goethe, J. W.: Faust, Paralipomena 22



Schilerinnen und Schilern mitgebracht werden muissen. Ebenso wichtig
erscheint es mir dabei, neben den speziell fir die Bruchrechnung notwendigen
Fahigkeiten auch auf einige weitverbreitete Fehlvorstellungen einzugehen, die
Schulerinnen und Schiler haufig im Grundschulunterricht erwerben und die
moglicherweise bei der Einfihrung der Bruchrechnung, aber vielleicht auch
spater, das Verstandnis erschweren. AuBerdem wird auf Schwierigkeiten
eingegangen, die Ublicherweise erst durch die Art und Weise des
Bruchrechenunterrichts nach den bisherigen Konzepten verursacht werden.
Insbesondere wird dabei Augenmerk auf die Begriffe und Pseudobegriffe
gelegt, die meist im Rahmen des Bruchrechenunterrichts auftauchen, um zu
prufen, welche von ihnen nétig und welche unndétig oder sogar irrefihrend oder
verwirrend und damit geféhrlich sind.

AuBerdem wird gezeigt, dass einige der bisher typischen Fehler, die
Schulerinnen und Schiler bisher bei der Bruchrechnung machten, im neuen
Konzept kaum noch gemacht werden, weil diese Fehler durch den Zugang im
Konkreten gefdérdert werden, nicht jedoch durch einen formalen Zugang.

Im Abschnitt, der das Rechnen in der Kommadarstellung behandelt, wird ein
von mir entwickelter, bisher nicht veroffentlichter Algorithmus zur multiplikativen
Dezimalbruchentwicklung periodischer Briche vorgestellt, der manche
Rechnung deutlich vereinfacht. Im Anschluss an die Vorstellung des Konzepts
folgt eine Beschreibung der Erprobung des Konzepts in einer 6. Klasse mit
vorausgehender Beschreibung der geleisteten Vorarbeiten und anschlieBender

Analyse der Starken und Schwachen meines Konzepts.



2 Der Sinn des Bruchrechenunterrichts in der
Sekundarstufe 1

Der Frage, welchen Sinn der Bruchrechenunterricht heute noch hat, soll nicht
ausgewichen werden. Es ware sicher nicht Uberzeugend, als Argument fir den
Bruchrechenunterricht nur den entsprechenden Auftrag in den Lehrplanen
anzufuhren.

Klar ist, dass die Bruchrechnung anspruchsvoll ist und dass die
Zahlbereichserweiterung Uber die natirlichen Zahlen hinaus Schwierigkeiten
mit sich bringt.

Wartha? sieht die Bruchrechnung seit jeher nicht nur von einer groBen
Fehleranfalligkeit gekennzeichnet, sondern meint auch, sie stelle fir viele
Schulerinnen und Schiler eine Verstandnishirde dar.

Schon Zech raumt eine lange bekannte besondere Problematik des
Bruchrechenunterrichts in Klassenstufe 6 ein, die den ,Mathematiklehrern, die

3 gei. Als Ursachen daflr

sie zu unterrichten haben, oft schmerzlich bewusst
nennt er neben der zu geringen Dauer der daflir vorgesehenen Einflhrungszeit
und dem noch sehr jungen Alter der Schilerinnen und Schiler den
umfangreichen  Stoffkanon der Bruchrechnung. AuBerdem sei die
Bruchrechnung fachlich sehr komplex.

Er fordert daher ,eine starke Konzentration der Bruchrechnung auf das, was die

Schiler in Alltag und Schule tatsachlich brauchen:

- weitgehende Beschrankung auf einfache gewohnliche Briche

- weitgehender Verzicht auf das Rechnen mit Briichen fir lernschwache
Schuler

- Betonung der Dezimalbruchrechnung

- frihzeitiger Einsatz des Taschenrechners bei schwierigen

Rechnungen“.

Es wird an dieser Stelle nicht diskutiert, ob das grundsatzliche Vermeiden
schwieriger Unterrichtsinhalte nicht einen Niveauverlust zur Folge hat. Es ist

2 Wartha (2007: 23)
3 Zech (1995: 138 ff.)
* Zech (1995: 140)
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klar, dass das Thema Bruchrechnung Anstrengung sowohl von Seite der
Lehrperson als auch von Seite der Lernenden erfordert. Wenn diese
Anstrengung geleistet wird, dann ist dieses Thema aber auch zu bewéltigen. Es
kann also nicht darum gehen, diesen Unterrichtsinhalt wegzulassen, nur weil er
vielleicht unbequem ist. Stattdessen ist es wichtig, sich mit der Frage zu
beschaftigen, wie man fachdidaktisch und auch methodisch den
Bruchrechenunterricht so verbessern kann, dass er von den Lernenden gut
verstanden wird und seine Inhalte so verinnerlicht werden, dass die Lernenden
auch Jahre spater noch mit Briichen umgehen kénnen. Zum Thema ,schwierige
Rechnungen’ ist zu entgegnen, dass, wenn man die Bruchrechenregein
verstanden hat, der Schwierigkeitsgrad der Rechnungen mit Brichen eng mit
den Schwierigkeiten bei den Grundrechenarten im Bereich der natlrlichen
Zahlen zusammenhangt, doch dazu spater mehr. Zunachst soll geklart werden,
welche Bedeutung die Bruchrechnung fur den Mathematikunterricht hat.

Auch Padberg® geht dieser Frage nach und stellt dabei fest, dass das Thema
Bruchrechnung in den meisten Schulblchern in zwei Bereiche unterteilt wird,
von denen sich der erste, umfangreichere Teil mit den ,gemeinen Brichen®
befasse und der zweite, wesentlich kirzere Teil sich den ,Dezimalbriichen
widme. Die ,Dezimalbriiche® seien alltagsrelevant und deswegen wichtig, die
Bedeutung der ,gemeinen Briche* sei dagegen nicht offensichtlich.

Genau sagt Padberg, dass ,der Sinn und Nutzen der Dezimalbruchrechnung
wegen ihrer Relevanz fir das tagliche Leben wie fur den Beruf unbestritten” sei,
~wahrend Gber den Sinn und Nutzen der gemeinen Briiche durchaus kontrovers

diskutiert wird.”

AuBerdem hat Padberg ,einige Argumente gegen die Bruchrechnung mit
gemeinen Brichen“ zusammengetragen, die wiedergeben, wie die
Bruchrechnung von vielen Mitmenschen eingeschatzt wird. Dabei handelt es

sich stichwortartig um:

- Irrelevanz fur das tagliche Leben
- Relikt aus langst vergangenen Zeiten
- Bequeme Spielwiese fiir Lehrer

> Padberg (2002: 5 - 16)
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- Mehr Zeit fir Dezimalbriiche
- Zwei Schreibweisen flir Bruchzahlen

- Gemeine Brliche - nur ein Selektionsinstrument

Eine typische Reaktion sei, dass man im privaten wie im beruflichen Leben sehr
gut mit nur ganz wenigen einfachen Brichen auskomme. Die ,Dezimalbriche”
seien schon vor Jahrhunderten zur Vereinfachung geschaffen worden, sie seien
viel effizienter als die ,gemeinen Brlche®, also solle man diese benutzen. Es
rechne schlieBlich auch niemand mehr in der romischen Zahlschrift. Es wird
argumentiert, man unterrichte das Rechnen mit ,gemeinen Brichen® nur wegen
der Bequemlichkeit der Lehrer so ausfihrlich. Und zwar sei die Bruchrechnung
deswegen so bequem, weil die Lehrer auf einen sehr groBen Vorrat an
Aufgaben zurickgreifen kénnten. AuBerdem wird argumentiert, wir brauchten
im taglichen Leben keine ,gemeinen Briche®, sondern nur ,Dezimalbriche®.
Statt die ,Dezimalbriiche* grindlich zu behandeln, werde zu viel Zeit mit
,gemeinen Brichen® verschwendet. Ferner sei es ein Luxus, sich far die
Bruchzahlen zwei verschiedene Schreibweisen zu leisten. So etwas gebe es
weder bei den natlrlichen, den ganzen noch bei den reellen Zahlen.

Als letztes Argument fuhrt er an, die Bruchrechnung diene nur als
Selektionsinstrument in der Schule und auch spéter bei Eignungstests.

Dem ist entgegenzusetzen, dass man den groBten Teil der Unterrichtsinhalte
aller Facher wegen fehlender Alltagsrelevanz kritisieren kénnte. Zumindest
kénnte man das dann, wenn die Alltagsrelevanz das einzige Kriterium wére,
das dartber entscheidet, was Unterrichtsinhalt wird. Das MaB an Bildung, das
man bendtigt, um irgendwie zu leben oder zu Uberleben, ist nicht sehr hoch.
Vermutlich reicht in den meisten Alltagssituationen Grundschulwissen. Wo im
Alltag braucht man trigonometrische Funktionen, Konjunktiv Il, Hochsprung,
Wissen Uber Vererbungslehre, die lateinische Sprache oder Goethes Faust? Es
steht auBer Zweifel, dass man ohne all dieses leben kann. Wenn man
konsequent den Alltagsbezug der Inhalte flr die Aufnahme in die Lehrplane
voraussetzt, dann bleibt nicht mehr viel von dem Gbrig, was bisher Inhalt der
schulischen Bildung war.

12



Leider wird oft auf sehr krampfhafte Weise versucht einen Alltagsbezug
herzustellen und auch noch argumentiert, der Alltagsbezug wirke motivierend,
weil die Aufgaben dann interessanter seien. Die Erfahrung zeigt aber, dass
Probleme, deren Alltagsbezug von Schilerinnen und Schulern sehr leicht als
kinstlich hergestellt durchschaut wird, oft viel weniger Ernst genommen werden
als solche, die gar keinen Alltagsbezug haben. Also sollte man besser nicht
unreflektiert auf den motivierenden Effekt scheinbar interessanter
Alltagsbezlige setzen. Stattdessen waére es doch viel mehr erstrebenswert den
Lernenden die Erfahrung zu vermitteln, dass die Beschaftigung mit einer Sache
an sich schon sinnvoll sein kann und dass viele Dinge erst dann interessant
werden, wenn man sich intensiv mit ihnen beschaftigt.

Somit ist die Frage nach der Alltagsrelevanz aus zwei Grinden nicht
nachvollziehbar. Einerseits erfordert namlich der Anspruch an die hdhere
Bildung mehr als die Beschaftigung mit alltagsrelevanten Themen und taglich
anwendbaren Methoden. Andererseits kann es darlUber hinaus doch auch als
sehr positiv angesehen werden, dass man sich mit Problemen beschéftigen
darf, die keinen Alltagsbezug haben. In vielen Schulfachern ist der Alltags- und
Realitatsbezug sehr groB. Dabei geht es oft um unangenehme Themen wie
Kriege, Drogen, Umweltkatastrophen, Krankheit, Tod etc. Warum sollte man
nicht im Mathematikunterricht den Vorteil nutzen, dass man Mathematik auch
ohne Bezug zu Alltagsproblemen betreiben kann. Dadurch ist es ja niemandem
versagt, tatsachlich im Alltag auftretende Probleme, falls madglich, mithilfe
mathematischer Hilfsmittel zu |6sen. Der ewig wiederkehrende Schrei nach
Alltagsbezug sollte endlich abgel6st werden von der Verbreitung der Einsicht,
dass es Dinge gibt, mit denen man sich beschaftigen darf, nicht weil man diese
Dinge so dringend fir die Anwendung im Alltag bendtigt, sondern weil man sich
durch die Beschaftigung mit diesen Dingen weiter entwickelt.

So geht es auch bei der Bruchrechnung nicht nur um die materiale Bildung, das
heiBt, nicht nur um das Lernen der Inhalte selbst, sondern ein wesentliches
Argument fUr die Bruchrechnung ist die formale Bildung, hier insbesondere die
Bildung der methodischen und der funktionalen Fahigkeiten.

Analog zur Fragestellung nach dem Sinn des Bruchrechenunterrichts im
Mathematikunterricht wie nach dem Sinn vieler anderer Unterrichtsinhalte,

13



deren Alltagsrelevanz sich einem nicht sofort offenbart, kbnnte man ebenso
nach dem Sinn bestimmter Sportiibungen fragen.

Im Sportunterricht muss man laufen und springen, obwohl die Alltagsrelevanz
dieser Disziplinen ebenfalls nicht gegeben ist, denn Situationen, in denen man
schnell laufen kdbnnen muss, um einem Raubtier zu entkommen, oder in denen
man weit springen kdénnen muss, um irgendeine Klippe zu Uberspringen,
kommen im Alltag nicht vor. Trotzdem steht der Sinn des Sportunterrichts im
Allgemeinen auBer Zweifel. Niemand fragt, wozu man laufen oder springen
lernen soll, weil jeder einsieht, dass es nicht um das Laufen oder Springen geht,
sondern darum, durch Lauf- oder Springlbungen seinen Kérper zu ertlichtigen
und eine gewisse Fitness zu erhalten. Ebenso wie die Kérperertichtigung eine
wichtige Aufgabe des Sportunterrichts ist, ist die Geistesertlichtigung eine
wichtige Aufgabe des Mathematikunterrichts. Auf diese Weise ist also die Frage
nach dem wozu beantwortet und sie braucht nun nicht bei jedem Inhalt des

Mathematikunterrichts neu gestellt zu werden.

Dass etwas als Selektionsinstrument diene, ist ein ebenso polemischer Vorwurf
wie der vorige, den man an alles Beliebige richten kann, das man fur schwierig
und nicht unbedingt notwenig halt.

Statt diese schwachen vorgebrachten Argumente gegen die Bruchrechnung
ausfuhrlich zu entkraften, liefert Padberg selbst einige ,Argumente zur
Notwendigkeit der Bruchrechnung mit gemeinen Brlchen®, die hier

stichwortartig aufgelistet werden:

- Briche und die anschauliche Fundierung der Dezimalbruchrechnung
- Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne Bruchrechnung?
- Bruchrechnung und Gleichungslehre

- Zahlbereichserweiterung von N nach @ *.

- Bruchrechnung und Algebra

Er sagt, ,gemeine Briche” seien viel leichter vorstellbar als ,Dezimalbriiche,
5

weil anschaulicher darstellbar”. Briiche wie %% oder 3 kénne man leicht auf

der Handlungsebene herstellen. Die Schilerinnen und Schiler sollten erst auf

14



der enaktiven und auf der ikonischen Ebene Erfahrungen mit Brichen
sammeln. Erst danach sei es sinnvoll, die Dezimalbruchschreibweise als
elegante Schreibweise flr Brlche einzufiihren, die eine Zehnerpotenz als
Nenner haben. Vorzige der ,gemeinen Briche“ seien bei der
Wahrscheinlichkeitsrechnung unlibersehbar. So lieBen sich einige Regeln der
Wahrscheinlichkeitsrechnung leicht mithilfe ,gemeiner Briche® ableiten. Ein
weiterer Vorzug sei die hohe Praktikabilitdt der ,gemeinen Briche® im
Zusammenhang mit der Gleichungslehre. Die ,gemeinen Brliche“ seien oft viel
Ubersichtlicher als die ,Dezimalbriche®, insbesondere, wenn letztere sehr lange
Perioden hatten und man mit ihnen im Kopf rechnen wolle. Auch algebraische
Termumformungen seien spater weniger problematisch, wenn man die
,gemeinen Briche® ausfuhrlich behandle.

Erganzend erinnere ich an die schon im Vorwort genannte Tatsache, dass die
Bruchrechnung auch  schon deswegen ein  sehr lohnenswerter
Unterrichtsgegenstand ist, weil sie eine alte, interessante Kulturtechnik ist.
Briiche waren schon in den antiken Hochkulturen der Agypter und Babylonier
bekannt.

Ein Mathematikunterricht in der Sekundarstufe 1 kommt an den Brlichen nicht

vorbei: Ohne Brliche ist alles nichts!

Zu den bereits bei Padberg angesprochenen innermathematischen Gebieten, in
denen man ohne die Bruchrechnung nicht auskommt, flihre ich nun beispielhaft
die Begrindung ihrer Notwendigkeit in einigen Gebieten weiter aus, die schon
im Vorwort angesprochen wurden. Das Sachrechnen kommt ohne Briche nicht
aus. Wenn beispielsweise die reale Entfernung zweier Orte bestimmt werden
soll, die in einer Karte mit dem MafRstab 1 : 10 000 000, wie man nachmessen
kann, 7 cm voneinander entfernt sind, dann ist die Sachkenntnis nétig, dass
eine Darstellung im MaBstab 1:10 000 000 bedeutet, dass jede Strecke auf

der Karte _ Mal so groB ist wie in der Wirklichkeit. Mit dem Wissen,
10 000 000
dass 7cm so lang sind wie _ Mal der Abstand zwischen den beiden
10 000 000

Orten, lasst sich dieser Abstand berechnen.
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Er ist 7:; cm =7 -10000 000 cm = 70 000 000 cm = 700 km groB.
10 000 000

Unabhangig von der Schreibweise ist 1 : 10 000 000 ein Bruch.

Bei zentrischen Streckungen werden mithilfe der Strahlensatze Streckenlédngen
berechnet. Wird beispielsweise eine 3 cm lange Strecke auf eine 7 cm lange
Strecke abgebildet, dann wird eine 4 cm lange Strecke bei derselben

zentrischen Streckung auf eine Strecke der Lange ;4 cm abgebildet.

In der siebten Klasse werden proportionale und antiproportionale Zuordnungen
gelehrt. Beispielsweise wird die Information gegeben, dass 5 Apfel 1,20 €
kosten und es soll der Preis fiir 8 Apfel bestimmt werden. Ublicherweise wird
ein Losungsweg mithilfe des sogenannten Dreisatzes eingefthrt. Dabei wird
zunachst der Preis fiir eine Anzahl von Apfeln bestimmt, die ein gemeinsamer

Teiler oder ein gemeinsames Vielfaches von 5 und 8 ist. Ein gemeinsamer

Teiler ist 1, und dies ist auch der einzige gemeinsame Teiler. 1 Apfel ist % von
5 Apfeln und somit ist der Preis fiir 1 Apfel auch % des Preises fiir 5 Apfel, also

% von 1,20 € und das sind 0,24 €. Um nun den Preis fiir 8 Apfel zu bestimmen,

stellen wir fest, dass 8 Apfel 8 Mal so viele Apfel sind wie 1 Apfel und, da der
Preis pro Portion zu entrichten ist, wird der Preis fir 1 Apfel mit 8 multipliziert. 8
Apfel kosten also 8 - 0,24 € = 1,92 €.

Es wurde also nacheinander mit é und mit 8 multipliziert, beziehungsweise

durch 5 dividiert und mit 8 multipliziert. Der Weg Uber ein gemeinsames
Vielfaches von 5 und 8 flhrt zum Beispiel Uber die 40. Man berechnet dabei

erst den Preis fiir 40 Apfel, in dem man mit 8 multipliziert. AnschlieBend dividiert

man diesen Preis durch 5 oder multipliziert ihn mit % Man macht also

abgesehen von der Reihenfolge das gleiche wie in dem zuerst beschriebenen
Beispiel.
Selbstverstandlich lasst sich dieses Problem ohne Dreisatz |6sen. Wer der

Bruchrechnung kundig ist, multipliziert den Preis fiir 5 Apfel mit %
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Ahnlich I&sst sich bei den umgekehrt proportionalen oder antiproportionalen
Zuordnungen die im Dreisatz nacheinander ausgefihrte Multiplikation und
Division durch die Multiplikation oder Division mit einem Bruch ersetzen.

Ein weiteres ,Problemthema” im Mathematikunterricht der Sekundarstufe ist die
Prozentrechnung. Was bedeutet es, dass auf den Nettopreis einer Ware 19 %
Mehrwertsteuer erhoben werden? Jeder, der weil3, dass Prozent das gleiche

bedeutet wie Hundertstel, hat dieses Problem fast gelést, denn beim

Bruchrechenunterricht in der Klassenstufe 6 lernt man, was % von einem

Preis sind, man muss namlich einfach % mit diesem Preis multiplizieren.

Jedes Problem der Prozentrechnung lasst sich auf die Bruchrechnung
zurtckfihren, da Prozentrechnung nichts anderes ist als Bruchrechnung mit
,=Hundertstel“-Briichen.

Auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der sichere Umgang mit Briichen
wichtig. Schon der Begriff der Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines
bestimmten Ereignisses wird meist definiert als

Anzahl der fiir das Ereignis giinstigen Ausgdnge

Anzahl der moglichen Ausgdnge

Es wird zwar gelegentlich die Meinung propagiert, man solle der
Bruchschreibweise die Kommaschreibweise vorziehen, weil diese einfacher sei.
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist aber ein gutes Beispiel daftr, dass auch
die Bruchschreibweise gegenuber der Kommaschreibweise Vorteile hat. Wenn
eine Wahrscheinlichkeit in Bruchschreibweise dargestellt ist, dann kann man
sofort die Anzahl der fur das Ereignis gunstigen Ausgange und die Anzahl der
moglichen Ausgange erkennen, oder man kann, falls der Bruch gekurzt oder
erweitert dargestellt ist, zumindest das Verhaltnis dieser Anzahlen direkt
ablesen. Dies ist bei der Kommadarstellung nicht ohne Weiteres méglich. Die
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen Zufallsexperimenten ist
in Bruchdarstellung viel besser nachvollziehbar als in Kommaschreibweise.
Auch deren Veranschaulichung in Baumdiagrammen ist mit der

Bruchdarstellung viel Gbersichtlicher.
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Weitere Beispiele dafir, dass die Bruchdarstellung gegentber der
Kommaschreibweise vorteilhaft ist, finden wir umso leichter, je komplexer die
mathematischen Inhalte werden oder dann, wenn diese Darstellung uns das
Verstandnis des Zustandekommens eines Terms erleichtert. Wenn es zum
Beispiel um die Berechnung des Flacheninhalts eines Dreiecks geht, dessen
eine Seite 5 Einheiten lang und deren dazu gehdrige Héhe 3 Einheiten lang ist,

dann zeigt die Gleichung F :5—; deutlich den Zusammenhang zwischen den

MaBzahlen fur Seitenlange, zugehdriger H6he und Flacheninhalt. Wenn es um
die Bestimmung der Summe der ersten 20 positiven natirlichen Zahlen geht,

20-(20+1)

dann kann man aus der Darstellung direkt ablesen, wie sie

bestimmt wurde. Wenn man in diesen Beispielen anstelle der Bruchterme den
Flacheninhalt in der Schreibweise von 7,5 Flacheneinheiten oder die Summe
als 210 schreibt, dann enthalt man dem Leser die Gedanken vor, die dazu

geflhrt haben.

Auch wenn man das Thema Briche in der Schulmathematik schon wieder
verlassen und schon irrationale Zahlen kennengelernt hat, sind Kenntnisse tber
die Briche teils hilfreich, teils sogar nétig fur das Verstéandnis.

Ein solches Beispiel ist die Potenzrechnung und die Erweiterung auf rationale

m

Exponenten. Wenn «" als positive Lésung der Gleichung x" =a" eingefiihrt

wird und spater um die Schreibweise W erweitert wird, ist offensichtlich, dass
man auf Briche nicht verzichten kann. Ohne dass hier naher darauf
eingegangen wird, ist klar, dass die rationalen Exponenten noétig fur das
Verstandnis der Wourzelfunktionen sind. Es ist kontraproduktiv fir die

angestrebte geistige Entwicklung der Schilerinnen und Schiler, wenn sie nur

mechanisch ¥4 in ihren Taschenrechner tippen, sich nicht einmal wundern,
dass dann eine Zahl mit vielen Nachkommastellen angezeigt wird und vielleicht
nicht einmal wissen, dass diese Zahl die positive und in diesem Fall auch

1
einzige Losung der Gleichung x* =4 ist, also x = 43.
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Ein weiteres Beispiel ist die Trigonometrie. In der 10. Klasse werden
Ublicherweise Sinus, Kosinus und Tangens eines Winkels als Verhaltnisse von

Seitenlangen in rechtwinkligen Dreiecken eingeflihrt. Ist beispielsweise der

rechte Winkel bei C, also y = 90°, dann wird definiert: sin azﬁ, cos 0::é und
C C

tan o = 5 Zwar sieht es hier so aus, als hatte man es mit Briichen zu tun, aber

man sollte sich nicht vom Bruchstrich irritieren lassen: Im Allgemeinen sind
diese Verhéltnisse irrational. Die im Rahmen der Bruchrechnung erworbenen
Regeln werden hier aber im Allgemeinen einfach auf die reellen Zahlen
Ubertragen. Das kann deswegen von der Lehrperson verantwortet werden, weil
sie weil3, dass dies nur zum Schein so ist und dass diese Regeln in der Menge
der reellen Zahlen gelten. Sie wurden nur bisher eingeschrankt auf die Menge

der rationalen Zahlen betrachtet.

Wie gezeigt wurde, kommen Briche und reelle Zahlen in Bruchdarstellung
stdndig im Mathematikunterricht der Sekundarstufe 1 vor. Die genannten
Beispiele betreffen namlich die Klassenstufe 6 und sind relevant fur alle
folgenden Klassenstufen.

Was die Einflhrung in Klassenstufe 6 betrifft, so ist es nicht nur sehr
befriedigend zu wissen, dass zum Beispiel 1:7 ab jetzt irgendetwas ist,
sondern es ist nach der erwahnten Zahlbereichserweiterung auch dringend
notwendig, diese neu dazugewonnenen Zahlen kennenzulernen und mit ihnen
zu rechnen. Da die rationalen Zahlen auf vielerlei Weisen darstellbar sind, zum
Beispiel in der Bruchschreibweise, in Kommadarstellung, in Prozentdarstellung,
und jede dieser Darstellungen ihre Berechtigung hat, ist es natirlich auch
wichtig, den Umgang mit jeder dieser Darstellungen zu beherrschen. Dass man
dabei an ,gemeinen Brlchen® nicht vorbei kommen kann, ist offensichtlich,
denn das Rechnen mit ,Dezimalbrichen® I&sst sich zwar ohne das Verstandnis

der ,gemeinen Brlche" Giben, jedoch niemals verstehen.
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3 Die Ausgangslage

Bei der Ausarbeitung eines Konzeptes zum Bruchrechenunterricht missen
natlrlich ausfuhrlich die bisher existierenden didaktischen Konzepte untersucht
werden. Diese werden in Kapitel 4 beschrieben. Auch Schulbicher und andere
Lernmedien wurden nicht auBer Acht gelassen, da an ihnen sehr gut
Schwachstellen der Konzepte sichtbar werden. Dartber hinaus verhindern sie
oft durch eigene Schwéachen das Verstandnis. Weiter ist auf Fehlvorstellungen
einzugehen, die bei Schiilerinnen und Schilern weit verbreitet sind und die sie
meistens in der Grundschule erworben haben und mit an die weiterfihrenden
Schulen bringen. AuBerdem bietet auch der herkdémmliche
Bruchrechenunterricht viele Gelegenheiten flir das Entstehen neuer
Fehlvorstellungen. Erschwert wird das Verstandnis schlieBlich auch noch durch

viele zum Teil Uberflissige Begriffe und Pseudobegriffe.

3.1 Die Darstellung der Bruchrechnung in Lernmedien

Wenn man sich die Lernmedien betrachtet, die sich mit der Bruchrechnung
befassen, stellt man fest, dass sie viel Anlass zur Kritik liefern. In Schulbiichern
muss man nicht lange suchen, um Widersprlche, verwirrende Pseudobegriffe,
Unversténdliches oder Merksatze zu finden, die aus verschiedenen Grinden
nicht gut sind.

Neben den Schulblichern gibt es mittlerweile sehr viele Blicher und Heftchen,
die zum Selbststudium oder als Ubungshilfe angeboten werden.

In den letzten Jahren hat das Internet als Medium zur Datenverdéffentlichung
und -beschaffung immer mehr an Bedeutung gewonnen. Viele Lehrerinnen und
Lehrer stellen ihre Arbeitsmaterialien online, was per se nicht schlecht ist. Aber
leider sind nicht alle Veréffentlichungen qualitativ gut, und leider gibt es auch
Lehrerinnen und Lehrer, die sich kritiklos daran bedienen, um diese Materialien
selbst einzusetzen.

Auch Lernsoftware wird immer weiter verbreitet. Es ist schwer mdglich und
auch nicht Ziel dieser Arbeit, alle Veroffentlichungen zu berlcksichtigen, die
sich mit Bruchrechnung befassen. So habe ich mich bei den Programmen nicht
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mit kauflich erwerbbaren Lernprogrammen beschaftigt, sondern den Blick auf
kostenlos nutzbare Online-Lernprogramme geworfen.

Ich will hier keineswegs behaupten, dass alle Ubungsmaterialien, die irgendwo
veroffentlicht wurden, schlecht sind, aber gerade bezlglich der Bruchrechnung
findet man sehr viele Materialien, die aus unterschiedlichen Griinden nicht gut
sind.

Um auf diese Problematik aufmerksam zu machen, illustriere ich sie an einigen
Beispielen aus Schulblchern, einem Nachschlagewerk, einem Heft zum
Selbstlernen und einer Internetseite, die Unterrichtsmaterial zur Verfligung
stellt, sowie an einigen Online-Lern- beziehungsweise Ubungsprogrammen zur

Addition und Subtraktion von Briichen.

An Schulblichern ist haufig zu kritisieren, dass sie eine Sprache verwenden, die
Fehlvorstellungen weckt. Ein einfaches Beispiel daflr ist ein Merksatzkastchen
mit der Aussage:

,Beim Dividieren kann das Ergebnis ein Bruch sein.“®

Diese Aussage ist zwar zweifellos richtig, dennoch ist fragwirdig, ob eine
solche Aussage geeignet ist, Schilerinnen und Schilern zu helfen oder ob sie
nicht sogar eher Verwirrung stiftet oder falsche Vorstellungen hervorruft.

Diese Formulierung lasst namlich Schilerinnen und Schiler der Klassenstufe 6
denken, das Ergebnis beim Dividieren zweier natirlicher Zahlen kénne auch
etwas anderes als ein Bruch sein. Denn das Wort ,kann“ suggeriert in diesem
Zusammenhang, dass es mehrere Moglichkeiten fir das Ergebnis einer
Division gibt, von denen eine ein Bruch ist. Somit ist nicht anzunehmen, dass
Lernende hier erwarten, dass das Ergebnis in jedem Fall ein Bruch sein muss,
zumindest dann, wenn, wie in Klassenstufe 6, noch keine irrationalen Zahlen
bekannt sind.

Schilerinnen und Schiler dieser Altersklasse, die einen solchen Merksatz
lesen, stellen sich hier namlich im Allgemeinen nicht die Frage, ob das Ergebnis

beim Dividieren auch etwas anderes sein kbnne als ein Bruch. Vielmehr setzen

® MaBstab 6 (2007: 28)
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sie dies aufgrund der Formulierung voraus, denn anderenfalls hatte man ihrer
Meinung nach im Buch statt ,kann“ das Wort ,muss® geschrieben.

Wenn man sich die Schulblcher ansieht, in denen die Bruchrechnung
behandelt wird, dann muss man in den meisten nicht lange suchen, ehe man
weitere Kritikpunkte findet. Oft st6Bt man zum Beispiel auf Anhdufungen von
Merksatzen.

In einem Schulbuch’ liest man zum Beispiel zuerst einen Merksatz fir die
Multiplikation eines Bruches mit einer natlrlichen Zahl. Zwei Seiten spater folgt
ein Merksatz fir die Division eines Stammbruches durch eine natlrliche Zahl.
Noch eine Seite spéter folgt ein Merksatz fur die Division eines Bruches durch
eine natdrliche Zahl. Drei Seiten spater wird die Multiplikation eines
,Dezimalbruchs® mit einer natdrlichen Zahl beschrieben mit dem dazu
passenden Merksatz auf der nachsten Seite. Weitere Merksatze flr die Division
eines ,Dezimalbruchs” durch eine natlrliche Zahl sowie fur die Multiplikation
,Bruch mal Bruch®, ,Dezimalbruch mal Dezimalbruch® und entsprechende
Divisionsregeln folgen.

Ein anderes Schulbuch® beginnt zunachst mit den ,Dezimalzahlen®, lange bevor
die ,Bruche“ folgen. Eine Regel fir die Multiplikation von Brichen in
Kommadarstellung und die Anzahl der Nachkommastellen wird dort zwar
prasentiert, jedoch wird sie nicht hergeleitet, obwohl doch eine Herleitung beim
Verstédndnis des Stellenwertsystems keine unlberwindbare Schwierigkeit
darstellt.

Die folgenden drei Beispiele beziehen sich auf den GréBenvergleich von
Bruchen. Bevor auf sie eingegangen wird, werden alle drei zitiert.
Der folgende Merksatz stammt aus einem Schulbuch:

.Briuche kann man mithilfe ihrer Zahler der GréBe nach vergleichen,
wenn sie gleiche Nenner haben.
Bei ungleichen Nennern missen wir die Briche zuerst gleichnamig

machen.*®

" MaBstab 6 (2007: 68 ff., 154 ff.)
8 Mathematik 6 (2007: 18)
? Schnittpunkt 6 (2004: 68)
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Auch in Heften, die zum selbststandigen Erlernen der Bruchrechnung geeignet

sein sollen, sieht es nicht immer besser aus:

LWill man ungleichnamige Briiche (Briche mit ungleichen Nennern)

vergleichen, muss man sie zuerst gleichnamig machen.“'°

Zu diesen beiden Beispielen fige ich an, dass man Briiche sehr wohl ihrer
GréBe nach vergleichen kann, wenn sie nicht gleiche Nenner haben. Zum

Beispiel sieht man sofort, dass %>ﬁ ist, auch wenn die Briche nicht im

gleichen Nenner dargestellt sind. Auch sieht man sofort, dass §>§ ist, da

einer der Briche gréBer als 1 und der andere kleiner als 1 ist. Die Beispiele
zeigen, dass man keineswegs auf gleiche Nenner angewiesen ist. Es ist also
offensichtlich, dass der zweite Teil des Merksatzes im Lehrbuch sowie der
andere Merksatz schlichtweg falsch sind.

Denn keineswegs muss man die ,Briche gleichnamig machen®, wenn die
Nenner ungleich sind. Zum Beispiel kdnnte man ja auch die Zahler ,gleichnamig

machen®, denn es ist l=i, also l<i, da 21 > 20 und es ist leicht
7 21 7 20

einzusehen, dass der einundzwanzigste Teil einer GréBe kleiner ist als ihr

zwanzigster Teil.

Ein anderes Schulbuch, das nicht deutlich zwischen den Zahlen und ihren
Darstellungen unterscheidet, das also nicht mit den Begriffen ,Bruchzahl” far die
Zahl selbst und ,Bruch® fir ihre Darstellung arbeitet, sondern die Zahlen selbst

als Briche bezeichnet, bemerkt zum Thema GréBenvergleich von Brichen:

.Das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner gegebener Briche heil3t

der Hauptnenner der Briiche.“'"

19 Voigt-Lambert (2007: 25)
" Mathematik Lehrbuch Klasse 6 (1994: 27)
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Wenn man sich an diese Aussage hélt, dann haben die Briiche % und % den

Hauptnenner 12 und die Briiche % und 2—50 haben den Hauptnenner 180. Wir

haben in diesem Beispiel also zweimal das gleiche Zahlenpaar vorliegen,
erhalten aber zwei verschiedene Hauptnenner. Was stimmt nicht an dieser
Zuordnung? Die Antwort ist klar: Es gibt keine Zuordnung von zwei Zahlen auf
ihren Hauptnenner, es gibt nicht einmal den Nenner einer Zahl. Der Nenner ist
der Divisor in einer ausgewahlten Darstellung. Es macht doch tGberhaupt keinen
Sinn zum Beispiel zu sagen, 7 habe den Nenner 1, 2, 3 oder 23, denn die Zahl

7 kann mit jedem dieser Nenner als %%% oder % und auf unendliche

viele andere Weisen dargestellt werden. Ebenso absurd wéare es zu
argumentieren, 10 habe den Subtrahenden 2, weil man 10 als 12 - 2 schreiben
kann. Analog dazu hat ein Bruch auch keinen Nenner, sondern nur seine
Darstellung besitzt einen Nenner.

Alle drei Beispiele betreffen den GrdBenvergleich von Brlichen. Es ist nicht
schwierig auch negative Beispiele zu anderen Bereichen zu finden.

Aber auch das nachste betrifft den GréBenvergleich. Es stammt jedoch nicht
aus einem Schulbuch, sondern aus einem moderneren Medium, ndmlich von
einem Internetportal.

Das Internet ist nicht nur fir Schilerinnen und Schiler eine immer beliebter
werdende Informationsquelle geworden, auch Lehrerinnen und Lehrer bedienen
sich dieses Mediums. Es gibt mittlerweile Portale fir Unterrichtsmedien, auf
denen Unterrichtsmaterialen online zur Verfigung gestellt werden. Auf einigen
dieser Portale kdnnen auch Lehrerinnen und Lehrer ihre Materialien wie zum
Beispiel Arbeitsblatter anbieten und selbst auf Materialien anderer Kolleginnen
und  Kollegen  zurlckgreifen. Gegen die  Verdffentlichung  von
Unterrichtsmaterialien ist nichts einzuwenden, es kann sogar durchaus
anregend sein, manche Arbeit anderer Kolleginnen und Kollegen zu sehen. Die
Erfahrung zeigt aber, dass die Ubernahme fremder Materialien aus dem
Internet nicht immer mit dem nétigen kritischen Blick auf das groBe Angebot
erfolgt. Viele Kolleginnen und Kollegen sind der Uberzeugung, dass die

Lehrerin oder der Lehrer der Zukunft eher eine Person sein wird, die der
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Lerngruppe viel Material zur Verfigung stellt als eine Person, die unterrichtet.
Darlber hinaus werden viele Kolleginnen und Kollegen fachfremd eingesetzt,
sodass man leider befirchten muss, dass immer mehr Arbeitsblatter aus dem
Internet kopiert werden und dass von solchen Angeboten mangels
Kritikfahigkeit der Benutzer wegen ihrer fehlenden Fachkompetenz auch dann
Gebrauch gemacht wird, wenn sie von mangelhafter Qualitat sind. Dass viele
dieser Materialien, insbesondere auf den Tauschseiten, zahlreiche inhaltliche
Fehler enthalten, wird nach kurzer Recherche deutlich und hier an einigen
Beispielen gezeigt.

Diese Materialien sind trotzdem relevant, da das Angebot an online
zuganglichen Materialien, wie bereits erwéhnt, in den letzten Jahren sehr stark
zugenommen hat, in den nachsten Jahren weiter zunehmen wird und vor allem,
da es schon jetzt reichlich genutzt wird. Bisher kann die Qualitdt dort
gefundener Arbeitsblatter nur in jedem Einzelfall neu geprift werden, was
allerdings die dazu nétige Fachkompetenz voraussetzt.

Im Internet findet man, wenn man bei der Suchmaschine www.google.de'? die
Suchwoérter GréBenvergleich von Brichen eingibt, 928 Eintrage.

Bereits der erste der gefundenen 928 Eintrage liefert das folgende
abschreckende Beispiel zum Thema. Er stammt von einem Internetportal, das
Materialien zum selbststandigen Lernen anbietet und sich so darstellt: ,Auf
diesem Internetportal finden sowohl Schilerinnen und Schiler als auch
Lehrerinnen und Lehrer Materialien zum Selbststandigen Arbeiten, d. h. zum
Selbststandigen Erlernen und zum Selbststéandigen Uben in den Féchern
Mathematik und Physik, insbesondere eine nach Themen geordnete Sammlung

von zur Zeit mehr als 2000 interaktiven Materialien.“'

,Erklarung 7: GrdBenvergleich von Briichen
Briche lassen sich vergleichen und nach ihrer GréBe ordnen:

* Haben die Briche den gleichen Nenner und den gleichen Zahler, dann
gehdren sie zur gleichen Bruchzahl.

Schreibweise mit Buchstaben: £ : b unda =bdann &=

b
c c c c

12 Stand: 21.9.2008
'3 http://ne.lo-net2.de/selbstlernmaterial/m/s1ar/fs/rmb08.PDF , Stand: 9.11.2009
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*

Haben die Brliche den gleichen Nenner und verschiedene Zahler, dann
gehort der Bruch mit dem gréBeren Zahler zur gréBeren Bruchzahl.

Schreibweise mit Buchstaben: a ; é und a < b dann 4. é.
c C C C

Regel 3: GréBenvergleich von Briichen

Wie vergleicht man Briche? Wie ordnet man Briiche nach ihrer GroBe?

1. Bringe die Briiche gegebenenfalls auf den Hauptnenner (vgl.
Regel 2)

2. Vergleiche die Zahler: Sind die Z&hler gleich, gehdren die
Brlche zur gleichen Bruchzahl, anderenfalls gehort der Bruch
mit dem gréBeren Zahler zur groBeren Bruchzahl
(vgl. Erklarung 7)<'*

Ohne hier den padagogischen Sinn von Merksatzen und Regeln zu diskutieren,
sei bemerkt, dass das letzte der Beispiele auf eindrucksvolle Weise deutlich
macht, wie man Mathematikunterricht auf Stumpfsinn reduzieren kann.

Naturlich ist es ohne Zweifel sinnvoll, Kinder zum selbststandigen Lernen zu
motivieren. Aber genau das findet hier leider nicht statt, denn auch wenn die
Schulerinnen und Schuler solche Arbeitsblatter mit diesen und noch einigen
weiteren Anweisungen erhalten und diese bearbeiten, dann handelt es sich hier
nur um das rezeptartige Abarbeiten vorgegebener Strategien. Hier wird die
Gelegenheit verpasst, die Schulerinnen und Schiler eigene Ideen zum
GrdBenvergleich von Brichen entwickeln zu lassen. Es ist nicht schwierig,
weitere abschreckende Beispiele fur Unterrichtsmaterial in Internetportalen zu
finden. Aber es ist weder das Ziel dieser Arbeit, alles Veroffentlichte auf seine
Brauchbarkeit im Unterricht zu untersuchen, noch ist es das Ziel, mdglichst
viele Negativbeispiele aus diversen Medien aufzufihren. Diese leicht zu
findenden Beispiele sollen lediglich flr die Problematik sensibilisieren. Es sei
noch angemerkt, dass das rein mechanische Abarbeiten von Anweisungen
keine Eigenart ist, die den Schilerinnen und Schilern ausschlieBlich von
modernen Medien abverlangt wird. Auch in Schulblchern findet man so etwas
gelegentlich. Ein Schulbuch'® fiir die 6. Klasse an Gymnasien treibt es dabei auf
die Spitze. Beim Thema ,Die andere Richtung: Umwandlung von periodischen

'* hitp://www.selbstlernmaterial.de/m/m6/fs/rmb08.PDF , Stand: 1. 9. 2008
"> Neue Wege 6 (2006: 210)

26



Dezimalzahlen in Briche* findet man dort in zwei Kastchen Beschreibungen,

wie man vorzugehen hat:

Briiche mit dem Nenner 9 flihren zu Dezimalzahlen, bei denen die Periode (der

Lange 1) aus dem Zahler des Bruches gebildet wird.*
Im anderen Kastchen ist zu lesen:

!!L —_ Oya ; i = 0,@ ; ...2 = O’ﬁ "'5_6 = O’%
99 99 99 99

Briiche mit dem Nenner 99 fihren zu Dezimalzahlen, bei denen die Periode
(der Lange 2) aus den Ziffern des Zahlers gebildet wird.”

Abgesehen vom gewdéhlten Vokabular, das vermuten lasst, dass zum Beispiel

1 und % Kommadarstellungen mit zweistelliger Periodenlange besitzen, ist

99

hier zu kritisieren, dass keines der im Mathematikunterricht anzustrebenden
Ziele verfolgt wird, wenn man an gar keiner Stelle mehr denken, sondern nur
noch die Anleitungen befolgen muss. Dass so etwas in einem Arbeitsbuch far
Gymnasien zu lesen ist, ist insbesondere deswegen erstaunlich, da meine
Erfahrung an der Realschule zeigt, dass man gemeinsam mit den Schulerinnen
und Schilern Verfahren fir die Umwandlung von Komma- in Bruchdarstellung
erarbeiten kann. Stattdessen wird hier in dem Rezept oder der Anleitung etwas
vorgemacht oder beschrieben, was man tun soll, und die Schilerinnen und
Schiler sollen es dann nachahmen oder sich ausschlieBlich an gegebene
Anleitungen halten. Da ware auch die Nutzung einer geeigneten Maschine, die
die gewlnschte Darstellung bei Eingabe der anderen ausgibt, nicht schlechter.
Der Reiz bei diesem Problem liegt doch mit Sicherheit nicht darin, ein Rezept

abzuarbeiten, um dann irgendwann herauszufinden, dass O,ﬁ:% ist, reizvoll

dagegen kdnnte es sein, Schilerinnen und Schiler ein solches Problem selbst
I6sen zu lassen, nachdem man es vielleicht flr eine einstellige Periode

gemeinsam bearbeitet hat.
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Ein grundséatzliches Argernis von Merksatzen, wenn sie zumindest inhaltlich
richtig sind, ist leider, dass sie in den Blchern oft plétzlich auftauchen, ohne
dass eine ausfuhrliche, nachvollziehbare Herleitung erfolgt ist.

Wichtiger als die Fahigkeit, mithilfe eines Merksatzes rezeptartig vorzugehen,
um die gréBere der beiden Zahlen zu ermitteln, erscheint mir die Kompetenz,
sich dafur eigensténdig eine geeignete unter mehreren bekannten Methoden

wahlen zu kdnnen.

Die Kultusministerkonferenz hat in den Bildungsstandards fir den
Hauptschulabschluss und den mittleren Bildungsabschluss folgende
mathematischen Kompetenzen festgelegt, die entwickelt werden sollen'®:

(K1) Mathematisch argumentieren

(K2) Probleme mathematisch lésen

(K8) Mathematisch modellieren

(K4) Mathematische Darstellungen verwenden

(K5) Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen

(K6) Kommunizieren

Ein stures Abarbeiten eines Rezepts entwickelt keine dieser Kompetenzen. Gibt
man Schulerinnen und Schulern die Aufgabe zu entscheiden, welcher von zwei
Brichen der gréBere ist, dann wird gleich zur Entwicklung mehrerer dieser
Kompetenzen beigetragen. Das Gleiche gilt fir das andere Beispiel, denn die
Entwicklung der Kommadarstellung von periodischen Brichen kann sehr wohl

von Schilerinnen und Schilern selbst geleistet werden.

Das vierte Beispiel betrifft Online-Lernprogramme. Neben Tauschbérsen fir
Unterrichtsmaterial, die sich an Lehrerinnen und Lehrer richten, existieren auch
Portale, die Lernmaterialen flir Schilerinnen und Schiler anbieten.

Grundsétzlich muss man die Idee, Ubungsprogramme fiir Lernende kostenlos
zuganglich zu machen, als positiv bewerten. Da heutzutage die Mehrheit der

'® Lankes et al. (2006: 20)
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Jugendlichen die Mdglichkeit hat, an Computern mit Online-Zugang zu arbeiten,
waren Online-Ubungs-Programme schon aus sozialen Griinden eine zu
begriBende Alternative zur Nachhilfe, die sich nicht alle Familien leisten
kénnen.

Solche Programme koénnten den Lernenden eine sofortige Rickmeldung
darUber zukommen lassen, welche der Aufgaben richtig bearbeitet wurden und
wo fehlerhaft gearbeitet wurde. Dazu koénnten zielgerichtete Hinweise
Hilfestellung geben. Prinzipiell kdénnten solche Programme einen hohen
Motivationseffekt haben. Sie sind auf unterschiedlichstem Niveau denkbar.

Eines dieser Programme, das auf der Seite www.eduvinet.de (Educations via
17

Internet in the European Union)'* angeboten wird, beschaftigt sich mit der
Addition und Subtraktion von Bruchen. Es beginnt auf einer niedrigen
Schwierigkeitsstufe, bei der zunachst immer vier L&sungsvorschlage

angegeben werden. Der Programmnutzer liest:

,Welches ist die richtige Lésung? g—g ="

Die Antwortvorschlage heiBen: 8 , 4 , 4 , E.
510 5 10

Wenn man % anklickt, 6ffnet sich ein Fenster, in dem man lesen kann: ,Prima!

Deine Antwort ist richtig!“ Das motiviert und macht vielleicht Jugendlichen auch
Freude, wenn es ihnen haufiger als erwartet gelingt, diese Rickmeldung zu
bekommen. Aber leider hat das Programm eine auBerst unschéne Seite, denn

wenn man statt % die Alternative % auswahlt, dann 6ffnet sich ebenfalls ein

Fenster, in dem man dann allerdings folgende Worte liest: ,FALSCH! Wahle

eine andere Alternative!® Man mdchte es kaum glauben, aber tatsachlich

erscheint bei Eingabe der richtigen Zahl % eine Fehlermeldung. Es mag

vielleicht nicht besonders naheliegend sein, in diesem Zusammenhang % statt

"7 http://www.mallig.eduvinet.de/mathe/6bruch/expl/6brucQT1.htm , Stand 10. 8. 2008
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% anzuklicken, aber es ist nicht nachvollziehbar, warum hier diese

Fehlermeldung erscheint. Es gibt nur einen Grund dafir: Der Programmierer
winscht sich, dass die Schilerinnen und Schdler hier die Lésung in gekurzter
Darstellung angeben, er nennt diesen Wunsch aber nicht auf dieser Seite.
Akzeptabel ware es, wenn in dem Fenster zum Beispiel zu lesen wére: ,Primal

Aber findest Du noch eine andere/ einfachere Darstellung?*.

Bei den Ubungen fiir die Fortgeschrittenen handelt es sich nicht mehr um
Multiple-Choice-Aufgaben, sondern man muss direkt das Ergebnis eingeben.
Hier steht zwar der Hinweis ,Berechne und gib das gekirzte Ergebnis an®

wenn man aber auf das Kiirzen verzichtet, also bei %+ % = nicht % sondern

% eintippt, dann farbt sich der Bildschirm schwarz und man liest in vierfacher

Ausfihrung mit groBen weiBBen Buchstaben einen der beiden Hinweise ,Leider
falsch! oder ,Leider nicht richtig!“.

Ebenfalls fragwlrdig ist das Angebot der Zentrale fur Unterrichtsmedien
www.zum.de'®. Es wird eine Ubung zur Addition von Bruchzahlen angeboten.
Dort sind acht Additionsaufgaben auf einer Seite, es ist Platz fir
Zwischenergebnisse gegeben, und es soll ein Endergebnis eingetragen
werden.

Ich bearbeite nur eine der 8 Aufgaben, um das Programm zu testen.

Gegeben st %+§=M=% und ich fllle die leeren Felder wie folgt:

8
1 3 8+12 20

478 32 32

Ich erhalte die schon befiirchtete Rickmeldung: ,Dein Ergebnis ist 0%. Einige
deiner Antworten sind falsch. Sie kénnen noch verbessert werden.”

Ein Hinweis, dass die Zahlen in geklrzter Darstellung angegeben werden
sollen, fehlt aber auch hier. Nebenbei bemerkt, zeigte das Programm auch nach

JKorrektur® in die gekirzte Schreibweise diesen Hinweis, stellte aber die

'8 hitp://www.zum.de/dwu/depothp/hp-math/hpmzb41.htm , Stand: 1.9.2008
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,Korrigierten“ Abschnitte daraufhin als unveranderbar dar, das heif3t, der
Proband erhélt kein Lob, sein Ergebnis bleibt trotz ,Korrektur” bei 0%.

In Schleswig-Holstein bietet das Lernnetz des IQSH die Mdglichkeit,
verschiedene Inhalte online zu Uben. So gibt es auch ein ,Trainingsprogramm
Bruchrechnung‘”g, bei dem man sich auswahlen kann, welche Rechenart man
tben mdchte. AnschlieBend folgt eine Beschreibung, wie vorzugehen ist, unter
anderem muss man, falls ,unechte Briche“ vorkommen, diese ,in gemischte
Zahlen umwandeln®, und es wird nur der kleinstmdgliche Nenner akzeptiert.
Weicht man an einer Stelle von dem ab, was der Programmierer sich
offensichtlich als nachsten Schritt gewlnscht hat, dann erscheint sofort, von
einem durchdringenden Gerausch unterlegt, die Meldung ,Fehler!®.

Diese Beispiele wecken leider noch keine groBe Zuversicht in das im
Zusammenhang mit Kampagnen wie ,Schulen ans Netz“ viel gepriesene E-
learning. Denn es liegt nicht an mangelnden technischen Voraussetzungen,
dass die Qualitat dieser Programme so miserabel ist. Ware es so, dann kénnte
man auf Besserung durch weiteren technischen Fortschritt hoffen. Das Problem
liegt aber allein darin, dass die Programme deswegen so schlecht sind, weil sie
nicht den denkenden, sondern den ,dressierten“ Benutzer erfordern und zum
Teil als falsch bewerten, was richtig ist. Die Programme entsprechend zu
verbessern, ware eine Leichtigkeit. Es ware winschenswert, dass in diesem
Bereich viele Verbesserungen vorgenommen werden, sodass Schilerinnen und
Schuler diese Angebote nutzen kdnnen, um ihre Rechenfahigkeit zu verbessern
und nicht bloB um bestimmte Schritte einzulben. AuBerdem sollten sie nicht

durch eine Fixierung auf vollstdndig geklrzte Darstellungen demotiviert werden.

Ebenfalls negativ aufgefallen ist ein Nachschlagewerk®® mit dem Untertitel
LArithmetik, Algebra, Geometrie, Funktionen, Vektoren und Matrizen. Alles fur
Schule, Studium und Beruf“. Darin liest man Uber die Addition von Brlchen:

.Nur gleichnamige Brlche lassen sich addieren.*

'9 http://mathematik.lernnetz.de/walter fendt/m14d/bruchrechnen.htm , Stand: 1. 9. 2008
20 Mathematik kompakt (2005: 23 f.)
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Das bedeutet, dass sich % und i nicht addieren lassen und dass man sich mit

den Brichen neue Zahlen eingehandelt hat, die sich offenbar nur in
Ausnahmefallen addieren lassen.

Zusammengefasst steht fest, dass der Bruchrechenunterricht von folgenden
durch Lernmedien hervorgerufenen Problemen begleitet wird:

Viele Schulblcher und auch Hefte oder Blicher zum Selbststudium sind mit
Merksatzen Uberfrachtet, benutzen in die Irre fUhrende Formulierungen, sind
schlecht strukturiert oder enthalten inhaltlich falsche Regeln.

Viele Lernmaterialien, die online oder als Kopiervorlagen erhéltlich sind, liefern
rezeptartige Anleitungen, die zum mechanischen Nachmachen aber nicht zum
Gewinn einer Einsicht taugen.

Die meisten Online-Lernprogramme akzeptieren nur eine bestimmte vom
Programmierer erwinschte Eingabe und liefern bei anderen Eingaben, die
ebenfalls richtig sind, Fehlermeldungen.

3.2 Weitverbreitete Fehlvorstellungen bei Schilerinnen und
Schilern vor Beginn des Bruchrechenunterrichts

Zu den weitverbreiteten, zum Teil eng zusammenhangenden Fehlvorstellungen,

die oft mit einem Missbrauch des Gleichheitszeichens einhergehen, zahlen:

- die Vorstellung, ein Rechenzeichen zeige eine Aufgabe an,

- die Vorstellung, das Gleichheitszeichen zeige eine Aufgabe an,

- die Vorstellung, ein Problem sei erst geldst, wenn etwas ausgerechnet
wurde (der Ausrechenwahn),

- das Missverstandnis zwischen Zahl und Aufgabe,

- die Vorstellung, das Gleichheitszeichen trenne die Aufgabe vom
Ergebnis,

- die Verletzung der Transitivitat der Gleichheitsrelation bei der Division mit
Rest.
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Der Umgang mit der Gleichheitsrelation in der Grundschule fihrt nicht immer
dazu, dass Schilerinnen und Schiler die wesentlichen Eigenschaften dieser
Relation erkennen.

Die ,="-Relation ist eine Aquivalenzrelation. Gleichheit zwischen zwei Zahlen
bedeutet nicht, dass sie in ihrer Darstellung oder Anordnung gleich sind,
sondern bedeutet ,gleich in Bezug auf die Anzahl“, beziehungsweise nach
Erweiterung des Zahlbereichs GUber die natlrlichen Zahlen hinaus ,gleich in

Bezug auf die Zahl*.

Wichtig fir jedes fachdidaktische Unterrichtskonzept ist der Stand der
kognitiven Entwicklung der Schilerinnen und Schiler aus der Zielgruppe, an
die sich das Konzept richtet. Die grundlegende Arbeit in der
Entwicklungspsychologie, auf die sich auch die Mathematikdidaktik beruft,
leistete Piaget.

Nach Piaget gibt es vier Stadien der kognitiven Entwicklung:

Sensomotorisches Stadium von der Geburt bis zum 2. Lebensjahr
Praoperationales Stadium vom 2. bis zum 7. Lebensjahr

Konkret-operationales Stadium vom 7. bis zum 11. Lebensjahr

0 np o

Formal-operationales Stadium ab dem 11. Lebensjahr

Laut Piaget kénnen Kinder im praoperationalen Stadium, also im Alter von 2 bis
7 Jahren noch nicht wahrnehmen, dass Dinge ihre Masse und ihr Volumen
behalten, wenn sie verformt oder anders angeordnet werden. Dieses hat er in
Experimenten belegt, bei denen Saft aus einem GefaB in ein anders geformtes
GefaB vollstindig umgegossen oder eine Tonkugel zu einem Zylinder
umgeformt wurde oder die gleiche Anzahl Knépfe in zwei Reihen mit und ohne
Licke angeordnet wurden. Die Anordnung beeinflusst das Denken der Kinder.
Piaget berichtet Uber ein Experiment, bei dem er 16 Bonbons in 4 Quadraten
aus jeweils 4 Bonbons angeordnet hat, davon zwei Quadrate fiir den folgenden
Tag. AnschlieBend anderte er die Anordnung. ,Man verlagert also vor den
Augen des Kindes 3 Bonbons des dritten Quadrats und flgt sie dem vierten
hinzu, und man lasst es die Haufen (4 + 4) und (1 + 7) miteinander vergleichen,

wobei man fragt, ob es an beiden Tagen gleich viel isst oder nicht. Hierbei
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betrachtet man drei aufeinanderfolgende Typen von Antworten. Wahrend des
ersten Stadiums wird zwischen den beiden Mengen (4 + 4) und (1 + 7) keine
Aquivalenz wahrgenommen. Fir die Versuchspersonen des dritten Stadiums
besteht Aquivalenz, und zwischen beiden Stadien stellt man
Ubergangsreaktionen fest (zweites Stadium), bei denen die Gleichheit nicht
durch additive Komposition, sondern durch vorhergehende Nachprifung (durch
Korrespondenz oder durch Zahlung) konstruiert wird. !

Die Kinder beginnen also schon vor der konkret-operationalen Periode, also vor
der Grundschulzeit damit, die Fahigkeit zu erwerben, eine Invarianz zu
erkennen, d. h. die gleiche Anzahl von Elementen einer vorgegebenen Menge

trotz unterschiedlicher Anordnung dieser Elemente zu erkennen.

Sie kénnen also auf der konkreten Ebene sehr wohl schon nachvollziehen, dass
4 + 4 =1 + 7 ist. Sie wissen auch, dass 4 + 4 = 8 ist, und natirlich ist 8 eine
Zahl. 4 +4 ist aber das Gleiche wie 8, nur in einer anderen Anordnung
beziehungsweise in einer anderen Schreibweise, je nachdem, ob wir die
konkrete Ebene betrachten oder die symbolische Ebene. Mit gleicher
Begrindung ist auch 4 + 4 eine Zahl, ebenso wie 7 + 1 oder 3 + 5 und so fort.

Neuere Studien vom Massachusetts Institute of Technology, die auf das
Problem der Fehlkommunikation in Piagets Experimenten hinweisen, deuten
darauf hin, dass die Fahigkeit zur Erkenntnis der Invarianz schon viel friher
erreicht wird, als Piaget sagt.

Schon Zweijahrige seien nach diesen Studien in der Lage, die Invarianz zu
erkennen.?

Die Erkenntnis der Invarianz ist aber auch notwenig fir die Einsicht in die
Tatsache, dass Zahlen verschiedene Darstellungen besitzen. Dass diese
Erkenntnis mdglicherweise nicht hinreichend ist, ist ein Problem, das in den

ersten Schuljahren gelést werden sollte.

#' Piaget/ Szeminska (1972: 243)
2 Miller-Weuthen (2006: 10)
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Grundschulkindern muss demnach bereits vermittelt werden, dass Ausdriicke

wie

3+5 4-2 8:2 12 -3 *)

Zahlen sind. In der Grundschule sehen die Schiilerinnen und Schiler
Ausdrlcke wie (*) aber meistens gar nicht als Zahlen, sondern als ,Aufgaben®
an. Das fehlende Zahlverstandnis hat verschiedene Ursachen, von denen eine
mit Sicherheit die Tatsache ist, dass gerade in der Grundschule Uberwiegend
die Rechenfertigkeit trainiert wird.

Wir wissen, dass die erlaubten VerknUpfungen zweier Zahlen wieder eine Zahl
liefern. Da nicht jede beliebige Verknipfung zweier Zahlen ein Element des
gerade bekannten Zahlbereichs liefert, werden in der Grundschule Ausdriicke
wie 2 : 3 oder 2 — 3 im Allgemeinen vermieden. Und grundséatzlich nicht erlaubt
ist natdrlich die Division durch 0. Dass aber jede Summe zweier Zahlen wieder
eine Zahl des bekannten Zahlbereichs ist und jedes Produkt zweier Zahlen
wieder eine Zahl des bekannten Zahlbereichs, lernen die Schilerinnen und
Schiler schon, wenn der bekannte Zahlbereich sich noch auf den Bereich der

nattrlichen Zahlen beschréankt.

In Klassenstufe 6 wird der bekannte Zahlbereich der natirlichen Zahlen so
erweitert, dass man bei jeder Division zweier Zahlen dieses neuen
Zahlbereiches wieder eine Zahl dieses Zahlbereiches erhalt. Dass diese
Quotienten Zahlen sind, ist uns klar, aber es ist den Schuilerinnen und Schilern
zunachst noch nicht klar, und es war auch historisch nicht immer klar. Die alten
Griechen hatten einen ,Zahlbegriff, der durch zwei Dogmen festgelegt war:

- Eine Zahl ist eine aus Einheiten zusammengesetzte Vielheit.
- Die Einheit ist unteilbar.

Auf der anderen Seite konnten bereits die vorgriechischen Vélker Bruchzahlen
mit Ziffern darstellen, mit ihnen rechnen und messen, sie in der Geometrie
verwenden, mit ihnen praktische Probleme lésen. [...] Sie [die Griechen] haben
ihre Vorstellungen von einer Zahl nicht aufgegeben und ihren Zahlbegriff nicht
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erweitert, sondern ihre Theorie mit Zusatzbegriffen angereichert, die die
Situation retten sollten. Der zundchst herangezogene Zusatzbegriff war der
Begriff ,Verhaltnis’. [...] Man konnte zwar sagen ,a : b verhélt sich wie 3 : 4%
aber 3 : 4 alleine war sinnlos. Man sprach konsequenterweise auch nicht von

der (!) Zahl % , sondern davon, dass sich zwei (!) Zahlen wie 3 : 4 verhalten.“?®

Spater sprachen die Griechen vom Wert eines Verhaltnisses.

,Im 13. Jahrhundert schreibt Barlaam:

Der Wert eines Verhéltnisses ist die Zahl (!), welche mit dem Hinterglied
multipliziert das Vorderglied ergibt.

Der Wert des Verhaltnisses 3 : 4 ist also % weil 4%=3 ist. Im praktischen

Gebrauch wurde dann aber nicht mehr zwischen ,Verhaltnis’ und ,Wert des
Verhaltnisses’ unterschieden. [...] Die endgultige Anerkennung der Bruchzahlen
in der offiziellen Theorie [...] geschah erst durch Petrus Rasmus (1515-1572),
der den griechischen Zahlbegriff endgiltig Gberwand und eine Zahl anders
definierte:

Numerus est secundum quem unumquodque numeratur. (Eine Zahl ist, womit

wir zahlen und rechnen.)*?*

Wieso kommen aber nun so viele Kinder mit der Vorstellung von der
Grundschule, 3 + 5 sei keine Zahl, sondern eine Aufgabe?

In der Primarstufe erlernen die Schilerinnen und Schiler, nachdem sie das
Zahlen gelernt haben, meist enaktiv die Addition, indem sie beispielsweise 3
Plattchen auslegen, dann 5 Plattichen dazu legen und dann die Anzahl aller
Plattchen auszahlen. Das heiB}t, zunachst sind zwei Anzahlen von Objekten
gegeben und durch Auszahlen wird die Gesamtzahl der Objekte bestimmt.
Dabei wird das ,kleine 1 + 1* gelernt und spéter auch das groBe. Es folgen in
der ganzen Primarstufe immer wieder Aufgaben, bei denen es darum geht, zwei
miteinander verknUpfte Zahlen einfacher zu schreiben. Dabei wird auch das
Gleichheitszeichen eingeflhrt, beispielsweise wird notiert 3 +5 =8 und das

Gleichheitszeichen wird meist ausgesprochen als ,ergibt“ oder ,ist gleich®. Es

2 Malle (2007: 4f.)
2 Malle (2007: 5)
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trennt aus Sicht der Schiilerinnen und Schiiler die ,Aufgabe“ vom ,Ergebnis®. Im
Grundschulunterricht besteht eben oft die Aufgabe darin, das ,Ergebnis”
anzugeben. Unter dem Ergebnis wird im Allgemein eine mdglichst einfache
Schreibweise der Zahl verstanden. Und dass der nicht immer gllckliche Begriff
-Ergebnis® im Primarstufenunterricht nicht ausbleiben kann, ist auch klar, da
eines der Hauptziele gerade der Erwerb der Rechenfertigkeit ist.
Selbstverstandlich sind solche Ubungen nétig zum Erwerb der Rechenféhigkeit.
Allerdings besteht, wenn allzu einseitig darauf bestanden wird, alles so weit wie
moglich auszurechnen, die Gefahr der Etablierung des ,,Ausrechenwahns®.
Welche Nebenwirkungen dieser hat, wird bei Sachaufgaben deutlich, zu deren
Bearbeitung oft ein Muster ,Frage — Rechnung - Antwort” abverlangt wird. Es ist
auch bei diesen Aufgaben meistens unerwinscht, dass Zahlen mit
VerknUpfungszeichen als Lésung eines Problems prasentiert werden.
Stattdessen wird erwartet, dass in der Antwort ein ,ausgerechnetes Ergebnis’
angegeben wird. Mdglicherweise setzt die von den Schulblichern repréasentierte
Aufgabenkultur ihren Schwerpunkt zu sehr auf das ,Ausrechnen® und auf
Regeln, was ja auch schon an den zahlreichen Merksatzen erkennbar ist.

Worin das gipfelt, beschreibt Grathwohl?®: ,Dass der Unterricht verbreitet Regel
und Rechnen Uberbetont, zeigt sich auch UGberdeutlich darin, dass Kinder mit
langerer Schulerfahrung so genannte Kapitdnsaufgaben nicht so gut als solche
identifizieren wie Kindergartenkinder oder Kinder der ersten Klassen.
Kapitansaufgaben sind von der Art: ,Ein Schiff ist 70 m lang und 30 m breit. Wie
alt ist der Kapitan?’ oder ,In der Kasse einer Zeitungsbude sind am Abend
750 DM. Der Zeitungshandler hat heute 150 Zeitungen weniger verkauft als
gestern. (Stelle eine Frage und beantworte sie)’ Uber 70% von 50 Kindern einer
4. Klasse rechneten bei der letzten Aufgabe etwas aus. (750 - 150, 750 + 150
u.a.)"

Die Kapitansaufgaben gehen zuriick auf eine Studie, die 1980 in Grenoble
durchgefihrt wurde. Dabei wurden Schulerinnen und Schilern sechs Aufgaben
vom Typ ,Auf einem Schiff sind 36 Schafe. Davon fallen 10 ins Wasser. Wie alt

ist der Kapitan?“ gestellt. Das Ergebnis war erntchternd, denn nur ein geringer

% hitp://www.math.uni-frankfurt.de/~grathwoh/Mathematikdidaktik2-VL9.pdf , Seite 11,
Stand:1.9.08
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Teil der franzdsischen Schilerinnen und Schiler sagte, man kdnne diese
Fragen nicht beantworten.?

Grathwohl beschreibt eine Untersuchung, die Radatz an 333 Kindern von der
Vorschule bis zur flnften Klasse durchfihrte. Sie ergab, dass die
Vorschulkinder viel haufiger ,Kapitansaufgaben“ als solche identifizieren als
Schulerinnen und Schiler der zweiten bis vierten Klassen, denn nur 10,7 % der
Vorschulkinder, aber 31,7 % der Zweitklassler und 70,7 % der Dritt- und
Viertklassler fingen bei derartigen Aufgaben an, etwas zu rechnen. NatUrlich
gibt es fur solch ein Schilerverhalten eine Erklarung. Denn kein Kind in der
Grundschule, das eine Aufgabe dieser Art liest und den Text wirklich versteht,
wird Uberzeugt sein, dass es dort etwas zu rechnen gibt.

Der Ausrechenwahn kann nicht allein als Hauptursache angefihrt werden, denn
letztgenannte Aufgabe ware auch unausgerechnet als 36 - 10 nicht richtig
gelost.

Dass Uberhaupt gerechnet wird, lasst vermuten, dass die Aufgaben nur
oberflachlich gelesen werden. Méglicherweise geschieht das, weil die
Schilerinnen und Schiler im Grundschulunterricht die Erfahrung gemacht
haben,

- dass sie auf Rechenféhigkeit dressiert werden,

- dass bei Sachaufgaben irgendein ziemlich belangloser Text die Zahlen
umgibt,

- dass man alle Zahlen, die im Text stehen, irgendwie miteinander
verknipfen muss,

- dass man irgendetwas ausrechnen muss, meist mit der gerade gelbten

Rechenart.

In der Tat ist es oft so, dass nach der Einfihrung einer Rechenart oder
Rechentechnik eine Ubungsphase folgt, dass danach Sachaufgaben gestellt
werden, die nicht aus dem Interessenbereich oder der Lebenswelt der
Schilerinnen und Schiler stammen oder ein véllig kinstliches, einen
Realitadtsbezug vorgaukeln wollendes Problem enthalten oder zumindest auf die
Schulerinnen und Schiler so wirken. Oft machen sie dabei die Erfahrung, dass

% Baruk (1989: 32)
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man das Problem genau dann l6st, wenn man alle in dem Text genannten
Zahlen in der richtigen Weise miteinander verknipft und nach der vorher
gelbten Methode ausrechnet. Der Text dient nur als Verschlisselung der
Aufgabe.

Das Ld&sungsverhalten der Schilerinnen und Schiler ist also gepragt vom
mechanischen Vorgehen einerseits und dem Einfluss des
Sachrechenunterrichts andererseits. Burmester und Bénig?” machen einige
Charakteristka der im Unterricht behandelten Sachaufgaben dafir
verantwortlich. Diese hatten eine eindeutige LOsung, die im Aufgabentext
gegebenen Daten seien zur Problemlésung weder Gber- noch unterbestimmit.
AuBerdem lieBen sich durch SchlUsselwdrter und Satzaufbau Hinweise
entnehmen. Die Schulerinnen und Schiler gewdhnten sich an diese Merkmale.
Dass man in der Primarstufe solche Aufgaben auswahlt, ist verstandlich, denn
entwicklungspsychologisch sind die Kinder in der Grundschule im Allgemeinen
Uberfordert, wenn sie abwagen sollen, welche der gegebenen Informationen fur
die Lésung eines Problems bendtigt werden.

Aber in der Sekundarstufe besitzen die Schilerinnen und Schiler die
entwicklungspsychologischen  Voraussetzungen, um auch (Uber- oder
unterbestimmte Daten zur L&sung eines Problems zu nutzen, indem sie
abwagen, welche der gegebenen Daten zur Lésung des Problems nitzlich sind.
Auch dies bedarf natrlich der Ubung.

Im Vordergrund steht fast immer das Ausrechnen, was sich auch in der
weitverbreiteten Konvention zeigt, die Schuilerinnen und Schilern abverlangt,
Sachaufgaben nach dem Muster ,Frage — Rechnung — Antwort*,
beziehungsweise ,Lesen — Rechnung — Antwort® 2zu bearbeiten. In der
Sachaufgabe ,Im Affenhaus sind 5 Schimpansen und 6 Paviane. Wie viele
Affen sind im Affenhaus?“ ist die Frage bereits gestellt. Nun wird
im Allgemeinen von den Schilerinnen und Schulern erwartet, dass sie
-Rechnung: 5 + 6 = 11 und einen geeigneten Antwortsatz hinschreiben.

Es wére interessant zu sehen, auf welch unterschiedliche Weise Lehrkrafte

reagieren, wenn Schulerinnen und Schiler vom Muster abweichen.

" Burmester, K./ Bonig, D. (1993: 106)
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Welche Reaktionen gébe es, wenn keine Rechnung notiert wirde, sondern die
Antwortsatze ,Es sind 11 Affen im Affenhaus.“ und ,Es sind 5 + 6 Affen im
Affenhaus.“? Interessant ist auch, wie Schulerinnen und Schiler selbst Gber
diese Antworten urteilen, denn in beiden Fallen ist die richtige Anzahl der Affen
notiert worden.

Bei einer nicht reprasentativen Umfrage in einer 5. Klasse hielten die meisten
Schulerinnen und Schuler die erste Antwort fir richtig und kritisierten an der
zweiten aber, dass ,das Ergebnis nicht zu Ende® ausgerechnet wurde. Einige
meinten, dass die Aufgabe deswegen nicht geldst sei.

Ich will hier keineswegs daflr pladieren, den Rechenunterricht abzuschaffen,
aber fur die zweite Antwort spricht immerhin, dass der Leser aus der Notation
erkennen kann, dass das Problem richtig mathematisiert wurde.

Ein weiterer Grund flr das fehlende Verstandnis solcher Ausdriicke wie (*) als
Zahl liegt mit Sicherheit darin, dass Lehrerinnen und Lehrer oft nicht auf ihre
Sprache achten und davon reden, dass die Schuilerinnen und Schiler zum
Beispiel ,die Aufgaben ins Heft schreiben” und dort I6sen sollen.

Aber wo ist beim Ausdruck 3 + 5 die Aufgabe? Eine Aufgabe ist ein Auftrag
oder eine Pflicht, irgendeine Handlung auszufiihren. Der Ausdruck 3 + 5 enthalt
keinerlei Handlungsauftrag, also ist er auch keine Aufgabe. Er ist lediglich eine
andere Schreibweise flr die Zahl 8.

Interessanterweise haben auch die Schulerinnen und Schiler, die 3 +5 als
Aufgabe bezeichnen, kein Problem damit, 3 + 5 — 5 auszurechnen, sie reden in
dem Fall zwar gerne von einer Kettenaufgabe, aber sie behandeln dann doch
3 + 5 als eine Zahl oder 5 — 5 als eine Zahl, mit der gerechnet wird.

Es handelt sich wohl einfach um ein antrainiertes Unbehagen, solche nicht
ausgerechneten Ausdricke stehen zu lassen und als Zahlen aufzufassen.

Insbesondere wenn sich hinter diesen Ausdriicken noch ein ,=“-Zeichen
befindet, wie bei

3+5= 4-2= 8:4= 12-3 =

fihlen sich die Schilerinnen und Schiiler aufgefordert, etwas auszurechnen.
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Was dann ausgerechnet wird, namlich 8, 2, 4, 36 wird von den Schiilerinnen
und Schilern als Zahl anerkannt. Obwohl nun 3 + 5 den Status einer Aufgabe
hat, dagegen 8 als Zahl angesehen wird, setzen die Schilerinnen und Schiiler
ohne Bedenken ein Gleichheitszeichen dazwischen. Sie sehen also das
Gleichheitszeichen als ein Symbol, das die Aufgabe vom Ergebnis trennt. Das
Bewusstsein daflir, dass links und rechts vom Gleichheitszeichen nur zwei
verschiedene Schreibweisen oder verschiedene Namen fir die gleiche Zahl
stehen, ist wenig ausgepragt.

Dieses Missverstandnis resultiert meines Erachtens hauptsachlich aus einer
sprachlichen Ungenauigkeit. Im Mathematikunterricht der Primarstufe werden
natdrlich die Grundrechenarten gelbt. Dabei haben die Schilerinnen und
Schuler oft die Aufgabe, fir solche Ausdricke wie in (*) eine einfachere
Schreibweise, beziehungsweise einen einfacheren Namen zu finden. In der
Schilersprache heiBt das, sie sollen ,es ausrechnen® oder ein
Gleichheitszeichen setzen und dahinter schreiben, ,was rauskommt®. Aber nicht
ein Ausdruck wie 3 + 5 = ist eine Aufgabe, sondern es ist die Aufgabe, 3 +5
mdglichst einfach zu schreiben. Dieses Missverstandnis wird in Blchern auch
oft durch Aufgaben nach dem folgenden Muster forciert:

5+3=mn.

Das Kastchen legt deutlich eine Darstellung der Summe ohne Rechenzeichen
nahe, im Gegensatz zu 5 + 3 = = + n, das als Aufforderung verstanden wird,

eine andere Schreibweise fir 5 + 3 als Summe zweier Summanden zu suchen.

Wie der Primarstufenunterricht die Grundvorstellung schafft und etabliert, das
Gleichheitszeichen sei ein Ubergangszeichen, beschreibt Scharloth:

Wenn eine Zahl als Eigenschaft einer Ansammlung von Gegenstanden
gedeutet wird, schreiben Operations- und Relationszeichen Handlungen vor.
Sie geben an, was mit den Gegenstédnden zu tun ist. 5 + 4 = heiBt in diesem
,handfesten’ Kontext: Man nehme 5 Plattchen und lege 4 Platichen dazu. Den
Startschuss zum Beginn der Rechnung gibt das Gleichheitszeichen: Schiebe
beide Haufen zusammen. 9 ist das Ergebnis, das angibt, was 5 und 4
,zusammen macht’ oder ,ergibt’. Das Gleichheitszeichen trennt die Aufgabe
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(links) vom Ergebnis (rechts), den Handlungsbefehl vom Handlungsergebnis,
das Frihere vom Spéteren, den Anfang vom Ende, die Arbeit vom Erfolg. Die
Worte ,macht zusammen’, ,ergibt’ sind zur Bezeichnung dieses (Befehls-)
Gleichheitszeichens gut gewahlt, denn beide Ausdricke kennzeichnen das

Ende eines nach fester Vorschrift durchgefilhrten Arbeitsganges.“?®

Er rechtfertigt die Ergebnisfixierung so, dass die ,Aufgabe — Ergebnis —
Deutung“ des Gleichheitszeichens immer dann berechtigt sei, wenn nur das
Ergebnis von Interesse sei. Einzelne Bestandteile sollten dabei zu einem
Ganzen werden, ohne dass man dabei von den Einzelheiten abgelenkt werde.
Gegenstandliche Modelle kdnnten solche Vorstellungen férdern, denn wer
lange mit Material hantiere, kénne in der letzten Anordnung das Ergebnis der
Rechnung ablesen. Er beschreibt weiter, welche Konsequenzen dies hat,
namlich dass fir die Kinder der berechtigte Schluss nahe liege, es sei nur
wichtig, ,was raus komme®, alles andere ,kénne man vergessen®. Letztendlich
wilrden so Rechenfertigkeiten und Routinen aufgebaut, da Aufgaben dabei nur
Reize seien, auf die man mdglichst schnell mit dem Resultat zu reagieren habe.
Dieses sei schlieBlich die Vervollkommnung des zuvor unbefriedigten Zustands

der Unausgeglichenheit.

Es ist noch nicht problematisch, wenn die Schilerinnen und Schiler diese oben
genannten Ausdriicke Aufgaben nennen und es ist auch nicht schlimm, wenn
sie bei diesen Ausdricken den Wunsch haben, etwas auszurechnen.
Problematisch wird es erst, wenn sie nicht erkennen, dass es sich um Zahlen
handelt, sondern jede nicht ,ausgerechnete Zahl“ als ,Aufgabe“ sehen.
Interessant ist, dass ,schon bei den folgenden Beispielen die Aufgabe —
Ergebnis — Deutung nicht mehr ausreichend bzw. zumindestens problematisch®

ist:

18 = 12 + 6 (generell bei Zerlegungen)
- 8+7=8+2+5=10+5=15

- 4=4

- 2,80 DM = 280 Pf

%8 Scharloth (1999: 84 1.)
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3,55m = 355¢cm
- 8+ »n =15
- 17 =9 + = (generell bei Benutzung von Variablen)“
Zerlegungen wie 18 = 12 + 6 zeigen den Schiilerinnen und Schilern deutlich,
dass nicht links die ,Aufgabe“ und rechts das ,Ergebnis® stehen muss. Solche
Zerlegungen sollten im groBen Umfang im Primarstufenunterricht getibt werden.
Sie sind auch in den meisten Schulbtchern fur die erste Klasse zu finden.
In ,Welt der Zahl 1**° findet man solche Zerlegungsaufgaben schon, bevor der
die Symbole <, = und > eingeflhrt werden. Beispielsweise findet man dort eine
Aufgabe namens Schittelbox. Dazu ist auf einem Foto ein Madchen zu sehen,
das eine solche Schuttelbox in der Hand halt. Eine Schuttelbox ist eine
Schachtel, deren untere Seite durch eine Trennwand halbiert wird. Gibt man
nun eine bestimmte Anzahl Platichen in diese Schittelbox, so enthalt die eine
Seite der Box eine bestimmte Anzahl der Plattchen und die andere Seite Box
den Rest. Im ersten Beispiel sollen 7 Plattchen in der Schittelbox sein. Dazu
sind vier Beispiele im Buch mit ikonischen Darstellungen der Platichen zu
finden. Zuerst sind links 5 Plattchen und rechts 2. Daneben findet man die
symbolische Darstellung 5 + 2. Im zweiten Beispiel sind ikonisch 3 Plattchen
links und 4 rechts dargestellt und die symbolische Darstellung ist noch unfertig:
3 + . Hier sollen die Schilerinnen und Schuler die fehlende Zahl erganzen. Es
folgen weitere Beispiele, bei denen teils die symbolische, teils die ikonische
Darstellung unvollstédndig ist und von den Schilerinnen und Schilern erganzt
werden soll. Wie das oben erwahnte Foto andeutet, ist es leicht mdglich und
vielleicht auch sinnvoll, dieses zuvor auf enaktiver Ebene durchzufiihren. Man
muss nur eine bestimmte Anzahl von Plattichen in die Box geben, die
Trennwand muss eine Llcke lassen, wenn die Box geschlossen und schon
kann sich beim Schatteln der Box eine neue Anordnung der Platichen ergeben.
Auf diese Weise wird schon in der ersten Klasse gelernt, dass jede Zahl sich
auf verschiedene Weisen darstellen lasst.
Auch Ausdricke wie 8 + 7=8 +2 + 5 =10 + 5 = 15 kommen natdrlich in der
Primarstufe vor, als Stichwort sei hier nur der Zehneriibergang genannt. Soll

man hier von drei ,Aufgaben” und einem ,Ergebnis“ sprechen oder von einer

% padberg (1996: 88f.)
% Welt der Zahl 1 (2004: 24)
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»<Aufgabe“ und drei ,Ergebnissen” oder vielleicht von einer ,Aufgabe“, zwei
L<Zwischenergebnissen® und einem ,Ergebnis*? Wer mit der Schuttelbox
gearbeitet hat, wei3 schon, dass dies alles gleich ist, so wie es die
Gleichheitszeichen auch anzeigen, denn ob 8 Plattchen links und 7 Plattchen
rechts liegen oder zu den 8 Plattchen links zwei weitere gelegt werden, sodass
rechts noch 5 Plattchen liegen, was nach einer neuen Zahlung ergibt, dass nun
links 10 Plattchen liegen und rechts 5, all diese Veranderungen der Anordnung
andern nichts an der Anzahl. Es sind in jedem Fall 15 Plattchen.

Auch ein Ausdruck wie 4 =4 lasst trotz des Gleichheitszeichens keine
Aufgabe — Ergebnis — Deutung zu. So ein Ausdruck kommt ebenfalls in der
ersten Klasse vor, beispielsweise in folgender Aufgabe. Setze das richtige der
Symbole <, = oder > in das Kéastchen ein: 4 = 4. Natlrlich kommen triviale
Gleichungen der Art 4 = 4 auch spater noch vor, beispielsweise in einer Folge
von Aquivalenzumformungen.

Auch im Zusammenhang mit GréBen liegt eine Aufgabe — Ergebnis — Deutung
fern, denn wo soll bei 2,80 DM = 280 Pf oder bei 3,55m = 355cm die Aufgabe,
wo das Ergebnis sein? Es stehen hier jeweils verschiedene Zahlen auf beiden
Seiten des Gleichheitszeichens. Aber es stehen dort auch verschiedene
Einheiten. Insgesamt liefern die Kombinationen aus Zahl und Einheit in beiden
Fallen die gleiche GroBe. Bei Ausdricken wie 8 + » =150der 17 =9 + = zeigt
das Gleichheitszeichen an, dass die Schilerinnen und Schiler Zahlen in das
Kastchen einsetzen sollen, sodass links und rechts gleich viel ist.

Es ware schén, wenn man einen Umgang mit dem Gleichheitszeichen
etablieren koénnte, der mehr als die Aufgabe — Ergebnis — Deutung zulasst,
denn meines Erachtens hangt unmittelbar damit auch der Zahlbegriff
zusammen und die Zahl als das Objekt sollte deutlich von ihrer Schreibweise,
also von der Erscheinungsform des Objekts, unterschieden werden. Wenn man
bei Beginn des Rechenunterrichts davon ausgeht, dass die Kinder die Invarianz
verstehen, dann ist klar, dass 3 + 5 und 8 als zwei verschiedene Schreibweisen
derselben Zahl anzusehen sind.

Die verschiedenen Namen fur die gleiche Zahl sind nichts anderes als
verschiedene Reprasentanten fiir dieselbe Aquivalenzklasse beziiglich der
Relation ,=“. Wenn das klar ist, dann braucht man nicht in der 6. Klasse standig
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zwischen Brichen und Bruchzahlen zu unterscheiden, weil dann sowieso klar

ist, dass die Zahlen etwas anderes sind als ihre Darstellung.

Wie am Beispiel mit der Schiittelbox gezeigt, lernen Grundschulkinder schon in
der ersten Klasse, Zahlen in zwei Summanden zerlegt darzustellen und sie
lernen dies im Allgemeinen, bevor sie umgekehrt lernen, zwei Zahlen zu einer
Summe zusammenzufassen. Die Dominanz der Aufgabe — Ergebnis — Deutung
des Gleichheitszeichens l&sst vermuten, dass die Zerlegungen oftmals nur eine
Nebenrolle im Mathematikunterricht der Grundschule einnehmen. An fehlender
Reife der Schiilerinnen und Schiller liegt es nicht, denn nach Piaget®' kénnen
sie die Invarianz erkennen und neuere Studien zeigten sogar, dass die Kinder
noch viel eher dazu reif sind.

Also kénnte man doch in der Grundschule intensiv tben, die Darstellungen von
Zahlen zu verandern. Was oben fir die Addition an einem Beispiel aus ,Welt
der Zahl* beschrieben wurde, I&sst sich mihelos auf die anderen Rechenarten
tbertragen. Wenn alle Grundrechenarten bekannt sind, bietet es sich auch an,
Schilerinnen und Schilern einmal die Aufgabe zu stellen, mdglichst viele
verschiedene Namen fiir eine Zahl zum Beispiel 8 zu finden.

Ein Problem sieht allerdings Scharloth®?

, der solche Zerlegungsaufgaben wie

7 = 4 + o als nicht umstandslos mit der handlungsgebundenen ,Aufgabe —
Ergebnis — Deutung® des Gleichheitszeichens vereinbar sieht, denn links stehe
keine Aufgabe und rechts kein Ergebnis. Die umstandliche, aber géngige
Deutung sei, dass man 7 auf der linken Seite habe und nun zu beantworten
habe, wie viele man auf der rechten Seite zur 4 hinzufligen muss, um genauso
viel wie auf der linken Seite zu haben. Er sieht diesen handgreiflichen Kontext

als unbefriedigend an, da die ,Lésungszahl® kein ,richtiges* Ergebnis sei.

Dem muss entgegnet werden, dass die ,Aufgabe — Ergebnis — Deutung® des
Gleichheitszeichens nicht naturgegeben ist, sondern erst durch den Unterricht
geschaffen wird. Es ist doch offensichtlich, dass Schilerinnen und Schuler in

der Primarstufe die Vorstellung annehmen, das Gleichheitszeichen trenne die

*' Piaget/ Szeminska (1972: 242 f.)
% Scharloth (1999: 84 1.)
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links stehende Aufgabe vom rechts stehenden oder rechts hinzuschreibenden
Ergebnis, wenn sie von Beginn an nur dieses Muster kennenlernen. Es ist auch
ganz natdrlich, dass sie dann verwirrt sind, wenn dieses gewohnte Muster nach
sehr langer Zeit zum ersten Mal veréandert wird.

Also muss es das Ziel sein, moglichst frih mit einer Verwendung des
Gleichheitszeichens im eigentlichen Sinne zu beginnen, um nicht diese
,<Aufgabe — Ergebnis — Deutung“ zu etablieren. Wichtig ist zu wissen, dass links
und rechts vom Gleichheitszeichen die gleiche Zahl stehen muss. Da jede Zahl
unendlich viele verschiedene Namen besitzt, haben wir auch unendlich viele
verschiedene Mdglichkeiten, die Schreibweisen einer Zahl in einer Gleichung zu
verandern. Wenn man von Beginn an jede richtige andere Schreibweise einer
Zahl hinter dem Gleichheitszeichen akzeptiert, dann kommt es gar nicht zu
dieser Deutung, die eine Fehldeutung ist. Es gibt keinen Grund zur Annahme,
dass deswegen die Ubung der Rechenfertigkeit ausbleiben muss. SchlieBlich
kann man ja, wenn man gezielt das ,Ausrechnen® Gben mdchte, die Aufgabe
stellen, dass man die einfachste Schreibweise angeben soll, wahrend man
sonst vielleicht die Aufgabe stellt, drei andere Schreibweisen anzugeben oder
eine gegebene Zahl mit jeder Rechenart darzustellen.

Es gilt vielmehr, den Schilerinnen und Schilern zu vermitteln, dass das
Gleichheitszeichen Gleichwertigkeit anzeigt, dass man sich darauf verlassen
kann, dass man den links vom Zeichen stehenden Term durch den rechts
davon stehenden ersetzen darf, wenn er zum Beispiel besser geeignet ist, um
weiter verrechnet oder umgeformt zu werden. Die bei Grundschilerinnen und

-schilern verbreitete Ansicht, dass ein nicht ausgerechneter Term eine

Aufforderung zum Ausrechnen sei, wird sonst erst spat Uberwunden.

Das Problem, das der in der Primarstufe erworbene ,Ausrechenwahn® bei
EinfGhrung der Bruchrechnung in der 6. Klassenstufe verursacht, ist die dann
ungewohnte Auffassung des Zahlbegriffs bei den Brichen, wenn man vorher
nur ausgerechnete Ergebnisse als Zahlen akzeptieren konnte.

Denn es ist verstandlich, dass Schilerinnen und Schiler, die jahrelang vom
»<Ausrechenwahn“ gepragt wurden und es folglich nicht gewohnt sind, zwei oder
mehrere Zahlen, die mit Rechenzeichen verknUpft sind, als Zahl zu akzeptieren,
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sondern solche Terme als Aufgaben zu bezeichnen, ein groBes Problem damit

haben, wenn sie in Klassenstufe 6 plétzlich so etwas wie % als Zahl

akzeptieren sollen, weil dies doch nur eine andere Schreibweise fir 1 : 2 ist.

Denn da ist ja schlieBlich auch nichts ausgerechnet...

Dass es sogar der Ubersichtlichkeit sehr zutraglich sein kann, wenn man Terme
nicht ausrechnet, sondern sie so stehen lasst, weil man dann etwas von ihrer
Entstehung erkennen kann, ist eine Erfahrung, wie sie Schilerinnen und

Schiler meist erst viel spater machen, wenn sie Terme mit Variablen

.. merth
kennenlernen, zum Beispiel: s

Die Eigenschaften der Gleichheitsrelation lassen sich ebenfalls in der
Primarstufe einsehen. Die Reflexivitat ist klar. Wenn man fragt, welches der
Symbole <, = oder > zwischen beispielsweise 7 und 7 gesetzt werden muss,
kommen keine Zweifel auf. Die Symmetrie der Gleichheitsrelation ist auch leicht
einzusehen. Wenn Hans gleich viel Geld hat wie Lisa und man fragt nun, ob
Lisa weniger oder mehr Geld als Hans hat oder gleich viel wie er, dann ist die
Antwort auch fur Grundschulkinder wieder leicht zu finden. Baut man einen
blauen Lego-Turm und anschlieBend einen roten Lego-Turm aus gleich vielen
Steinen, wie sie der blaue Turm besitzt und dann noch einen gelben Lego-
Turm, der gleich viele Steine enthalt wie der rote Turm, dann kann jedes
Grundschulkind auch ohne direkten Vergleich des blauen und des gelben Lego-
Turms erkennen, dass diese aus gleich vielen Steinen gebaut wurden. So lasst
sich leicht die Transitivitat der Gleichheitsrelation einsehen.

Die Akzeptanz nicht ausgerechneter Terme als Zahlen liefert die Einsicht, dass
es mehrere Mdglichkeiten gibt, eine Zahl zu schreiben. So etwas, wie das, was
im Methodik-Lehrbuch von Lietzmann®® zu lesen ist, wiirde dann vielleicht
niemand mehr schreiben: ,Die erste Eigentimlichkeit des Bruches, die im
krassen Gegensatz zu dem im Bereiche der ganzen Zahlen Gewohnten steht,
ist die, daB Briche gleichen Wertes durchaus nicht in gleicher Weise

% Lietzmann (1961: 92)
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geschrieben zu werden brauchen. Der Mathematiker wirde sagen, man muf
erst ausdrtcklich definieren, wann zwei der neu eingefuhrten Zahlen gleich
sind.”

Auch in vielen Texten zur Didaktik der Bruchrechnung und in Schulblchern (vgl.
Padberg, vgl. Schnittpunkt 6) erscheint die Bemerkung, dass nach Einfihrung
der Bruchzahlen pl6tzlich jede Zahl auf unendlich viele verschiedene Weisen
geschrieben werden kann.

Wenn der Bruchstrich, wie im spéter ausfihrlich beschriebenen pragmatischen
Konzept, die gleiche Bedeutung hat wie ,geteilt durch®, dann ist ist sofort klar,

dass % und % zwei Schreibweisen derselben Zahl sind, denn dass 4 :2

dieselbe Zahl ist wie 2 : 1, wird schon in der Grundschule unterrichtet und per
Permanenzprinzip wird verallgemeinert, wann zwei Briche gleich sind.
Uberhaupt sollte die Erkenntnis, dass nicht nur jeder Bruch, sondern jede Zahl
viele Namen hat, in der Grundschule vorbereitet werden. Teilweise findet man
dies auch in den Schulbilchern flr die erste Klasse.

Nach Einfihrung der Subtraktion kann den Grundschilerinnen und -schilern
schon deutlich gemacht werden, dass es fir jede Zahl sogar unendlich viele
Schreibweisen gibt. Dieses ist leicht einzusehen. Hat man namlich einmal zum
Beispiel die Zahl 6 als Differenz a - b dargestellt, dann ist flr jede natlrliche
Zahl nauch (a + n) - (b + n) = 6. Hierfur lassen sich problemlos Beispiele auf
der enaktiven Ebene finden, zum Beispiel wenn zuerst 5 Streichhdlzer gegeben
sind, von denen 3 entfernt werden. AnschlieBend sind es 6, von denen 4
entfernt werden etc.

Ein Grundschulkind, das 3 von 8 Bonbons an seinen Tischnachbarn weggibt,
kann leicht einsehen, dass es fir die Ubrig bleibende Anzahl der Bonbons
nichts andert, wenn es zu Beginn nicht 8 Bonbons, sondern 2 Bonbons mehr
gehabt hatte und davon nicht 3, sondern 5 abgegeben hatte. Naturlich findet
man derartiges auch in Schulblichern fir die Primarstufe und es lohnt sich,

dieses intensiv zu bearbeiten.

Die Invarianz der Subtraktion Va.b,n€ N o:a—b=(a+n)—(b+n) jst namlich ein
Analogon zum Erweitern und Kirzen von Brichen. Wenn das Versténdnis far
diese Invarianz frihzeitig gewonnen wird, dann ist der Weg zum Verstandnis

der Briche erleichtert. Ebenso wie man jede natdrliche Zahl auf unendliche
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Weisen als Differenz zweier nattrlicher Zahlen schreiben kann, kann man jeden
Bruch auf unendlich viele Weisen als Quotienten zweier natirlicher Zahlen
schreiben. Was eben schon an konkreten Beispielen beschrieben wurde, wird
in der ersten Klasse sogar schon auf der symbolischen Ebene klar.

~Welt der Zahl 1“ zeigt auf der Rlckseite des Einbands eine Minus-Tanne. Auf
dem Hintergrund einer gezeichneten Tanne findet man 21 Zeilen mit

Differenzen.

1. Zeile: 0-0

2. Zeile: 1-0 1 -1

3. Zeile: 2-0 2-1 2-2

4. Zeile: 3-0 3-1 3-2 3-3

5. Zeile: 4-0 4 -1 4-2 4-3 4—-4

und so fort.

Man kann natlrlich verschiedene Eigenschaften dieser Minustanne
untersuchen. Blickt man auf die nach rechts unten laufenden Reihen, die
parallel zum rechten Rand laufen, von denen eine zur lllustration fett gedruckt
wurde, so sieht man dass innerhalb einer Reihe jede Differenz gleich ist. Sie
groB wie der Minuend bei ihrem obersten Vertreter.

Was hier im Zahlenraum bis 20 zu beobachten ist, das wird natlrlich spater mit
gréBeren Zahlen wiederholt und weiter gefestigt. Ein Beispiel dafir ist folgende
Aufgabe aus einem Schulbuch fir die zweite Klasse:

,immer das gleiche Ergebnis. Schreibe noch zwei Aufgaben dazu.
a) 9876 — 6789 b) 8765 — 5678 C) 7654 — 4567 d) 6543 - 34563

Diese Aufgabe erinnert an die Erkenntnis, die man bei der Minustanne
erworben hat: Vergr6Berung oder Verkleinerung von Minuend und Subtrahend
um die gleiche Zahl verandert die Differenz nicht. Vielleicht sehen die
Schilerinnen und Schiler es hier nicht sofort, aber spéatestens bei der
Erkenntnis, dass alle Differenzen gleich sind, fallt ihnen vielleicht auf, dass von

% Stark in Mathematik 2 (2009: 13)
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links nach rechts sowohl die Minuenden als auch die Subtrahenden stets um

1111 kleiner werden.

Ich halte es fur sehr wichtig im Zusammenhang mit der Einfihrung des
Gleichheitszeichens darauf zu achten, dass es um den Vergleich zweier Zahlen
geht und nicht darum zu sehen, was sich aus der linken Seite ergibt. Deutlicher
wird dies sicher, wenn neben der Gleichheitsrelation und dem ,="- Zeichen
auch die > und ,<"- Zeichen mit den dazugehdrigen Relationen eingeflhrt

werden.

AuBerdem sollte auf eine saubere Notation geachtet werden. Oft finden sich in

Schulblchern Texte wie

Denke dir eine Zahl, addiere 10, verdoppele die Summe und addiere noch
einmal 12, subtrahiere 32 und nimm davon die Hélfte!

Solche Aufgaben sollen die Kopfrechenfahigkeit, den Umgang mit Begriffen und
die Aufmerksamkeit der Schilerinnen und Schiler férdern, sowie die Fahigkeit,
einen derartigen Text in einem Term zu mathematisieren.

Wenn Schilerinnen und Schiler die gleiche Aufgabe schriftlich 16sen sollen,
wird sich, falls 6 die gedachte Zahl ist, folgende Rechenkette in einigen Heften

finden:

6+10=16-2=32+12=44-32=12:2=6

Von den fiinf Gleichheitszeichen steht nur eines zu Recht. Hier wurde zwar an
keiner Stelle falsch gerechnet, aber diese Notation, die auch bei Kindern nach
der Grundschule sehr verbreitet ist, ist nattrlich vollig falsch. Jeder Leser, der
von der Transitivitit der Gleichheitsrelation weiB3, kann hier zum Beispiel

glauben, dass 6 + 10 = 6 behauptet wird.

SchlieBlich sei hier noch vermerkt, dass auch in anderen Féllen mit der
Transitivitdt der Gleich-Relation oft fehlerhaft umgegangen wird. Dass die
Division ebenso wie die Subtraktion in der Menge der natirlichen Zahlen keine
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innere Verknlpfung ist, lernen die Grundschulkinder schon sehr frih an
Aufgaben, die sich nicht 16sen kénnen. Gerade aber im Alltag kommt es doch
haufig vor, dass man trotzdem etwas teilen mdchte, auch wenn es nicht ohne
weiteres moglich ist. Wenn man vier Kindern 30 Bonbons gibt, dann wollen und
werden die Kinder diese unter sich aufteilen, auch wenn es nicht geht. Sie
machen dann die Erfahrung, dass ein Rest von 2 Bonbons bleibt, der noch an
die vier Kinder aufgeteilt werden muss.

Der Sachverhalt 30 : 4 =7 + 2 : 4 wird oft als 30 : 4 = 7 R 2 dargestellt, was als
sieben Rest zwei gesprochen wird. Diese Darstellung ist zwar weit verbreitet,
aber sie ist schlecht, weil die Transitivitat der ,=“-Relation bei dieser
Schreibweise nicht gegeben ist. Es ist namlich ebenso 23 : 3 = 7 R 2, aber
keineswegs ist 30 : 4 =23 : 3.

Anstatt hier diese neue Schreibweise einzuflhren, die nicht mit den
Anforderungen einer Aquivalenzrelation vereinbar ist, bietet es sich an, eine
Schreibweise zu verwenden, die korrekt und mit der spater eingeflhrten
Bruchrechnung voll kompatibel ist.

So kann man statt 30 : 4 auch 28 : 4 + 2 : 4 schreiben, denn, wie jedes der
Kinder sofort einsieht, ist 28 die groéBte Anzahl Bonbons, die kleiner oder gleich
30 und durch 4 teilbar ist. Und dass eben dann noch 2 Bonbons Ubrig bleiben,
die an die 4 Kinder aufgeteilt werden missen, ist auch klar. Also spricht nichts
gegen die Einfihrung der Schreibweise 30 :4 =28 :4 + 2 : 4.

Sie macht auch sofort deutlich, welcher Gedanke hinter der Zerlegung steckt,
wahrend 30 : 4 = 7 R 2 nicht auf den ersten Blick erahnen lasst, was die
Schreibfigur auf der rechten Seite mit der auf der linken zu tun haben mag.
Dass man im Ausdruck 30 : 4 =28 : 4 + 2 : 4 noch 28 : 4 durch 7 ersetzen
kann, wissen die Kinder, weil doch jedes Kind 7 Bonbons bekommt,
beziehungsweise weil sie schon wissen, dass 28 : 4 = 7 ist. Dass fur 2 : 4
momentan kein anderer Name bekannt ist, sollte nicht beunruhigen, denn
dieser Ausdruck steht dafiir, dass noch 2 durch 4 geteilt wird. Das entspricht ja
auch der gerade gemachten Erfahrung der Kinder, dass 2 Bonbons Ubrig
bleiben, die noch an die vier Kinder aufgeteilt werden sollen. Solange die Kinder
nicht wissen, wie man 2 : 4 auf andere Weise schreiben kann, werden sie nichts
dagegen haben, 2 : 4 zu schreiben. Also gibt es auBBer Bequemlichkeit keinen
Grund, hier die Schreibfigur ,R 2 einzuflhren.
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Solange Schilerinnen und Schiler in der Grundschule die Division mit Rest auf
eine Art und Weise lernen, die diese Notation mit sich bringt, ist es leider
unumganglich, sie in Klassenstufe 5 oder 6 darauf hinzuweisen, dass diese

Notation durch eine andere ersetzt werden muss.

Auch wenn, die Schulerinnen und Schdler in Klassenstufe 6 meist noch keine
groBen Kenntnisse im Bereich der Gleichungslehre besitzen, kann man mit
ihnen dabei folgendermaBen vorgehen: Aus der Gleichheit von zum
Beispiel 7 R 2 und 30 : 4 sowie von 7 R 2 und 23 : 3 ergibt sich die Gleichheit
von 30 : 4 und 23 : 3. Nun multipliziere man beide Zahlen nacheinander mit 4
und mit 3 und erhalte 90 = 92. Dass 90 # 92 ist, ist aber jedem klar. Da die
Multiplikation mit 4 beziehungsweise mit 3 nichts an der Gleichheit der Zahlen
geandert haben kann, muss die Ursache flr die fehlerhafte Gleichung 90 = 92
an anderer Stelle zu finden sein. Offensichtlich war schon die Anfangsgleichung
30:4=23:3 falsch. Diese entstand aber aus der Ubertragung der
Restschreibweise. Also ist solch ein Ausdruck wie 7 R 2 keine Zahl, da die 2 in
Abhangigkeit vom Divisor immer eine andere Bedeutung haben kann.

Ein einfacherer Weg, diese Ungleichheit von 30 : 4 und 23 : 3 nachzuvollziehen,
ist der folgende:

Teilt man 30 durch 4, so bleiben 2 Ubrig, die noch durch 4 zu teilen sind. Teilt
man dagegen 23 durch 3, so bleiben ebenfalls 2 Ubrig, die aber nur noch durch
3 zu teilen sind. Dieses sollte wirklich jedem klar machen, dass 30 : 4 und 23 : 3

zwei verschiedene Zahlen sind.

Es ist nicht immer einfach, den Schilerinnen und Schilern diese Einsicht zu
vermitteln und sie dazu zu bringen, gewohnte Vorstellungen und angeeignete
Schreibweisen abzulegen und durch neue, bessere zu ersetzen. Daher wird
auch dann natdrlich nicht von allen sofort die bessere Schreibweise
dbernommen, wenn sie eingesehen haben, dass die in der Grundschule
gelernte Schreibweise schlecht ist.

Neben diesem Problem der Verletzung der Transitivitat der ,=“ — Relation ergibt
sich ja noch ein weiteres Problem, dass ebenfalls bei jedem, dem es auffallt, fir

Unverstandnis sorgen muss.
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15:2, 30 : 4 und 45 : 6, beziehungsweise wie ich im Folgenden zugunsten

einer besseren Ubersichtlichkeit schreiben werde % % und 4—65 sind nur drei

verschiedene Darstellungen derselben Zahl, wie nach dem Erlernen von Kirzen
und Erweitern der Darstellung Kklar ist.

Also kann man Gleichheitszeichen setzen: % = ? = %

Und naturlich sollte man auch dann noch Gleichheitszeichen setzen dirfen,
wenn man die Division mit Rest durchgefiihrt hat. Aber nach der oben
beschriebenen Schreibweise erhielte man:

7R1=7R2=7R3.

Zusammengefasst gelten bei Verwendung dieser Schreibweise die

GIeichungen%:?RL¥=7R2und%=7R2.

Vergleicht man nun die Zahlen anhand ihrer Darstellung in der
Restschreibweise, dann kommt man erstens zu dem Schluss, dass

g # ? gelten muss, was aber falsch ist und man kommt zweitens zu dem

Schluss, dass ? = % sein muss, was ebenfalls falsch ist.

Ich denke, es bedarf keiner weiteren Argumente fur die Abschaffung dieser
Schreibweise.

Fazit: die wesentlichen Punkie meiner Kritik richten sich an Missverstandnisse

und Fehlvorstellungen, die haufig im Primarstufenunterricht erworben werden:

- das Missverstandnis zwischen Zahl und Aufgabe und der
~<Ausrechenwahn® der Schilerinnen und Schiiler erschweren die
Akzeptanz von Quotienten als Zahlen,

- die fehlerhafte Notation der Division mit Rest stellt Gleiches ungleich dar,
lasst aber Ungleiches gleich erscheinen. Eine bessere Schreibweise
wurde schon genannt. Grundsétzlich sollte bei allen Bezeichnungen
und Schreibweisen, die im Mathematikunterricht eingefihrt werden, gut

Uberlegt werden, ob und wie man sie einfihrt. Gerade im Rahmen des
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Bruchrechenunterrichts werden, wie in 3. 4 dargestellt, oft viele neue
Bezeichnungen eingefiihrt, die Klarheit schaffen sollen und oft das

Gegenteil bewirken.

3.3 Falsche Vorstellungen, die durch den Bruchrechen —
unterricht entstehen konnen

In den Mitteilungen der Deutschen Mathematikervereinigung hat Ginter Ziegler
auf eine von vielen mathematisch fehlerhaften Pressemeldungen hingewiesen,
in dem er einen Artikel der Bild-Zeitung zitierte, in der Bild fir eine Kampagne
des Deutschen Turnerbundes warb und die Nétigkeit des Anliegens
folgendermaBen begrindete:

,0enn mittlerweile ist jedes sechste Kind in Deutschland zu dick! Mitte

der 90er Jahre war es nur jedes dritte.“*

Bekannt ist auch die Anekdote Uber den FuBball-Spieler Szymaniak, dem man
in den 60er Jahren fir eine Vertragsverlangerung eine Gehaltserhéhung um ein
Drittel seiner Bezlige angeboten hatte, worauf dieser sehr spontan geantwortet
haben soll, dass er flr ein Drittel nicht unterschreibe, es misse mindestens ein
Viertel sein.

Diese beiden Beispiele fur den fehlerhaften Umgang mit Brichen beziehen sich
auf den GréBenvergleich von Briichen. Es gibt auch fur die fehlerhafte
Anwendung von Rechenregeln zahlreiche weitere Beispiele, die ich aber hier
nicht auffihren méchte. Fehler kénnen jedem unterlaufen, aber diese eben
genannten Fehler sind moglicherweise eng verknupft mit Fehlvorstellungen
uber Brlche.

Viele Fehlvorstellungen, die im Zusammenhang mit Brichen existieren, wurden
von Padberg und Wartha dargestellt. Sie werden hier deshalb bis auf ein
Beispiel nicht erneut aufgefihrt.

% Ziegler (2007: 176)
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Padberg nennt als eine haufig genannte falsche Argumentation bei Brichen mit
gleichen Z&hlern, insbesondere bei Stammbriichen, der kleinere der Briiche sei

derjenige mit dem kleineren Nenner, zum Beispiel %< % da3 <45

Jede Zahlbereichserweiterung bringt ihre eigenen Problembereiche mit sich und
damit auch ihre eigenen Fehlvorstellungen und verleitet so die Schilerinnen
und Schuler zu fehlerhaften Strategien. Dass es sich hierbei nicht um eine
Fehlvorstellung, sondern nur um ein ,voreiliges Urteil* handelt, halte ich far
moglich. Denn, wenn <" statt ,>"“ geschrieben wird, deutet dies meines
Erachtens noch nicht darauf hin, dass die Schulerinnen und Schuler eine
falsche Vorstellung vom GréBenvergleich haben. Analog findet man nach
EinfGhrung der negativen Zahlen oft die Fehlvorstellung - 3 < - 4 mit der
Begrindung, dass 3 < 4 sei.

In beiden Fallen resultiert der fehlerhafte GréBenvergleich vermutlich aus der
Tatsache, dass nicht die neuen Zahlen, also die Briche oder die negativen
Zahlen miteinander verglichen werden, sondern dass stattdessen der Vergleich
auf den altbekannten Teil der Terme beschrankt wird. Ob die Ursache wirklich
darin liegt, dass ein Verstandnis fir den GréBenvergleich fehlt, kann hier nicht
geklart werden. Weitere mdgliche Ursachen sind eine Verwechslung der
Zeichen oder Voreiligkeit. Fordert man Schilerinnen und Schiler dagegen auf,
zu entscheiden, welche der Zahlen gréBer ist und diese Entscheidung zu
begriinden, dann wird man eine Antwort erhalten, aus der man gezieltere

SchllUsse ziehen kann.

Unabhangig von der Wahl des didaktischen Konzeptes wird es also immer so
sein, dass Fehler gemacht werden und in den Kdpfen der Lernenden
Fehlvorstellungen entstehen kénnen.

Interessant wird es aber, wenn ihre Ursachen bekannt sind. Denn dann kann
man daran arbeiten, diese zu vermeiden.

Méglicherweise sind sogar einige der Fehlvorstellungen konzeptbedingt oder
zumindest Folge einiger Darstellungen oder Begriffe, die in Schulbiichern

auftauchen.

% padberg (2002: 81)
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Eine der haufigsten falschen Vorstellungen Uber die Briche ist die, dass mit
den Brichen neue Zahlen auftauchen, die mit den natdrlichen Zahlen gar nichts
zu tun haben, so als handele es sich bei den nattrlichen Zahlen und den
Brichen um disjunkte Mengen. Insbesondere wird die Tatsache, dass die
Menge der natlrlichen Zahlen eine echte Teilmenge der Menge der positiven
Briiche einschlieBlich 0 ist, haufig nicht klargestellt oder man liest sofort danach
einen Satz, der die klare Sicht auf die Dinge wieder behindert.

In einem Schulbuch heiBt es zum Beispiel:

~Jede Bruchzahl kann durch beliebig viele verschiedene Briche

dargestellt werden.**’

Dieses Schulbuch bezeichnet mit ,Bruchzahl* die Zahl und mit ,Bruch“ eine
Darstellung dieser Zahl. Was an der Aussage stort, ist, dass ein solcher
eingerahmter Satz bei den meisten Schilerinnen und Schilern den Eindruck
hervorruft, dass dieses eine besondere, neue Eigenschaft der Bruchzahlen sei.
Manchmal wird sogar darauf hingewiesen, dass dies eine Besonderheit der
Bruche sei, die sie von den natlrlichen Zahlen unterscheide.

Dazu ist zu sagen, dass es schlichtweg falsch ist.

Sogar Padberg stellt fest:

.Briche dienen zur Beschreibung des Ergebnisses von

Divisionsaufgaben mit natdrlichen Zahlen als Dividend und Divisor

(Beispiel:3:4 :%), 38

Spater schreibt er, dass es neben vielen Gemeinsamkeiten auch deutliche
Unterschiede zwischen natlrlichen Zahlen und Briichen gebe. So sei die
Notation der natUrlichen Zahlen im Wesentlichen eindeutig, wahrend die
Bruchzahlen viele verschiedene Darstellungen besaBen, welche die

aquivalenten Briiche seien.*®

%7 Schnittpunkt 6 (2006: 60)
% padberg (2002: 36)
% padberg (2002: 179)
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% ist eine andere Schreibweise fur 3 : 4 und analog gibt es fir jeden Bruch

unendlich viele verschiedene Schreibweisen, da man diese Darstellung mit
jeder natlrlichen Zahl erweitern darf, ohne dass dabei die Zahl verandert wird.
Aber ebenso war es auch schon bei den natlrlichen Zahlen, da sich jede
natdrliche Zahl als Differenz zweier anderer Zahlen schreiben ldsst und man
Minuend und Subtrahend additiv um die gleiche Zahl vergréBern kann.
Nebenbei bemerkt ist es aus rein logischen Griinden ja schon ersichtlich, dass,
was fur die Bruchzahlen gilt, auch fir die nattrlichen Zahlen gelten muss. Denn,
wenn irgendeine Aussage A fur alle Briche gilt und die Menge der nattrlichen
Zahlen eine Teilmenge der Menge der Briche ist, dann gilt A insbesondere
auch fir diese Teilmenge.

Nun ist es aber nicht zu erwarten, dass Schilerinnen und Schiler diesen
Uberblick Gber die logischen Zusammenhénge haben und genau deswegen ist
dieser explizite Hinweis auf die unendlich vielen Darstellungsmdglichkeiten der
Bruchzahlen sehr problematisch.

Eine weitere Fehlvorstellung, die hdufig beim Bruchrechenunterricht entsteht,
scheint die zu sein, dass man einen Bruch daran erkennt, dass er einen
Bruchstrich enthdlt. Wenn in einem Schulbuch*® Mengenangaben
folgendermaBen tabellarisch gegenlbergestellt werden, dann ist zu erwarten,

dass dadurch Fehlvorstellungen geweckt werden.

Angabe ohne Bruch ‘ Angabe mit Bruch
6 Stuck (Eier)

% Dutzend (Eier)

Es ist davon auszugehen, dass auch eine solche Darstellung die Schilerinnen
und Schuiler glauben lasst, die natUrlichen Zahlen gehérten nicht zu den
Bruchzahlen.

Offenbar wird hier zwar mit dem Wort ,Bruch® nur die Schreibfigur gemeint und
nicht die Zahl selbst, denn sonst ware es ja absurd. Aber wie sollen 11- oder
12-jahrige Einsteiger in das Thema diesen Sachverhalt tberblicken? Es steht

2 Neue Wege 6 (2006: 72)
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nirgends der deutliche Hinweis geschrieben, dass es sich hier nur um
verschiedene Schreibweisen derselben GrdBe handelt. Stattdessen wird der
Eindruck erweckt, man erkenne die Bruchzahlen am Bruchstrich. Diese
Fehlvorstellung ist vergleichbar mit der Fehlvorstellung, einen Spieler der
deutschen FuBballnationalmannschaft erkenne man daran, dass er das Trikot
dieser Mannschaft trage. Denn erstens tragt nicht jeder Spieler der deutschen
FuBballnationalmannschaft jederzeit dieses Trikot, sondern er tragt auch mal
andere Kleidung, sieht also auch mal anders aus. Ebenso tragt nicht jede
Bruchzahl immer ihren Bruchstrich, sondern jede von ihnen I&asst sich auch
ohne diesen darstellen, zum Beispiel mit Komma, in vielen Féllen aber auch
ohne Komma. Auch Bruchzahlen kénnen ihr Aussehen wechseln. Es muss also
darauf hinauslaufen, dass die natirlichen Zahlen ganz besondere Bruchzahlen
sind. Zweitens ist nicht jeder Trager des genannten Trikots ein Spieler dieser
Mannschaft, denn es ist flr jedermann problemlos kauflich zu erwerben. Auch
im Bereich der Zahlen gibt es welche, die sich mit einem Bruchstrich
schmuicken, ohne zur Menge der Bruchzahlen zu gehdren, man denke nur an

alle irrationalen Zahlen: % ist keine Bruchzahl!

Andere Fehlvorstellungen werden durch ungenauen Sprachgebrauch geférdert.
In einem Ubungsbuch *' findet man folgende Erklarung:

,ES ist also moglich, gleich groBe Flachen oder Mengenangaben mit
unterschiedlichen Bruchzahlen anzugeben. [...] Die Briche behalten
dabei immer denselben Wert.*

In diesem Buch werden, entgegen der in den meisten Blchern Ublichen
Terminologie, die Zahlen als Briche bezeichnet und die Darstellungen der
Bruche als Bruchzahlen, was ja schon deswegen absurd ist, weil der Begriff
Bruchzahl den Zahlbegriff in sich tragt. Was der Wert eines Bruches sein soll,
wird nicht erlautert.

Auf die Problematik der Begrifflichkeit wird im folgenden Kapitel eingegangen.

* Lerntrainer 5.+ 6. Klasse Mathematik (1998: 11)
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3.4 Begriffe und Pseudobegriffe im Bruchrechenunterricht

Es erscheint mir sinnvoll, die groBe Anzahl von Begriffen und Pseudobegriffen
vorzustellen, die im Rahmen des Bruchrechenunterrichts immer wieder
auftauchen, um anschlieBend festzustellen, welche dieser Begriffe nétig sind
und welche nur verzichtbare Pseudobegriffe sind. Gemeint sind zum Beispiel:
Bruch, Bruchzahl, Zahler, Nenner, echter Bruch, unechter Bruch, gemeiner
Bruch, Stammbruch, Kehrbruch, reziproker Bruch, irreduzibler Bruch,
Dezimalbruch, Dezimalzahl, gemischte Zahl, konkreter Bruch, Scheinbruch,
kirzen oder erweitern. Viele dieser Begriffe oder Pseudobegriffe werden
ublicherweise im Bruchrechenunterricht eingefihrt. Zumindest erscheinen sie in
den meisten Schulbiichern.

Schon Zech stellt dazu fest: ,Zwischen ,Bruch’, ,konkretem Bruch’,
,Bruchoperator, ,Bruchzahl’ wird im unterrichtlichen Sprachgebrauch nicht
konsequent unterschieden: Man gibt den hingeschriebenen Brlchen - je nach
Situation - einen bestimmten Sinn und wechselt die Aspekte (ahnlich wie schon
bei den natiirlichen Zahlen).“?

Auch im ,Lehrplan des Landes Schleswig-Holstein fir die Sekundarstufe 1 der
weiterfihrenden allgemeinbildenden Schulen fir das Fach Mathematik® findet
man einen inkonsequenten Sprachgebrauch. Auf den Seiten flir die
,Orientierungsstufe, Klassenstufe 6“ findet man folgende Wérter: Bruchzahl,
Bruch, Dezimalbruch, Dezimalzahl, konkreter Bruch, erweitern, kirzen,
gemischte Zahl.

Wenn nun solche Begriffe eingefuhrt, aber nicht konsequent benutzt werden,
somit also Verwirrung nicht auszuschlieBen ist, muss hinterfragt werden, ob die
Schulerinnen und Schiler die Bedeutung dieser Wérter verstehen oder ob sie
diese Worter Uberhaupt verstehen kénnen. Viele von ihnen tragen, auch wenn
sie konsequent verwendet werden, nicht zum Verstandnis bei oder férdern

sogar Missverstédndnisse und Fehlvorstellungen.

Sowohl in der didaktischen und methodischen Literatur zur Bruchrechnung als
auch in fast allen Schulblchern st6B8t man auf die Begriffe ,Bruch® und

2 Zech (1995: 146)
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,Bruchzahl®. Die dahinter steckende Idee ist die, dass zwischen der Zahl
(Bruchzahl) und ihrer Darstellung (Bruch) unterschieden werden soll.

Was zundchst den Anschein von Prazision hat, stellt sich bald als Quelle
zahlreicher Widerspriche dar, die sich oft schon aus dem inkonsequenten
Gebrauch der Begriffe ergeben.

Beispielsweise findet man in einem Schulbuch®® auf einer der ersten Seiten

zum Thema die Aufgabe:
,Gib funf verschiedene Schreibweisen als Bruchzahl fir die Zahl 3 an.”

Auf der Folgeseite wird festgestellt, dass verschiedene Briiche dieselbe
Bruchzahl darstellen. Kurz danach folgt in einem Merksatzkastchen die
Bezeichnung ,Wert eines Bruches®, mit der offensichtlich nichts anderes
gemeint ist als das, was vorher als Bruchzahl bezeichnet wurde:

,Briche werden erweitert, indem Zahler und Nenner mit derselben Zahl
multipliziert werden. Der Wert des Bruches andert sich dadurch nicht.”

Wie soll denn ein Schuler auseinanderhalten, was mit ,Bruch®, ,Bruchzahl“ und
,Wert des Bruches* gemeint ist? Auf der folgenden Seite liest man im nachsten
Merksatzkastchen:

,Beim Kirzen und Erweitern von Briichen wird der Wert eines Bruches

nicht verandert, nur seine Schreibweise.”

Zu den Bezeichnungen ,Bruch®, ,Bruchzahl“ und ,Wert des Bruches* gesellt
sich nun die ,Schreibweise des Bruchs®. Es kommt noch schlimmer, denn nur

vier Seiten spater findet man in einem weiteren Merksatzkastchen:

Zwischen zwei Brichen lassen sich beliebig viele weitere Briche

finden.”

*8 Zahlen und GroBen 6 (2002: 13 ff.)
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Dieses steht im Widerspruch zu der Tatsache, dass % und % nach der in

diesem Buch verwendeten Terminologie zwei verschiedene Briche sind. Denn
natlrlich findet man nicht unendlich viele Briche, sondern gar keinen Bruch,
der dazwischen liegt. Uberhaupt ist es nicht nachvollziehbar, wieso ein Bruch
irgendwo auf der Zahlengeraden liegen soll, wenn mit ,Bruch® doch nur die
Darstellung, also die Schreibweise einer Bruchzahl gemeint ist. Spéater wird in
demselben Buch noch beschrieben, wie man Brliche addiert, subtrahiert und so
weiter und dass die Rechenregeln wie zum Beispiel das Kommutativgesetz
oder das Assoziativgesetz fir die Addition von Bruchzahlen gelten.

Man stelle sich vor: 11- bis 12-jahrige Schuilerinnen und Schiiler trauten den
Lehrenden ebenso wie ihren Schulbuchautoren zu, dass sie sich gut Uberlegt
hatten, warum sie einmal vom ,Bruch®, einmal von der ,Bruchzahl®, dann von
der ,Schreibweise® und vom ,Wert des Bruches* reden. Diese Schulerinnen und

Schuler werden verzweifeln beim Versuch, dieses zu ergriinden.

Bevor hier ein Vorschlag gemacht wird, auf welche der bisher gebrauchlichen
Bezeichnungen verzichtet werden kann, wird kurz dargestellt, welche Begriffe
und Pseudobegriffe bisher Gblich sind und was sie im Allgemeinen bezeichnen.
Die Erklarungen beziehen sich nur auf die Menge der positiven rationalen
Zahlen.

Unter ,Bruchzahl* wird meist die Aquivalenzklasse beziiglich der Relation ,=*
verstanden. So auch bei Padberg.**

1 2
Das bedeutet ) bezeichnet dieselbe Bruchzahl wie 1

Mit ,Bruch® wird nur die Darstellung einer Bruchzahl mithilfe zweier Zahlen
bezeichnet, die Ubereinander, durch einen Bruchstrich getrennt, geschrieben

werden.

1 2
Das bedeutet ) ist ein anderer Bruch als 1 obwohl es sich selbstverstandlich

um dieselbe Zahl handelt. Das Wort ,Bruch” bezieht sich also in weitverbreiteter
Verwendung nur auf die Schreibweise einer Bruchzahl.

* Padberg (2002: 33)
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Im ,Lehrplan des Landes Schleswig-Holstein fur die Sekundarstufe 1 der
weiterfiihrenden allgemeinbildenden Schulen fiir das Fach Mathematik“*® findet
man folgende Sétze:

,Die Schulerinnen und Schiler sollen mit Briichen rechnen kénnen.*

,Die Schilerinnen und Schiler sollen Briiche als Zahlen und als Anteile
auffassen kdnnen.”

,In der Hauptschule wird der zunehmenden Bedeutung des Rechnens mit
Dezimalzahlen (schriftliches Rechnen, Taschenrechner, Computer) dadurch
Rechnung getragen, daB sich das Rechnen mit Bruchzahlen nur auf einfache

Falle bezieht.”

Diese Beispiele zeigen, dass die Begriffe ,Bruch“ und ,Bruchzahl“ an dieser
Stelle synonym eingesetzt werden. Dagegen ist nichts einzuwenden. Wenn sie
allerdings so verwendet werden, wie sie bei Padberg*® und in den meisten
Schulblchern verwendet werden, namlich ,Bruchzahl“ als Bezeichnung fur die
Zahl und ,Bruch® fur ihre Darstellung, dann wird im ersten der drei zitierten
Satze der Eindruck erweckt, als rechne man mit den Darstellungen der Zahlen
statt mit den Zahlen selbst. Dasselbe ist nattrlich der Fall, wenn man von
Bruchrechnung statt von Bruchzahlrechnung redet, wie hier im zweiten zitierten
Satz ,Briche als Zahlen® bezeichnet werden. Im dritten Satz ist davon die
Rede, dass mit Bruchzahlen gerechnet wird. Ob der synonyme Gebrauch der
Begriffe absichtlich oder versehentlich geschieht, ist nicht ersichtlich.

Nach dem Thema ,Bruchzahlen® findet man in diesem Lehrplan Ubrigens ein
weiteres groBes Thema mit dem Titel ,Dezimalzahlen®, was verschleiert, dass
mit Bruchzahlen und Dezimalzahlen in Klassenstufe 6 genau dieselben Zahlen

gemeint sind.

Die Darstellung einer Bruchzahl, die aus einem Bruchstrich, sowie einer Zahl
Uber dem Bruchstrich und einer unter dem Bruchstrich besteht, wird auch als

;aemeiner Bruch” bezeichnet.

Die Zahl, die Uber dem Bruchstrich steht, wird als ,Zahler”, die Zahl, die unter

dem Bruchstrich steht, wird als ,Nenner” bezeichnet.

*® Lehrplan (Seite 29)
*6 padberg (2002: 33)
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Klar ist, dass man nicht vom Zahler oder Nenner einer Bruchzahl sprechen
kann, da sich jede Bruchzahl auf unendlich verschiedene Weisen darstellen

lasst. Diese Begriffe beziehen sich immer nur auf eine einzige Darstellung.

Die Zahl % hat nicht den Zahler 2 und den Nenner 3, sondern diese Darstellung

hat den Zahler 2 und den Nenner 3. Ebenso ist es unsinnig zu sagen: ,Der
Quotient 5 hat den Dividenden 10.“ Stattdessen ware es sinnvoll zu sagen: ,5
l&sst sich als Quotient mit dem Dividenden 10 und dem Divisor 2 darstellen.”

Nach obiger Differenzierung zwischen Bruch und Bruchzahl muss also vom
Zahler oder Nenner eines Bruches, nicht jedoch von einer Bruchzahl

gesprochen werden.

Als ,echter Bruch“ wird ein Bruch bezeichnet, dessen Zahler kleiner als sein

Nenner ist. Es sind genau die Briche echt, die kleiner als 1 sind.

Als ,unechter Bruch® wird jeder nicht echte Bruch bezeichnet also jeder, der

gréBer oder gleich 1 ist.

Als ,Kehrbruch“ oder ,reziproker Bruch“ eines Bruches wird der Bruch mit

2
vertauschtem Zahler und Nenner bezeichnet, zum Beispiel ist 1 der Kehrbruch

1
von 7. Der Begriff ,Kehrbruch® bezieht sich also auch nur auf die Darstellung.

10
Denn wenn Zahler und Nenner vertauscht sein sollen, dann ist 3 nicht

3
Kehrbruch von 5 Das ist aus Grinden, die noch folgen werden, unpraktisch.

Nebenbei bemerkt ist sofort klar, dass von Bruch und seinem Kehrbruch

mindestens einer auch ein unechter Bruch sein muss.

Ein ,Kernbruch“ oder .irreduzibler Bruch“ oder ,vollstindig gekilrzter Bruch”

a
oder die ,Grunddarstellung einer Bruchzahl“ ist ein Bruch b wobei a und b

teilerfremd sind.
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Unter einem ,Dezimalbruch“ kénnte man einen Bruch verstehen, der im

Zehnersystem dargestellt ist, so wie man einen Bruch, der im Dualsystem

dargestellt ist, als Dualbruch bezeichnen kdnnte: 410im Zehnersystem ist nur

1
eine andere Schreibweise flr die duale Schreibweiseﬁz. Diese Bedeutung ist

aber mit der Bezeichnung nicht gemeint.

Was ein ,Dezimalbruch® ist, kénnen alle Schilerinnen und Schiler mit
Internetzugang, in der freien Enzyklopadie ,Wikipedia“ nachlesen: Ein
Dezimalbruch ist ,ein Bruch, dessen Nenner zehn oder allgemeiner eine Potenz

von zehn (mit npatdrlich-zahligem Exponenten) ist. Manchmal wird der

Dezimalbruch auch Zehnerbruch genannt. Der Dezimalbruch kann im

Zehnersystem direkt als Dezimalzahl geschrieben werden. Hierbei werden die

Bruchstellen vom ganzzahligen Teil mit dem Dezimaltrennzeichen (in

Deutschland und Osterreich ein Komma, in der Schweiz und im

englischsprachigen Raum ein Punkt) abgetrennt.“*’

Sind demnach 2 und 20 Dezimalbriche, 1 jedoch nicht? Immerhin sind 2
10 100 5 10

und % Briche, deren Nenner zehn oder eine Zehnerpotenz sind. Das ist bei

% nicht der Fall. Man kann demnach % und % ,direkt als Dezimalzahl”

schreiben, muss nur ,die Bruchstellen vom ganzzahligen Teil mit dem

Dezimaltrennzeichen® abtrennen, was auch immer das bedeuten mag.

Es ist zu bezweifeln, dass dieser Beitrag aus ,Wikipedia“ Schilerinnen und
Schilern verstandliche Antwort auf die Frage gibt, was ein Dezimalbruch ist.

Mit einem ,Dezimalbruch® ist also die Darstellung einer Zahl im

Zehnerstellenwertsystem gemeint. Nach Einfihrung so vieler Bezeichnungen
kbnnte man in Versuchung geraten, sich die Frage nach der Existenz
interessanter Kombinationen und ihrer moglichen Vertreter zu stellen, zum

Beispiel: Gibt es eigentlich unechte Dezimalbriche?

*7 http://de.wikipedia.org/wiki/Dezimalbruch (Stand: 1. 9. 2008)
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3 3
Es ist etwa 5 ein unechter gemeiner Bruch. Es ist aber auch 5= LS,

Man koénnte also 1,5 als unechten Dezimalbruch bezeichnen, wenn man noch

weitere Pseudobegriffe einfihren wollte.

Eine ,gemischte Zahl* ist eine Bezeichnung fir die Darstellung nicht

ganzzahliger unechter Briche mithilfe eines ganzzahligen Teils und eines
gemeinen Bruchs, wobei letzigenannter Teil hinter den ganzzahligen Teil

geschrieben wird.

17
So wird beispielsweise 3 als unechter Bruch bezeichnet. Die gleiche Zahl in

der Schreibweise 5% wird dagegen als gemischte Zahl bezeichnet. Wieder

handelt es sich indes nur um zwei verschiedene Darstellungen der gleichen
Zahl. Man beachte aber die Inkonsequenz, dass im ersten Fall von einem
,Bruch* gesprochen wird und mit der Bezeichnung ,Bruch® die Darstellung
gemeint ist, wahrend anschlieBend von einer ,Zahl* gesprochen wird.

Selten, so zum Beispiel in ,Mathematik heute® wird statt von einer ,gemischten

Zahl* von einer ,gemischten Schreibweise” gesprochen.

Im Allgemeinen ist bei der ,gemischten Schreibweise” der Bruchteil, der hinter
den ganzzahligen Teil geschrieben wird, kleiner als 1.

Es bliebe zu kléaren, ob sich jeder Bruch in gemischter Schreibweise darstellen
lasst und nicht nur jeder unechte Bruch, der kein Scheinbruch ist. Aber

4
Ausdriicke wie 1% als andere Schreibweise flir die Zahl 2 oder 0; statt el oder

4% statt 5% sind ungewohnlich. Man kénnte bei 4% von einer ,unechten

gemischten Zahl* sprechen, wenn man noch mehr Begriffe einfihren wollte.
Problematisch ist diese gemischte Schreibweise insbesondere deswegen, weil
es sonst mathematischen Konventionen entspricht, dass nur das
Multiplikationssymbol - zwischen Zahlsymbolen weggelassen werden darf, nicht
jedoch das Additionssymbol +.
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So steht 5% fiir 5+§, wahrend aé:a ist. Auch darf sonst immer

C

b
C

zwischen Zahlensymbolen nur das Multiplikationssymbol weggelassen werden,
zum Beispiel: 27=2-7 oder 342 =3-4/2.

Auch allen Befurwortern dieser gemischten Schreibweise, die mit einer hohen
Alltagsrelevanz argumentieren, muss widersprochen werden. Denn diese

Alltagsrelevanz beschréankt sich meist nur darauf, dass einige wenige GréBen
mit dieser gemischten Schreibweise bezeichnet werden. In Rechnungen taucht

sie aber kaum auf. Zwar gibt es so etwas wie die 1%1- Liter-Flasche und auf

Fahrradreifen findet man manchmal Bezeichnungen wie 28 x 1 1/4 x 1 5/8.

Dort findet man also die ,gemischte Schreibweise“. Aber man hat mit diesem
Ausdruck im Ublichen nichts weiter zu tun, als ihn dem Fahrradhéndler beim
Kauf eines neuen Reifens oder Schlauchs vorzulegen, damit dieser ein
passendes Ersatzstlick aushandigen kann. Ebenso gut kbnnte anstelle dieses
Ausdrucks ein Buchstabencode stehen.

Als konkreter Bruch® wird ein Anteil einer GréBe, zum Beispiel%m,

bezeichnet.

Als ,Scheinbruch” wird ein Bruch bezeichnet, dessen Z&hler ein Vielfaches

seines Nenners ist.

\®)

1254
171477

Scheinbrliche sind also beispielsweise ]
Unter ,erweitern” versteht man die Multiplikation des Z&ahlers und des Nenners
eines Bruches mit dem gleichen Faktor (#0).

Haben Z&hler und Nenner eines Bruches einen gemeinsamen Teiler, dann
kann man Zahler und Nenner durch diesen gemeinsamen Teiler dividieren.

Dieses nennt man ,kiirzen“.

Als ,Stammbruch” wird ein Bruch bezeichnet, dessen Zahler 1 ist.
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1 2
Das bedeutet 3 ist ein Stammbruch. 1 ist zwar die gleiche Zahl, aber hiernach

2
kein Stammbruch. Jedoch lasst sich 1 zu einem Stammbruch klirzen.

Als ,zusammengesetzter Bruch“ wird jeder Bruch bezeichnet, der kein

Stammbruch ist.

Der einzige unechte Stammbruch, der zugleich auch ein Scheinbruch ist und

1
sogar seinem Kehrbruch gleicht, ist 1 Damit ist dies unter den unechten

Brichen auch der einzige, dessen Kehrbruch ebenfalls ein unechter
Stammbruch ist.

Wie schon deutlich wurde, wird in der Didaktik besonderer Wert auf die
Unterscheidung zwischen Bruch und Bruchzahl gelegt. So beschreibt Padberg®®
den Weg von der Einfihrung von konkreten Brichen Uber die Briche zum
Bruchzahlbegriff: ,Eine weitere wichtige Voraussetzung fur die Entwicklung des
Bruchzahlbegriffes ist die Einsicht, dass man ein und dieselbe GrdBe durch
verschiedene konkrete Briiche benennen kann. [...] Wahrend die konkreten
Briiche Namen fir GréBen sind, sind die Briiche Namen fir Zahlen, die
sogenannten Bruchzahlen. Die Frage, wann zwei Briche dieselbe Bruchzahl

bezeichnen, beantworten wir durch Ruckgriff auf die konkreten Briiche.”

Um also zu prifen, ob zwei Briche ™ und £ dieselbe Bruchzahl bezeichnen,
n q

braucht man sich nur einen beliebigen Reprasentanten einer beliebigen

GrdBeneinheit zu wahlen, also etwa ein Rechteck als Reprasentanten flir einen

Flacheninhalt F, um hieran zu tUberprifen ob Mg ound £ F die gleiche GréBe
n q

bezeichnen.*

Es ist natirlich véllig klar, dass das Objekt etwas anderes ist als sein Name.

Der Name 2 ist ja auch etwas anderes als die Zahl 2.

2 und 1 + 1 sind nur zwei verschiedene Namen fir die gleiche Zahl.

*8 Padberg (2002: 53 f.)
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Ist diese groBe Anzahl von Begriffen und Pseudobegriffen wirklich notwendig,
um den Schilerinnen und Schilern das Verstandnis fir die Bruchrechnung zu
vermitteIn? Oder ist es nicht vielmehr so, dass die Lehrblcher und der
Unterricht viel zu sehr mit Begriffen und Pseudobegriffen Gberladen sind,
sodass den Schilerinnen und Schilern dadurch der Umgang mit den Briichen
nicht erleichtert, sondern erschwert wird? Wie sollen Schulerinnen und Schiler
der 6. Klassen die Sprache der Mathematik verstehen, wenn sie in einem
Gestammel aus Begriffen und Pseudobegriffen vorgetragen wird?

Es mag vielleicht auf den ersten Blick haarspalterisch, kleinlich oder provokativ
wirken, dass hier versucht wird, Worter, die schon in weiter Verbreitung auf die
oben genannte Weise benutzt werden, durch andere abzulésen oder sie ganz
wegzulassen. Aber da diese herkdmmlichen Bezeichnungen zum Teil
inkonsequent verwendet werden und zum anderen Teil von vornherein falsche
Vorstellungen wecken, ist es ratsam, hier im Interesse der Schilerinnen und
Schuler aufzurdumen und dabei einige Pseudobegriffe wegzulassen. Denn man
braucht diese sowieso nicht. Sinnvoll ist auBerdem, einige Begriffe durch
andere zu ersetzen, um einen konsequenten und klaren Umgang mit den

gewahlten Begriffen zu ermoglichen.

Es kann ndmlich keinesfalls von Schulerinnen und Schilern erwartet werden,
dass sie wissen, welcher Kategorie der jeweils verwendete Zahlbegriff
zugeordnet werden muss.

Es gibt Begriffe wie den der natirlichen Zahl. Darlber hinaus gibt es
Zahlbegriffe wie gerade Zahl oder ungerade Zahl, die den Lernenden lange
bekannt sind und etwas Uber die Eigenschaft der Zahl aussagen, nadmlich ob sie
durch 2 teilbar ist oder nicht. Analog dazu sind Begriffe wie Quadratzahl,
Primzahl und Dreieckszahl Begriffe, die etwas Uber bestimmte Eigenschaften
der Zahl aussagen. Ob eine Zahl natlrlich, gerade, ungerade, prim oder
zusammengesetzt etc. ist, hangt nur von der Zahl selbst ab, nicht von ihrer
Darstellung.

Im Gegensatz dazu sagen die oben erwahnten Pseudobegriffe nichts Uber
Eigenschaften der Zahlen aus sondern nur Uber die Darstellungsweise der
Zahlen. Wie sollen Schulerinnen und Schuiler diesen Unterschied erkennen?
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Ubrigens sollte konsequent auch nicht von Rémischen Zahlen oder Dualzahlen,
sondern zum Beispiel von Rémischen Zahlzeichen oder Dualdarstellung einer
Zahl gesprochen werden. Die Auswahl der Begriffe, die im Folgenden als
Grundbegriffe des spateren Konzepts erklart werden, zielt auf Klarheit,
Einfachheit und Konsequenz.

Ich schlage vor, statt von ,Bruchzahlen” ab jetzt von Briichen zu reden oder
beides synonym als Bezeichnung fir die Zahl selbst zu verwenden.

Dagegen soll von der Darstellung der Zahl gesprochen werden, wenn es nur
um die Darstellung geht. Da im Allgemeinen von Bruchrechnung geredet wird,
passt der Begriff ,Bruch® gut fir die Zahlen, denn wir rechnen mit Zahlen.
Daraus ergeben sich aber einige Konsequenzen. Wann immer vom Zahler
oder Nenner die Rede ist, geht es nur um die Darstellung eines Bruches.
Es ist nicht sinnvoll zu sagen, ein Bruch habe den Nenner 3, da mit ,Bruch® nun
eine rationale Zahl bezeichnet wird, die unendlich viele Darstellungen besitzt.
Ebenso ist es nicht sinnvoll, vom Kirzen oder Erweitern eines Bruchs zu reden.
Man kann nur die Darstellung kirzen oder erweitern. Was vielleicht zuerst
etwas holprig und ungewohnt klingen mag, hat sich aber in meinem Unterricht
als praktisch erwiesen. Dadurch, dass vermieden wurde, vom Kirzen oder
Erweitern eines Bruches zu sprechen, stattdessen aber vom Kiirzen oder
Erweitern der Darstellung, wurde gar nicht erst der Eindruck erweckt, dass die
Zahl selbst dadurch verandert wird. Schon bei Ubungsaufgaben, die friher
,KUrze die Briche!“ hieBen und die nun ,Stelle die Briiche gekurzt dar!* heiBen,
klingt es gar nicht mehr holprig, es verlangt héchstens dem Lehrpersonal ein

wenig Gewdhnung ab.

Als Stammbruch bezeichnen wir jeden Bruch, der eine Darstellung mit dem
Zahler 1 besitzt. Der Stammbruch wird somit im Gegensatz zur obigen

Verwendung als Zahl behandelt. % ist also ein Stammbruch, da %:%.

Ebenso wie der Stammbruch, so war auch der Kehrbruch eines Bruches nach

der alten Konvention nur eine bestimmte Darstellung einer Bruchzahl. Zu % war
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also % der Kehrbruch. Da sich die Bezeichnung ,Bruch® aber nur auf die

Darstellung bezog, war beispielsweise % nicht der Kehrbruch von %

Nach der neuen Vereinbarung soll auch der Kehrbruch eines Bruches den

Status einer Zahl bekommen. Zu jedem positiven Bruch existiert ein multiplikativ

a
inverser Bruch. Das ist genau sein Kehrbruch. Anders gesagt ist zu 5 mit

b
a # 0 derjenige Bruch der Kehrbruch, der die Darstellung - besitzt.

Die Begriffe ,Scheinbruch®, ,echter Bruch® und ,unechter Bruch® sind nicht
notig. Sie hatten die Bedeutung einer Scheinzahl, einer echten Zahl und einer
unechten Zahl.

Statt vom ,Kernbruch* muss von der Kerndarstellung oder von der vollstdndig

gektrzten Darstellung geredet werden.

Von ,gemischten Zahlen“ soll keine Rede mehr sein, sondern, wenn man
Uberhaupt nicht auf diese Darstellung verzichten mag, dann von gemischter
Schreibweise oder gemischter Darstellung.

In jedem Fall sollte man dann aus oben dargelegten Grinden eine wirklich
sinnvolle Anderung vornehmen, namlich die Einfligung des Additionssymbols,

sodass zum Beispiel 3 +% statt wie bisher3% geschrieben wird.

Dass man auf die gemischte Schreibweise ganz verzichten kann, zeigt das
Beispiel Frankreich, wo man sie laut Schrage49 nicht findet: ,Briche in
GréBenangaben mit Standardeinheiten finden wir [...] kaum in franzdsischen
Sekundarstufenwerken; hier wird dann die Dezimalschreibweise verwendet.
Ferner sucht man vergeblich nach der gemischten Schreibweise.®

Auch in der freien Internet-Enzyklopadie Wikipedia ist zu lesen: ,In manchen
Landern wie Frankreich sind gemischte Zahlen uniiblich.“*® Kritisch anzumerken
ist hier wieder die Begrifflichkeit, denn wie soll man es verstehen, dass

bestimmte Zahlen in einigen Landern unlblich sind. Gibt es vielleicht auch

* Schrage (1988: 49)
% hitp://de.wikipedia.org/wiki/Bruchrechnung (Stand: 1. 9. 2008)
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Lander, in denen zum Beispiel die negativen Zahlen oder die Primzahlen
untblich sind? Natlrlich ist das nicht der Fall und auch in Frankreich gibt es
dieselben Zahlen wie Uberall auf der Welt. Gemeint ist vermutlich, dass man
sich in Frankreich nicht der gemischten Schreibweise bedient.

Statt vom ,Dezimalbruch® sollte auch nicht von ,Dezimaldarstellung® oder
,Dezimalschreibweise“, sondern besser von Kommadarstellung oder
,Kommaschreibweise® geredet werden. Es ist doch im Unterricht sowieso klar,

mit welchem Stellenwertsystem gerade gearbeitet wird.

Das Weglassen all dieser unnltzen Bezeichnungen ist schon deswegen
sinnvoll, da diese zu keinerlei Klarheit beitragen, sondern nur das Verstandnis
erschweren, indem sie falsche Vorstellungen wecken oder unterstitzen,
namlich die, dass es, so wie es Bruchzahlen gibt, auch noch Dezimalzahlen
und gemischte Zahlen gibt, als seien sie etwas anderes.

Ein Unterricht, in dem ein Zahlbereich erweitert wird, bringt auBerdem so viele
Neuerungen mit sich, dass es Schilerinnen und Schilern nicht zuzumuten ist,
sie an dieser Stelle noch mit unntitzen Vokabeln zu belasten. Sie vernebeln den
Blick auf das Wesentliche.

Man bedenke nur einmal, welche wichtigen Neuerungen diese
Zahlbereichserweiterung mit sich bringt auBer der Tatsache, dass man nun je
zwei natlrliche Zahlen durcheinander dividieren kann und wieder eine Zahl

erhalt, zum Beispiel:

- Briche kann man nicht z&hlen, da sie keinen Vorgéanger oder
Nachfolger haben.

- Zwischen zwei Zahlen liegen nun unendlich viele weitere.

- Es gibt keine kleinste positive Zahl.

- Zu jeder positiven Zahl a und jeder nattrlichen Zahl b gibt es nun genau
einen Bruch x, sodass a - x = b. Daraus folgt sofort: Jede Zahl auBer 0
hat nun eine ,Partnerzahl“ (ihnr multiplikatives Inverses), mit der man sie
multiplizieren kann, um das Produkt 1 zu erhalten.

- Man kann zwei Briiche finden, sodass ihr Produkt kleiner ist als jede
der beiden Zahlen. Ebenso kann es sein, dass wir einen Bruch durch
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einen anderen dividieren und der Quotient gréBer ist als Dividend und

Divisor.

All dies gab es in der vorher bekannten Menge der natirlichen Zahlen nicht. Es
sind wichtige Neuerungen. Da erscheint es aberwitzig, wenn unnitzen
Vokabeln so viel Bedeutung beigemessen wird wie ,echter Bruch®, ,gemeiner
Bruch® oder ,unechter Bruch®, die an keiner Stelle zum Verstandnis beitragen
und auch nirgends das Gesprach Uber die Objekte erleichtern. Vielleicht noch
schlimmer war die Verwendung von Wartern wie ,Dezimalzahl® und ,gemischte
Zahl“, da sie Schilerinnen und Schilern wirklich die Vorstellung vermittelten,

diese Zahlen seien etwas anderes als die Bruchzahlen.
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4 Anforderungen an ein Konzept fir den Bruchrechen —
unterricht und Fragenkatalog zur Beurteilung von
Konzepten

Von einem geeigneten didaktischen Konzept fur die Bruchrechnung muss man

erwarten, dass es folgende Kriterien erfullt:

- Es muss entwicklungspsychologisch dem Stand der Schulerinnen
und Schuler angepasst sein.

- Es muss fachlich korrekt und praktikabel sein.

- Es soll den Schilerinnen und Schilern die Mdglichkeit geben,
vergessene Regeln auf einfachem Wege selbst wieder herzuleiten.

- Innerhalb des Konzeptes muss folgender Fragenkatalog Gberzeugend

beantwortet werden kdnnen:

1. Was ist ein Bruch?

2. Wie kann man Brliche darstellen?

3. Wie kénnen wir erkennen, welcher Bruch gréBer oder kleiner ist?
4. Wie kénnen wir Briiche addieren und subtrahieren?

5. Wie kénnen wir Briiche multiplizieren und dividieren?

6. Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?

Anhand dieses Fragenkataloges werden die vorgestellten Konzepte auf ihre
Tauglichkeit geprift. Nur wenn in einem Konzept alle Fragen Uberzeugend
geklart werden kdnnen, dann kann es auch fir den Unterricht geeignet sein.

Zu den Punkten 4 und 5 sei bemerkt, dass es natirlich sehr leicht ist, die Frage

zZu beantworten, wie man zwei Brlche und 2 addiert, subtrahiert,

a
b
multipliziert oder dividiert. Beispielsweise ist %+§ die Summe dieser beiden

Zahlen. Mit den Fragen 4 und 5 ist im Folgenden gemeint, wie man die Summe,
die Differenz, das Produkt und den Quotienten zweier Briche mdéglichst einfach

schreiben kann.
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5 Innermathematische Konzepte

Innermathematische Konzepte sind keine didaktischen Konzepte. Sie sind nicht
als Grundlage fir die Unterrichtsplanung geeignet.

Aber ein Bruchrechenunterricht kann nur dann erfolgreich stattfinden, wenn die
Lehrerin oder der Lehrer den Inhalt innermathematisch verstanden hat. Es
reicht nicht, ein didaktisches Konzept zu kennen. Wer nicht die
innermathematischen Hintergriinde kennt, wer insbesondere die Konstruktion
der Briche aus den naturlichen Zahlen nicht kennt oder nicht den Blick aus der
Perspektive von den reellen Zahlen auf die Brliche werfen kann, wird niemals
souverdn Bruchrechnung unterrichten kdnnen. Dazu namlich ist es, wie bei
allen anderen mathematischen Themen unerlasslich, die Materie auf der
fachlichen Ebene durchdrungen zu haben.

5.1 Die Konstruktion des Halbkoérpers (Q.,.+-) mit der

Ordnung < aus dem geordneten kommutativen Halbring
(N ,,+ -) oder die ,,Bottom-up-Methode*

Gegeben ist die Menge der natlrlichen Zahlen einschlieBlich der 0 mit den
Verknipfungen +, -, -, : und der Ordnungsrelation <.

Die Verknupfungen + und - sind in dieser Menge assoziative und kommutative
innere Verkntpfungen. AuBerdem ist - distributiv Gber +.

0 ist das neutrale Element bezlglich der Addition, 1 ist das neutrale Element
bezlglich der Multiplikation.

Wir betrachten das kartesische Produkt N | x I .

In dieser Menge ist natlrlich (1, 2) # (2, 4), denn fir alle
(@,b),(c,d)e N xHN gilt: (a,b) =(c,d) & a=c A b=d.

Auf dieser Menge definieren wir eine Relation ~ durch:

(a,b) ~(c,d) & ad = bc.
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Nun zeigen wir, dass ~ eine Aquivalenzrelation in N | x N ist:

1.Sei(a,b)e N j xN,
Dann gilt ab = ba, da die Multiplikation in N ; kommutativ ist.

Aus ab = ba folgt sofort (a, b) ~ (a, b). Alsoist ~auf N | x I reflexiv.

2. Seien (a, b) und (c,d) e N | x N und es gelte (a, b) ~ (c, d).
(a,b) ~ (c,d) = ad = bc = cb = da, weil die Multiplikation in N

kommutativ ist und die Relation ,=* symmetrisch ist.
Aus cb = da folgt nun sofort (c, d) ~ (a, b).

Also ist ~auf N | x N symmetrisch.

3. Seien (a, b), (c,d)und (e, f) e N , x N und es gelte (a, b) ~ (c, d) und
(c,d) ~ (e, f).

Dann gilt ad = bc und cf = de.

ad =bc = adf =bcf = adf =bde = (af -be)d =0 = af-be =0, da
de N.

af-be=0 = af=be = (a,b) ~ (e, f). Alsoist ~istauf N j x N transitiv.

Die auf N | x N definierte Relation ~ ist also eine Aquivalenzrelation.
Die Aquivalenzklassen sind die Briiche: K(u,b)z{(x, M| y) ~ (@b}
Das heiBtK ,, =K, < (a, b)~(c,d).

Zum Beispiel ist KM) ={(1,2),(2,4),3,6),(4,9),..}

a
Definition: @ _:= Kes |(a, bye N, x N}, statt K , , schreiben wir auch b

Satz 1: Kirzungsregel / Erweiterungsregel

ac a

Vae N Vb, ce N:E:E
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Beweis: Seiae N , seienb, c e N, dann gilt wegen der Assoziativitat der

Multiplikation in ¥ :ac - b =bc - a, das heiBt, (ac, bc) ~

(a, b).

Ein Bruch andert sich also nicht, wenn man bei einer beliebigen

Darstellung eines Bruches den Z&hler und den Nenner mit derselben

Zahl (#0) multipliziert.

Definition: < - Relation

. ac - . a _c
For alle Z’ZE Q ., definieren wir —<—: < ad <bc.
- b d

Diese Relation ist reprasentantenunabhangig, denn seien

(a,b),(@,b)€ K, und(c,d),(c,d) < K., ,dann gil:

(@, b) ~ (a’, b’) und (c, d) ~ (c’, d).

_<_
O. b.d. A. gelte b d,ad < bc.

Nach Voraussetzung gilt ab’ = ba’ und cd’ = d¢’ und ad < bc.
ad < bc = ab’'d < bb’c = ba'd < bb'c = ad < b’c= add < b’cd’

1 1

a C
= add <bcd = ad <bc = FSE'

Satz 2: < ist eine lineare Ordnung in Q@ _

a
Beweis: 1. Sei b € Q .o gegeben, dann gilt:

ab < ab, d. h. Z<Z’ also ist < reflexivin @ _
a ¢C
2. Seien - € @ gegeben, und es gelte
gilt:
ad < bc und cb < da, also ad = bc und somit

Also ist < antisymmetrischin @ _ .
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2L2eQ .o 9egeben und es gelte < ynd £< &,
b’ d : b~ d d~f

O Kslm

Dann gilt ad < bc und cf < de, also auch adcf < bcde und somit

a e
af < be, d. h. ;57. Also ist < transitivin @ _ .

4. Seien %2 e Q,und es gelte nicht %sg dann gilt ad > bc, also

IA
SR

insbesondere ad > bc. Das heiBt aber gerade cb < da, also

Qo

Also ist < linearin Q@ .

Aus 1. bis 4. ergibt sich: < ist eine lineare Ordnungin @ _ .

Definition: Addition @ in @ _

Faralle £, < e Q@ _, definieren wir 2@ < := ad +be
b d - b d bd

Diese Definition der Addition ist reprasentantenunabhangig, denn seien
(a,b), (@, b)e K, und(c,d), (c,d)e K., dann gilt:

a a c c'

—=—und —=—.

b b d d

a_d ¢ ¢ ad_ad be_bc
b b d d bd b'd bd bd
= adb'd'=bda'd' Abcb'd' =b'c'bd

= adb'd'+bcb'd'=bda'd'+ b'c'bd
= (ad +bc)b'd'=(a'd'+b'c'") bd

ad +bc _a'd'+b'c'

=
bd b'd'
a ¢ a _c
= - @—=—& —
b d b d
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Die so definierte Addition ist eine innere Verkniipfung in @ _ , denn

ad + bc _
bd

seien £, < ¢ Q@ dann gilt fir
b d

ad+bce N, undbde N,dab,d #0.

Definition: Subtraktion (-) in @ _
In N | ist die Subtraktion keine innere Verknlpfung. Fur a, c € N | hat

aber die Gleichung a + d = ¢ genau dann eine Lésung, wenn a < c ist.
Diese wird mit ¢ - a bezeichnet.
Die Subtraktion ist in @ . ebenfalls keine innere Verkniipfung, aber fiir

ale £, Q@ mit £<< st bezad g Lésung der Gleichung
b d b d

Gor_°

b vy d

Wegen %s% giltad < bcund somitistbc-ad e N .

Weiter gilt ﬁ®£ _ ﬁ@bc—ad :ﬁ@bc—ad :ad+bc—ad _ bc £.
b vy b bd bd bd bd bd d

Diese L&sung ist eindeutig, denn es gilt die

Monotonieregel der Addition:

Firallea,x,ue N ,undalleb,y,ve N gilt:

Ist£<1,dannistauch£®f<ﬁ®1.
y v b y b v

Beweis: Seiena, x,ue N jundalleb,y,ve Nundesgelte 0. B. d. A. ror
y 1%

dann gilt xv < uy.
XV < uy = bxv < buy = ayv + bxv < avy + buy

= (ay + bx)v + (av + bu)y = (ay + bx)bv < (av + bu)by
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ay+bx<av+bu:>g@£<ﬁ@z
by by by b v

Far alle %,ge Q_, mit %% lasst sich also eine Subtraktion als

Umkehrung der Addition erklaren durch %(—)% = bcb—dad .

Die Reprasentantenunabhangigkeit lasst sich analog zur

Reprasentantenunabhéngigkeit der Addition in @ _ zeigen.

Definition: Multiplikation ® in @

Furalle £, < ¢ Q@ _, definieren wir £ ® £ =2
b d - b d bd
Diese Definition der Multiplikation ist reprasentantenunabhangig, denn

[4) a
seien (a, b) (@, b) e K, und(c,d), (c’,d) e K, dann gilt P
und £=i.
d d'
a a ¢ ¢
— = A==
b b d d

= ab'=a'bnrcd =c'd

= ab'cd'=a'bc'd

= acb'd'=bda'c'

ac ac

= —=—
bd b'd'
dol_a o
b d b d
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Die Division ist in N keine innere Verknupfung, sondern nur in dem Fall, in dem
a ein Vielfaches von b ist, ist a : b die eindeutige L6sung der Gleichung

b-x=a.

In @ _, ist nun jede Gleichung %@ *= geindeutig |6sbar, falls a # 0.
y

Dann definieren wir die Division + als Umkehrung der Multiplikation in

Q _, folgendermaBen:

Faralle? e Q@ mita 20ist S+ %= 2¢
b dS e i b ad

Dannist <+ < die eindeutige Lésung der Gleichung Tot=C,
d b b y d

X bc
Beweis: Seien ﬁ, feQ .o 9gegeben, dann wéhle —~ = — und es ist
b d B Yy ad

bc abc c

a _
b ad abd d

Aok
by

Wegen des folgenden Monotoniegesetzes ist diese Losung auch eindeutig:

Faralle 2,2, %2e Qgilt: —<—g||t - 2eiclel,

b y v y b y b v
Beweis: Seien £, X Lc Q _,und es gelte U
b y v - y v

Dann gilt xv < uy.

XV < uy = axbv < auby ENLAD N R
by bv b y b v

Nun definieren wir die Division als Umkehrung der Multiplikation in

Q _, folgendermaBen:

Faralle £ e @ _ mita 20ist <= %= 2¢
b a e i b ad

Dannist <+ < die eindeutige Lésung der Gleichung Tet=C,
d b b y d
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Diese Definition der Division ist reprasentantenunabhangig, denn seien

1 1

’ ’ y y . a C C
(a,b),(@,b)e K, und(c,d),(c,d)e K_,,dann gilt %=F und YRt

a a c¢ (¢
—_— = A —=—
b b d d

= ab'=a'bnrcd =c'd
= ab'c'd =a'bcd'
= adb'c'=bca'd'

ad a'd'
= —=—
bc b'c

Al 1

a C a C

= — T —=—=
b d b d

Bevor nun die Struktur der Menge @ ., mit diesen Verkniipfungen und der

< - Relation weiter untersucht wird, stellen wir noch Folgendes fest:

0
Satz 3: 1 ={ (0, x)| xe N }ist natlirlich auch eine Klasse, also ein Bruch.

Beweis: Es qgilt firallex,y e N:0-y=x-0, also (0, x) = (0, y).

a &
Satz 4: Fir alle a, b # 0 gibt es in 3, genau einen Reprasentanten 7 mit

ggT (c,d) =1.

Beweis: zur Existenz: Seien a, b # 0 gegeben. Dann findet man a,, b, N mit
a=a,99T (a,b)und b = b,ggT (a, b) und ggT (a,, b,) =1.

T
Nun gilt & = %88T(@.b) _a,
b b,ggT(a,b) b,
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Zur Eindeutigkeit: seien nun 3 und ? Représentanten von % mit

agT(c, d) = 1 und ggT(e, f) = 1.

e

L ¢ _
Mit 47 folgt cf = de.

cf=de = c|de = c| e, daggT(c,d)=1.

Mit derselben Uberlegung folgte | cf = e | ¢

Aus c | e und e | c folgt e = c. Daraus ergibt sich sofort d = 1.
Hieraus ergibt sich sofort

0
1

— |

1 3
Satz 5: Die Klassen T ,T,---sind paarweise verschieden.

Weiter qilt fir allem,n € N :

ﬂ+£_m-1+1-n_m+n
1 1 1-1 1
mn_m-n_m-n

1 1 1-1 1

m n

—<—S m<n

1 1

Auffallig ist, dass die Rechenregeln fur diese Klassen sehr stark an die

Rechenregeln flr die natlrlichen Zahlen erinnern.

In der Tat gilt

Satz 6: Die Mengen ¥ | und {%| ne N} sind mit den erklarten

VerknUpfungen zueinander isomorph.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass ein Isomorphismus von

N , nach { %| ne N} existiert.
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Wir definieren die Abbildung

n
¢:NO—>{T|neNO}

n—>T

Sei nun % e { %| ne N ,} gegeben, dann wahle x e N ; und

X
o (X) = 1 das heif}t, ¢ ist surjektiv.

. X _)
Seien =, 2 e { "he N } gegeben und es gelte — =,
171 1 0 11

danngiltx-1=1"-y, also x =y, das heift ¢ ist injektiv.

Seiennunx,y e N ,, dann gilt:

1.0 (X) ® @ (y) = %@%: lery= ¢ (x +Y), also ist ¢ additionstreu.

2.9 (X) ® ¢ (y) =

— | =

®%= ¥= ¢ (x-y),alsoist ¢ auch
multiplikationstreu.

X
3 x<yoex-1<l yo T<%=> o (X)< @ (y), alsoist ¢

ordnungstreu.

Man kann nun sagen, dass N , in @ _  eingebettet ist. Fiir jede Zahl

n

| schreiben. Statt ®, ®, (-), +schreiben wir wie

ne N ,lasst sich nun

gewohnt +, -, -, ..

Im Folgenden soll untersucht werden, welche Regeln fir @ _ mit den

Verknapfungen +, -, -, : und die Relation < gelten.

Satz 7: Die Addition istin @ |, kommutativ und assoziativ.

Der Beweis erfolgt Uber Ruckfihrung auf die Kommutativitdt und Assoziativitat
der Additionin N .
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Satz 8: Die Multiplikation ist in @ |, kommutativ und assoziativ.

Der Beweis erfolgt Gber Ruckfihrung auf die Kommutativitdt und Assoziativitat

der Multiplikation in N .

Satz 9: 0 ist neutrales Element beziiglich der Addition in @ _ .

Beweis: Sei %e Q _, gegeben, dann gilt:

a-14b-0

2i0= 4
b b-1 b

a 0
— 4 — =
b 1

Satz 10: 1 ist neutrales Element der Multiplikationin @ _ .

a
Beweis: Sei < Q _, gegeben, dann gilt:

1= = =

—_

al_a
b-1 b

S| R

a.
b

Satz 11: Zu jedem Element aus @ _ existiert ein multiplikativ inverses

Element.

. . a . b .
Beweis: Sei b E Q _, gegeben, dann findet man auch P Q _, und es gilt:

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die Addition und die Multiplikation in

Q _, innere Verkniipfungen sind, dass beide Verkniipfungen assoziativ und

kommutativ sind, dass 0 neutrales Element beztglich der Addition und 1
neutrales Element bezlglich der Multiplikation ist. Die Multiplikation ist
distributiv Gber der Addition. AuBerdem ist bezlglich der Multiplikation jedes

von 0 verschiedene Element invertierbar. (2 _ , +, -) ist also ein Halbkérper.
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Weiter qilt
Satz12: £ =0 L=0vi=0
d b

a
b

Beweis: , <" klar

. a c a ¢ ac
“ ac it ——=0 it — =0
,—“ Seien R e Q_, mit b 4 gegeben, dann gilt b , also

ac = 0. Somit muss auch a = 0 oder ¢ = 0 gelten.

Dann ist aber insbesondere % =0v 3 =0.

Satz 13: - ist distributiv Uber +
Der Beweis erfolgt leicht Uber die Distributivitat der Multiplikation Gber der
Addition in N .

Satz 14: Firalle £, e Q _ git <5497 ¢
b d - b d b b+d d

Beweis: Seien%,g e Q_, mit %< ggegeben, dann gilt ad < bc.

ad<bc = ab+ad<ab+bc A ad + cd < bc + cd

atc ¢
<—.
b+d d

= alb+d)<b(a+c) A (a+c)b<(b+dic = %<

AbschlieBend lasst sich festhalten dass der Gewinn dieser

Zahlbereichserweiterung darin liegt, dass in@ _, jede Gleichung der Form

fir %,ge Q _, mit a #0 eindeutig 1dsbar ist.

ax_c
by d

Um die Korperaxiome zu erflllen, fehlt nur noch die Invertierbarkeit bezuglich
der Addition.

Geht man vom Ring (Z , +, -) aus statt vom Halbring (N , ,+,-) lasst sich auf die

beschriebene Weise sofort der Kérper (2, +, -) konstruieren.
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Um den Korper (@, +, ) aus (Q ,,, +, -) zu konstruieren, ist eine weitere

Zahlbereichserweiterung notig, die die negativen Zahlen liefert.

Man definiere dazu eine Relation auf @ ., x @ _:

Y(a,b), (c,d)e @ ., x @ .0:(a,b) ~(c,d) ;. @a+d=b+c

Dass es sich bei dieser Relation um eine Aquivalenzrelation handelt, ist fast
analog zu zeigen wie bei obiger Relation, die zur Konstruktion der rationalen
Zahlen aus der Menge der natirlichen Zahlen gefuhrt hat. Diese neue Relation

fuhrt auf &hnliche Weise zur Menge der negativen Zahlen.

Ich werde kurz aufzeigen, dass in diesem Konzept auf jede Frage aus obigem
Fragenkatalog eine positive Antwort gegeben werden kann:

1. Was ist ein Bruch?

Hier ist ein Bruch als eine Aquivalenzklasse zu verstehen.

2. Wie kann man Briiche darstellen?

Jeder Bruch besitzt unendlich viele Darstellungen, da jede Klasse unendlich
viele Reprasentanten enthalt.

Seiae N |,be N, dann gilt:

a na
K =—=q:b,aberauchK, . =K, ="_= na :nb
(a,b) b (a,b) (n-a,n b) I’lb

firallene N, daflrallene N:anb=bna, also (a, b) ~ (na, nb).

3. Wie kdonnen wir erkennen, welcher Bruch groBer oder kleiner ist?
Firallea,ce N ;,b,de Ngilt: K, < K_, ©ad<bc.

4. Wie konnen wir Briche addieren und subtrahieren?

Firallea,ce N ,,b,d e Ngilt:
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K(a,b)+ K(c,d)= K(ad+bc,bd) und
K(a,b)' K(c,d)= K(ad—bc,bd) , falls K(a,b) 2 K(c,d)'

5. Wie kdnnen wir Briche multiplizieren und dividieren?

Furallea,ce N ,,b,d e N gilt:
K., K
K(a,h) : K(c,d) = K(ad,hc) .

) = Ko und falls ¢ =0, dann gilt auBerdem

6. Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?

In der Menge der Briche gelten das Kommutativgesetz und das
Assoziativgesetz der Addition und der Multiplikation sowie die Distributivitat der
Multiplikation Gber der Addition.

Dieses Konzept ist zwar der exakte Weg, die Briche aus der Menge der
natdrlichen Zahlen mit den in dieser Menge geltenden Rechenregeln zu
konstruieren, aber dieses Konzept ist nattrlich nicht geeignet, in dieser Form in
den Unterricht der Sekundarstufe 1 Ubertragen zu werden.

Es wirde die Schilerinnen und Schiler der Klassenstufe 6 wegen des hohen
Abstraktionsniveaus hoffnungslos Gberfordern.

Es zeigt nur innermathematisch, wie der Zahlbereich erweitert werden kann.

5.2 Die Briiche aus der Perspektive der reellen Zahlen oder

die ,,Top-down-Methode*

Wenn wir den Korper der reellen Zahlen IR mit der Addition und der
Multiplikation und der < - Ordnungsrelation als gegeben sehen, dann kénnen
wir eine Teilmenge von IR definieren, die gerade die Menge der Briiche @ ist.

Wenn wir uns auf die nicht negativen Briche beschranken, dann definieren wir

B={a-b'|aeN j nbe N}.
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Diese Menge ist wohldefiniert, zu jedem b e N existiert ein eindeutig

bestimmtes multiplikativ inverses Elementb ™' e IR.

a
Wir erlauben uns, statt a-»~' auch a : b oder b zU schreiben.

Da B eine Teilmenge von IR ist, folgt sofort, dass alle Rechenregeln, die in IR
gelten, auch in B gelten. Insbesondere gilt die Assoziativitdt und Kommutativitat
der Addition und der Multiplikation und die Distributivitat der Multiplikation Uber
der Addition. Diese Regeln werden im Folgenden mehrfach benutzt, ohne dass

explizit auf sie hingewiesen wird.

Klar ist wieder, dass jeder Bruch verschiedene Schreibweisen besitzt, denn

seiena,ce N ,be N gegeben,dannistfurallene N:

= Cl‘l771 = a-n-nil-bfl = a'l’l'(b’l’l)_l= M
b-n

Seien im Folgenden p, g € B gegeben, dann findetmana,ce N ;,b,de N
toe L und gie &
mit p:= p unaqg= .

Es lasst sich leicht erkennen, wann 2zwei Brlche gleich sind,
denn P=q < ad =cb

Es gilt namlich
pP=q <:>%=§<:> ab”' =cd” @ ab'b=cd'b=a=cd'b= a=chd™

o ad =chd™'d  ad =cb

Ebenso leicht ist zu sehen, obp < qist,dennp<g & % < % < ad <bc.

ad + bc _denn

Die Addition zweier Briche istklar: p + g =

p+q= % + 2 =ab™ +cd™ =(ab™ +cd ) bdd by = ((ab™ +cd " )bd)d b

ad + bc
bd

= (ab”'bd + cd'db)(bd)™" = (ad + bc)(bd)™ =
Analog ist auch klar, wie zu subtrahieren ist.

Es folgt sofort, dass B bezlglich der Addition abgeschlossen ist, dass also die
Summe zweier Elemente aus B wieder in B liegt.
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a ¢ ad+bc

Dennesist ad + bce N j und bd e N,alsop+q=;+g— vd € B

ac
Far die Multiplikation zweier Briche gilt p - q= 7, denn

bd’
p-qg= %-gzab’lcd’l =ac(bd)™ 2%_
) ac
Daace N jundbd e N, istauch bd € B,alsop-qe B.

Far die Division gilt falls ¢ #0:

p:qg= %:§= ab™ icd =ab (ed™) " =ab”'c¢™'d = ad(bc)™! :%_
Die Menge B ist also bezlglich der Multiplikation abgeschlossen und die Menge

der positiven Brlche ist auch bezlglich der Division abgeschlossen.

Der obige Fragenkatalog kann auch hier vollstdndig und positiv beantwortet
werden. Allerdings ist auch dieses Konzept nicht zur Einfihrung der
Bruchrechnung in der 6. Klasse geeignet, weil es davon ausgeht, dass die
reellen Zahlen schon bekannt sind. Es ist also eher dafir gut, von einer

héheren Ebene auf eine niedere Ebene herabzuschauen (,top-down®).

Im Mathematikunterricht der Klassenstufe 6 wurde in den letzten Jahrzehnten
mithilfe verschiedener Konzepte versucht, die Bruchrechnung zu lehren. Diese
Konzepte, von denen drei auch die Schulblcher dominierten, werde ich nun

kurz vorstellen.
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6 Bisherige didaktische Konzepte fir den Bruchrechen —
unterricht in der Sekundarstufe 1

Im Unterricht der Sekundarstufe 1 kdnnen die in Abschnitt 5 besprochenen
innermathematischen Konzepte nicht eingesetzt werden, da sie die
Schilerinnen und  Schiiler der Klassenstufe 6 aufgrund ihres
Abstraktionsniveaus vollig Uberfordern wirden.

Bevor die bisher etablierten Konzepte vorgestellt werden, weise ich auf eine
ihrer Gemeinsamkeiten hin. Sie alle beginnen im Konkreten, und die
Abstraktion findet erst spater statt. Dieses fallt auch sofort auf, wenn man sich
Mathematik-Schulblcher der letzten Jahrzehnte ansieht. Denn fast immer wird
der Einstieg in das Kapitel Bruchrechnung mit Aufgaben vorbereitet, bei denen
markierte Bruchteile von Figuren erkannt werden sollen. Meistens handelt es
sich um Kreise oder Rechtecke. Diese Aufgaben sehen zum Beispiel

folgendermaBen aus:

.Bestimme den Teil der Flache, der gefarbt ist!“ oder ,Welcher Teil der Flache

T et G

Oder sie beginnen sofort damit, dass Anteile von GréBen zu bestimmen sind,

ist grau gefarbt?“

die dann als Bruchteile bezeichnet werden. Dieses geschieht sowohl bei der
Arbeit mit dem GréBenkonzept als auch bei der Arbeit mit dem Operatorkonzept
und bei der Mischform der beiden Konzepte. Nach dieser anschaulichen

Einfihrung wird mit den Brichen gerechnet.

Eine Durchsicht der weitverbreiteten Mathematikschulblcher fiir die 6. Klasse
liefert einen Uberblick tber die Konzepte, derer sich die Blcher bedienen. Die

inspizierten Lehrblcher sind im Anhang aufgelistet, ebenso wie die meist
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ahnlich  anschaulich beginnenden weiteren Publikationen, die von
Schulbuchverlagen als ,Lerntrainer® oder Materialsammlungen verdffentlicht

wurden.

Allen diesen Bulchern, die nur eine kleine, aber reprasentative Auswahl der
Mathematiklehrblcher fir Schulen seit 1968 darstellt, ist gemein, dass sie mit
dem GréBenkonzept, dem Operatorkonzept oder einer Mischung aus beiden
arbeiten. In der Literatur zur Mathematikdidaktik wird ein viertes didaktisches
Konzept genannt, das als das Gleichungskonzept bezeichnet wird. Dieses dient
aber keinem der Schulblcher als Grundlage und wird hier nur der
Vollstandigkeit wegen aufgefiihrt. Im Folgenden werden diese vier Konzepte
vorgestellt.

6.1 Das GroBenkonzept

Das GrdBenkonzept arbeitet mit Gr6Ben wie Lange, Flacheninhalt, Volumen,
Gewicht, Geldbetrag, Zeitspanne. Die meisten dieser GréBen lassen sich mit
Messgeraten wie Lineal, Zollstock, Waage oder Uhr messen. Fur den
Flacheninhalt gibt es kein Messgerat, aber er Iasst sich durch Ruckfihrung auf
Langen und Festlegung einer Einheit fir den Flacheninhalt bestimmen.

Die Arbeit mit GréBen ist keineswegs trivial.

Zunachst muss eine Menge G mit einer Verknlpfung @ und einer Relation “<*
definiert sein, sodass @ auf der Menge G assoziativ und kommutativ ist.
AuBerdem soll die Trichotomie der Ordnung gelten.

Des Weiteren soll fir alle a, b € G die Gleichung b + x = a genau dann eine
Lésung haben, wenn b < a.

FOr jedes g € G kann nun die Multiplikation mit einer natlrlichen Zahl als

abklrzende Schreibweise fir die wiederholte Addition eingefihrt:

n-g=g+g+..+g (n Summanden)

Ein GréBenbereich G heiBt GréBenbereich mit Teilbarkeitseigenschaft, wenn es

zu jedem g e Gundjedemn e N genauein g € G gibt mit ng’ =g.
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In diesem Fall darf auch g’ = g : n geschrieben werden.
Falls G nun ein GréBenbereich mit Teilbarkeitseigenschaft ist, so existiert zu

jeder positiven Zahl % und zu jedem g € G auch % g:=(ag):b=a(g:b).

G heiBt kommensurabel .=V a,be G Jec G Amne N ia=me Ab=ne

In einem kommensurablen GréBenbereich Iasst sich jede GréBe g mithilfe einer

gegebenen Einheit e und geeigneten natlrlichen Zahlen a, b in der Form

g= % e darstellen.

Zur Angabe einer GrbBe ist also eine Kombination aus einer Zahl und einer
StandardgrdéBe, einer Einheit nétig. Das Rechnen mit GréBen ist den
Schulerinnen und Schilern zum Teil aus der Grundschule, zum Teil aus dem
Alltag, aber auch aus der Klassenstufe 5 bekannt. Im Zusammenhang mit den
Brichen kann das Rechnen mit Gr6Ben nur dann uneingeschrankt sinnvoll
sein, wenn es sich um kommensurable GréBen handeli.

In Klassenstufe 5 wird meistens mit den GréBen Lange, Flacheninhalt,
Volumen, Zeit, Gewicht und Geld gearbeitet.

Es ist sinnvoll, sich auf die GrdBenbereiche zu beschranken, die
kommensurabel und divisibel sind, da man sonst riskiert, dass Widerspriche
entstehen.

Die ersten funf dieser genannten GrdBen sind kommensurabel und alle von
ihnen auBer dem Geldbetrag sind auch divisibel. So kann man beispielsweise
eine beliebige gegebene Strecke oder die Flache eines beliebigen gegebenen
Rechtecks in 7 gleich groBe Teile teilen, auch wenn man vor Einfihrung der
Briche nicht genau die L&nge eines Streckenteils oder den Flacheninhalt eines
Rechteckteils angeben kann, weil nicht jede Zahl in N ohne Rest durch 7 teilbar
ist.

Wenn eingesehen wurde, wie man Strecken unterteilen kann, dann ist es auch
kein Problem mehr, Rechteckflachen oder Quadervolumina zu unterteilen.

Bei der Zeitspanne ist es etwas schwieriger, eine solche Unterteilung

vorzunehmen, da dies zwar rechnerisch mdglich ist aber %h nicht als solche
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exakt wahrnehmbar und deshalb fir die Anschauung ungeeignet ist. Es sollte
aber klar sein, was gemeint ist, wenn eine Stunde in sieben gleiche Teile zu
teilen ist, auch wenn es schwer vorstellbar ist, wie lange solch eine Zeitspanne
dauert. Bei Zeitspannen handelt es sich also um einen GréBenbereich, der zwar
divisibel ist, aber auBerst ungeeignet ist.

Zur Veranschaulichung, welchen Teil eines vollen Kreises der Minutenzeiger

einer Uhr wahrend %h zuricklegen muss, kbnnte man auf die ldee kommen,

eine Folie auf eine Uhr zu legen, bei der ein Kreis in Siebtel geteilt ist. Dann
wird anschaulich, dass der siebte Teil einer Stunde zwischen 8 und 9 Minuten
dauert. Dabei zeigt sich aber gleich das nachste Problem, namlich einen Kreis
in sieben gleich groBe Teile zu teilen. Denn dazu muss der 360°Winkel in
sieben gleich groBe Winkel geteilt werden. Trotz der aus dem Alltag gut
bekannten GrdBe Zeit ist dies unpraktisch und nicht schilernah.

Flacheninhalte sind divisibel und kommensurabel, allerdings sind nicht alle
Flachen gleich gut geeignet. Es ist zwar immer leicht mdglich, eine
Rechteckflache in beliebig viele gleich groBe Teile zu zerlegen, aber schon bei
den in Schulblchern oft so beliebten Kreisflachen wird es, wie gerade erwahnt,
schwierig. Dies zeigt nicht nur, dass manche GrdBen unpraktisch sind, sondern
zeigt auch Grenzen der Praktikabilitdt der Kreis- oder Tortenstlicke in der
Bruchrechnung auf. AuBerdem ist eine Gewdhnung an Kreis- oder Tortenstlcke
schon deswegen ungtinstig, weil diese ungeeignet sind, um Antworten auf die
spateren Fragen zu finden.

Noch schlimmer ist es allerdings, wenn man die Temperatur wie eine GréBe
behandelt.

Im Zusammenhang mit der Einfihrung der negativen Zahlen in Klassenstufe 7
findet man in den Schulblchern Aufgaben, in denen mit der Temperatur
gerechnet werden soll, wie zum Beispiel folgende:

Gib die neuen Temperaturen in C an’':

+4°C—L 5

> Schnittpunkt 7 (2004: 51)
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Eines der Probleme besteht darin, dass die physikalische Gr6Be Temperatur in
Kelvin gemessen wird. Es soll hier berechnet werden, wie die Temperatur sich
verandert, wenn ein 4°C warmer Gegenstand sich um 7 Celsius-Einheiten
abkuhlt. Erwartet wird, dass der Gegenstand auf - 3°C abkulhlt. Schreibt man
aber jede der angegebenen Temperaturen in der Einheit Kelvin, dann sieht es

SO aus:

277,15 K —328&5K 54315 K
543,15 K sind aber 270,15° C.

Auch bei einer Ubertragung in andere Temperatureinheiten tritt dieses Problem
auf. Schreibt man beispielsweise jede der angegebenen Temperaturen in

Fahrenheit, dann erhalt man:

3920 F —*24F 58 6°F

58,6 °F sind aber ungeféhr 14,8°C.

Dieses Problem ergibt sich daraus, dass der Ausdruck ,- 7° C* nicht die Spanne
von 7 absoluten Temperatur-Einheiten, also 7 K, beschreibt sondern den
Zustand von 266,15 K, also 266,15 Temperatur-Einheiten.

So erhalten wir also bei dieser Rechnung schon durch Wahl anderer Einheiten
verschiedene Werte. Dieses Beispiel sollte gentigen, um die Problematik mit
der Temperatur zu veranschaulichen. Temperatur ist keine GréBe.

Bei den genannten Gr6Ben sind die Addition und die Subtraktion leicht zu
verstehen. Die Summe zweier Streckenlangen ist die Lange der Strecke, die
man erhalt, wenn man sie ,aneinanderhangt®. Die Summe der Flacheninhalte
zweier Figuren ist der Gesamtflacheninhalt beider Figuren. Die Summe zweier
Volumina ist das Gesamtvolumen der beiden Koérper. Hier kann viel auf
enaktiver Ebene gearbeitet werden, zum Beispiel kdnnen einzelne
Streckenldngen irgendwelcher Gegenstande gemessen werden. Die
Gegenstande koénnen anschlieBend aneinandergehangt oder geschoben
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werden. Die dann gemessene Gesamtlange ist so groB wie die Summe der
beiden vorher gemessenen Langen.

Bei Rechteckflachen kommt man mit dem Messen nicht aus. Es muss von
vornherein schon zur Bestimmung des Flacheninhaltes gerechnet werden.
Wenn man sich auf speziell gewahlte Rechtecke beschrénkt, ist es noch
moglich, die Flachenhalte durch ,Parkettierungen® mit geeigneten Figuren oder
mithilfe des Ké&stchengitters zu bestimmen. Bei Volumina kann beispielsweise
mit Messzylindern gearbeitet werden. Die Summe zweier Volumina erhalt man

so durch ZusammengieBen von Flussigkeiten.

Auch bei der Zeit und beim Gewicht ist die Addition noch leicht nachvollziehbar,
wenn auch nicht mehr ganz so gut zu besichtigen. Ein anderes Problem ergibt
sich bei der GroBe Geld, denn diese GrdBe ist nicht divisibel. 1€ ist
beispielsweise nicht in drei gleiche Teile teilbar. Allerdings kdnnte es sein, dass

3 Personen sich einen Euro teilen missen, dann hat natirlich jede dieser 3

Personen Anspruch auf %€. Was hier mathematisch als Anspruch errechnet

wird, ist in der Realitdt nicht existent. Wer dieses Konzept wegen seiner
Alltagsnéhe bevorzugt, sollte sich vor der ersten Unterrichtsstunde also gut mit
der Fragestellung beschéaftigen, wie mit solchen GréBen umgegangen werden
soll.

Es gibt durchaus einige positive Seiten des GréBenkonzepts, wenn die Wahl
geeigneter GréBen gelingt. Oft wird als glnstig bewertet, dass es bei den
Schilerinnen und Schilern auf Vorerfahrungen trifft. So kann man an das
Rechnen mit GrdBen, das im 5. Schuljahr ausfihrlich behandelt wird,
anknipfen und es zur EinfUhrung der Briiche wiederholen. AuBerdem, so
fuhren die Beflurworter des Alltagsbezuges an, kennen sie im Zusammenhang

mit GréBen auch ein paar Briche aus dem Alltag, wie %h, %h, %h, %l oder

1
— Pfund .
5 fi
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Die Liste der alltagsrelevanten Briiche ist aber kurz und, auch wenn es im Alltag

noch so etwas wie die 1%Z-Liter-FIasche oder %Pfund Hackfleisch gibt, haben

solche Vorerfahrungen sicherlich keinen das Verstandnis erleichternden Effekt.
Ein Vorteil ist aber, dass aus dem Rechnen mit GréBen die Kommadarstellung
bekannt ist.

Far 4,75 km wird auch 4 km 750 m oder besser 4750 m geschrieben. Die
Schreibweise 4 km 750 m hat auBerhalb der Schulbicher keine Relevanz. Es
ist nicht auszuschlieBen, dass sie Fehlvorstellungen erzeugt, auf die spater im
Abschnitt Kommadarstellung von Brlichen eingegangen wird. GroBen mithilfe
zweier Einheiten anzugeben hat héchstens Alltagsrelevanz im Zusammenhang
mit Geld und aus gut nachvollziehbaren Griinden bei Zeitspannen.

Beim Rechnen mit GréBen, in denen eine Kommazahl vorkommt, haben die
Schilerinnen und Schiler bereits gelernt, dass sie diese GréBe ohne
Kommazahl darstellen kbnnen, wenn sie die Einheit verandern.

Dass 4 km + 7 m nicht 11 km oder 11 m sind, ist ihnen schon klar, da sie
gelernt haben, dass m und km verschiedene Einheiten sind.

Dies hat in Klassenstufe 5 schon das Kirzen und Erweitern der Darstellung

vorweggenommen, denn es ist zum Beispiel

250 m = 250-Lkm=ﬂkm =0,250 km .
1000 1000

Um die Tauglichkeit des GrdéBenkonzepts zu untersuchen, wird nun obiger
Fragenkatalog herangezogen.

1. Was ist ein Bruch?

Die Schulblcher, die im Zusammenhang mit Brichen GréBen verwenden,
gehen oft so vor, dass zunéachst Briiche als MaBzahlen von GréBen gegeben
werden, die durch Wahl einer anderen Einheit in Kombination mit einer
nattrlichen MaBzahl angegeben werden sollen. Im GrdBenkonzept werden
Bruche als Bruchteile von GréBen eingeflhrt.
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Man nutzt die GréBen, um mit Hilfe von Briichen Anteile einer StandardgréBe

zu beschreiben, beispielsweise: %Z, %h, %m Briche werden als Teil eines

Ganzen gesehen.

Bei il ist der Liter das Ganze und il bezeichnet den vierten Teil dieses

Ganzen.

Das Verstandnis von Bruchteilen einer GréBe geschieht auf anschauliche
Weise an Bruchteilen von Strecken und Flachen, aber auch an Beispielen mit
den GroBen Geld, Volumen, Gewicht. Das Erkennen von Briichen als Anteile
von StandardgrdBen trifft auf die Vorerfahrung der Schilerinnen und Schiler.
Die oben genannten Beispiele sind ihnen schon lange aus dem Alltag bekannt.
Insofern ist eine Einflhrung der Briche als Bruchteile von GroBen auf diese
Weise zunachst einfach.

Dass Anteile von Standardgr6Ben nur dann gut vorstellbar sind, wenn sie
geeignet ausgesucht werden und dass nicht jeder Bruchteil einer GroBe, der
noch anschaulich sein mag, auch dafiir geeignet ist, spater mit ihm zu rechnen,
wurde bereits angesprochen. Leider sind die in den Bichern gewahlten Flachen
ebenso wie die gewéahlten GréBen, wie schon gezeigt, nicht immer bestens
geeignet. Dies spricht aber noch nicht zwingend gegen dieses Konzept,
sondern mdglicherweise nur gegen die in den Bichern vorgenommene

Auswahl.

Wenn Briche als Bruchteile von GrdBen angesehen werden, dann ist auch klar,

5

was 5 einer gegebenen GrdBe sein soll. Es soll natirlich der Bruchteil sein,

den man erhélt, wenn man die GroBe in 12 Teile teilt und 5 davon nimmt.

Allgemein: fir eine GroBegundae N |, b e N bedeutet % g:

»1eile die GréBe g in b gleich groBe Teile und nimm a davon!*
Gleichberechtigt mit dieser Interpretation ist die folgende:
,Nimm a mal die Gr6Be g und teile das Produkt in b gleich groBe Teile!”

Die Beschreibung ,teile in b Teile, nimm a davon® stiitzt sich klar auf das
Operator-Konzept, denn hier werden der ,geteilt durch 12“-Operator und der
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.,mal 5“Operator hintereinander geschaltet. Dies passiert in vielen
Schulblchern auch genauso. Oft werden dazu noch Pfeilbilder abgebildet, die
dieses ,teile in b Teile, nimm a davon® - Prinzip veranschaulichen sollen.
Schwierig wird es aber anschlieBend zu abstrahieren, also von den konkreten
Bruchen zu den reinen Zahlen zu kommen. Ein Bruch soll ja schlieBlich als Zahl
betrachtet werden, da irgendwann nur noch mit den Brichen gearbeitet werden
soll.

Leichter ist es dagegen zu klaren, wo sich diese Zahlen auf dem Zahlenstrahl
befinden. Dass der Ort eines Bruches, an dem er sich auf dem Zahlenstrahl
befindet, leicht zu konstruieren ist, folgt aus der Leichtigkeit der Konstruktion

eines Bruchteiles einer Strecke mithilfe einer Parallelprojektion.

Nachdem die Briiche als Bruchteile von GréBen eingeflhrt worden sind, folgen
in den meisten Blchern Sachaufgaben dazu, bei denen teilweise auch schon
Additionen und Subtraktionen durchgefihrt werden, indem einzelne Bruchteile
der gegebenen GrdBen addiert oder subtrahiert werden, ohne dass allerdings
schon eine Regel fir die Addition oder die Subtraktion hergeleitet wurde.

2. Wie kann man Briiche darstellen?

a
Briche kénnen in einer Schreibfigur b mit natdrlichen Zahlen dargestellt

werden. Sie bedeutet nichts anderes als a:b. Konkret wird der Bruch als
Bruchteil einer Gr6Be so dargestellt, dass das von der Einheit vorgegebene
Ganze in b Teile geteilt wird, von denen a genommen werden.

Somit ist klar, dass sich manche Bruchteile von GrdBen, deren MaBzahl keine
natdrliche Zahl ist, auch mit einer natirlichen MaBzahl angegeben werden
kénnen, wenn es eine geeignete andere Einheit gibt. Ob dies méglich ist, hangt
dabei nicht nur von der MaBzahl oder der Einheit sondern von einer

Kombination aus beiden ab. So gibt es keine Ubliche Einheit, um zum Beispiel

%kg mithilfe einer natlUrlichen MaBzahl darstellen. Dagegen lasst sich %h

durch Wahl einer geeigneten Einheit mit einer natlirlichen MaBzahl als 20
Minuten darstellen. Es wird auch auf die GrdBen zurlickgegriffen, wenn man

einsehen mdchte, dass Briche unendlich viele Darstellungen besitzen. Dass zu
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a ka
jedem Bruch b unendlich viele weitere Schreibweisen der Form m existieren

mit ke N, ist allerdings mit dem GréBenkonzept nur bei Wahl geeigneter

3 40
GroBen leicht zu veranschaulichen. Niemand redet von s Stunden oder 20

Meter. Der oft erwadhnte Alltagsbezug der GréBen wirkt hier schon sehr
gekunstelt.

Anhand von Rechteckflachen oder geeigneten Strecken kann man das
Erweitern und das Kirzen einer Darstellung als das Verfeinern oder Vergrébern

3
der Einheit aber anschaulich einfihren. Zum Beispiel kbénnen 1 einer

Rechteckflache gefarbt sein. Bei weiterer Verfeinerung der Einteilung in halb so

6
groBe Teilrechtecke sind 3 dieser Flache gefarbt.

Die Einsicht, dass man jeden Bruch auf unendliche viele verschiedene Weisen
darstellen kann, 1&sst sich also mit dem GrdBenkonzept vorbereiten.

Am Zahlenstrahl findet man so fir jeden Bruch verschiedene Darstellungen.
AuBerdem soll natdrlich eingesehen werden, dass auch die natirlichen Zahlen
zu den Brichen gehéren. Das lasst sich mit dem GrdéBenkonzept noch

erledigen. Es ist schlieBlich klar, dass %l =21 ist.
Es fallt den Schilerinnen und Schilern nach erfolgreichem Unterricht in

1
Klassenstufe 5 nicht schwer Em als 0,5m,5dm, 50 cm oder 500 mm zu

identifizieren. Die Einfihrung der Kommaschreibweise wird so erleichtert.

AuBerdem l&sst sich durch eine Fortsetzung der Verfeinerungen leicht zeigen,
dass die Bruchzahlen nicht mehr wie Perlen auf einer Kette angeordnet sind, so
wie es noch bei den natlrlichen Zahlen der Fall war. Ebenso lasst sich zeigen,
dass keine Bruchzahl einen Vorganger oder einen Nachfolger hat und dass

zwischen je zwei Bruchzahlen unendlich viele weitere Bruchzahlen liegen.
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3. Wie kdonnen wir erkennen, welcher Bruch groBer oder kleiner ist?

Der GréBenvergleich ist anschaulich und begrifflich einfach, denn nattrlich ist
anschaulich und begrifflich klar, welcher zweier Bruchteile einer GréBe der
gréBere ist. Um allgemein zu entscheiden, welcher von zwei Brichen der
gréBere ist, konkretisiere man, das heiBt, man wahle sich einen geeigneten

GroBenbereich und vergleiche die zugehdrigen Bruchteile.

a C a &
Far zwei Bruche b und 7 gilt: p < 7 genau dann, wenn fir jede GrdBe g der

Bruchteil % von g kleiner als der Bruchteil 2 von g ist, also wenn gilt:

a &

b9 <49

Dazu ist es wieder nétig auf eine geeignete GréBe zurlickzugreifen und es
reicht sogar, auf nur eine geeignete GréBe zurlickzugreifen. Es aber nicht jede
GroBe gleich gut dafiir geeignet. So wird anhand der GréBe Zeit nicht leicht

1 3
moglich sein zu entscheiden, welcher der Briiche 7 oder 20 der groBere der

beiden ist. Wahlt man aber wieder Rechteckflachen und markiert in einem
Rechteck geschickt die beiden Bruchteile, so ist leicht zu sehen, welcher
Bruchteil der gréBere ist, denn wenn man entlang einer Richtung in Siebtel und
senkrecht zu dieser Richtung in Zwanzigstel zerlegt, dann erhalt man eine

1 20
Verfeinerung in Hundertvierzigstel, bei der man sofort sieht, dass 7=—140 ist
3.2 ol
und 20 14O,aso 7 <50 ist.

4. Wie konnen wir Briiche addieren und subtrahieren?

Die Addition ist besonders gut vorstellbar als eine Aneinanderreihung oder ein
Zusammenpacken der GrdBen.

Um eine Additionsregel flr Briche herzuleiten, werden Bruchteile von GréBen
addiert. Das ist solange problemlos, wie die Briche mit dem gleichen Nenner

a C a—+c

dargestellt sind. Denn, dass _+Z ist, lasst sich mit jeder Gr6Be gut
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veranschaulichen. Die gegebene GréBe wird in b gleich groBe Teile zerlegt, von
denen a Teile und ¢ Teile, also a + ¢ Teile genommen werden.

Interessanter wird es, wenn die Brlche nicht mit gleichem Nenner dargestellt
sind.

In einem Mathematikbuch erscheint hier nach einem einzigen Sachproblem
sofort folgender Hinweis:

,Wenn du Briche mit verschiedenen Nennern addieren oder subtrahieren willst,
musst du sie zundchst gleichnamig machen. Dazu suchst du das kleinste
gemeinsame Vielfache (kgV) der Nenner und erweiterst dann die Briche

entsprechend. Der kleinste gemeinsame Nenner heiBt Hauptnenner (HN).“*?

Nach nur einem Beispiel das Rezept zu verkiinden, man musse beide Briiche
mit dem ,Hauptnenner, also dem kgV der beiden Nenner, darstellen, ist ein
Weg, der leider in mehreren Schulbiichern gegangen wird.

Dies ist nur ein weiteres Beispiel daflr, wie Schulblicher manchmal in
abschreckender Weise kurz nach der Problemstellung einen Merksatz liefern,
der weder inhaltlich qualitativ gut ist, noch dafiir geeignet ist, etwas zum
Verstandnis beizutragen.

Denn erstens ist ein verkindetes Rezept fur Schilerinnen und Schuler nicht so
gut nachvollziehbar wie eine Méglichkeit, die selbst hergeleitet wurde.

Zweitens wird ein falsches Bild von der Mathematik vermittelt, denn es ist ja
nicht so, dass hier Regeln von irgendwem vorgegeben werden, die man einfach
glauben muss, sondern die Herleitung einer Regel ist Gberhaupt kein Problem.
Drittens ist es falsch, dass man zur Addition zweier Brlche ihren ,Hauptnenner®
wahlen muss. Es ist ja nicht einmal so, dass man die Summe zweier Briiche
stets in vollstandig gekulrzter Darstellung erhalt, wenn man den ,Hauptnenner”

. iy : y L. 7_4 3_39
fir ihre Darstellung wahlt. Bei der Addition —_-+ + — wurde

15 12 60 60 60
zunachst das kgV von 12 und 15, namlich 60 bestimmt, aber die Summe

13

3
erscheint keineswegs in gekurzter Darstellung, denn 20" Eine ungekirzte

Darstellung hatte man auch ohne Suche des kgV gefunden. Zum Beispiel

kénnte man doch auch das Produkt von 12 und 15 als gemeinsamen Nenner

%2 Schnittpunkt 6 (2004: 80)
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117
wahlen und erhielte dann 130 als nur unwesentlich kompliziertere Darstellung

13
von 20" Klar ist, dass man immer, wenn man einen kleineren Nenner als das

Produkt der beiden Nenner wahlt, auch kleinere Zahlen im Zahler und im
Nenner hat. Das kann zwar vorteilhaft sein, wenn es die Rechnung erleichtert,

aber es ist nicht einzusehen, dass man es so machen muss.

Ebenso gut kdnnte man als Merksatz fur die Multiplikation natirlicher Zahlen
notieren, dass die Faktoren zunachst im Dualsystem dargestellt werden
mussen, dann multipliziert werden und das Produkt wieder im Zehnersystem
dargestellt wird. Das ist ndmlich insofern sinnvoll, da die Multiplikation im
Dualsystem ein viel einfacheres ,Einmaleins® besitzt als im Zehnersystem, denn
als Produkt zweier einstelliger Zahlen kommt ja nur O oder 1 vor.

Trotzdem ware es nicht sinnvoll, diese Vorgehensweise zu verlangen, denn

man muss es nicht so machen.

Die Additionsregel fur Brlche erscheint aber wie oben zitiert in einem
Schulbuch und leicht modifiziert in anderen Schulblchern.

Besser ist es doch, einen Weg zu wahlen, auf dem die Schulerinnen und
Schuler die Additionsregel sehen und nachvollziehen kénnen. Daflr sind
natdrlich nicht alle GréBen gleichermaBen gut geeignet.

Bruchteile von Kreisflachen beispielsweise erlauben nur in wenigen Féllen, die
Summe zweier Bruchteile vereinfacht abzulesen. Eine Additionsregel lasst sich
mit Kreisflachen nicht gewinnen. Sehr gut geeignet sind dagegen Bruchteile von
Rechteckflachen.
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1

1
Um §+Z an einem Rechtieck zu veranschaulichen, teile man die Flache

entlang einer Richtung in 3 gleich groBe Rechteckflachen und markiere eine
davon. AnschlieBend teile man die Flache entlang der um 90° gedrehten
Richtung in 4 gleich groBe Rechteckflachen und markiere eine davon. Es ist
nun zu sehen, dass die urspringliche Rechteckflache in 12 gleich groBe
Rechteckflachen zerlegt wurde, von denen 6 markiert sind, davon eine doppelt,
die hier dunkel dargestellt ist. Es sind also 7 der 12 Rechteckflachen markiert.

117
Alsoist 7 +—=

B B

5. Wie kdnnen wir Briiche multiplizieren und dividieren?

Eine Herleitung der Multiplikationsregel von Brichen ist mit dem
GrdBenkonzept nicht méglich, da GréBen nicht miteinander multipliziert werden
kénnen. An dieser Stelle muss das Konzept verlassen werden. Dieses ist das
gréBte Manko des GréBenkonzepts. An dieser Stelle weichen die meisten
Blcher auf das Operatorkonzept aus, ohne explizit von Operatoren zu

sprechen.

Aber wenn zum Beispiel %% h als die Halfte von einer Dreiviertelstunde

1
angesehen wird, dann wirkt hier 3 wie ein Operator. Die Multiplikation von

Brichen wird im Allgemeinen so erklart, dass ein Bruch einen Bruchteil einer
GroBe reprasentiert und ein zweiter Bruch einen Operator reprasentiert, der
angibt, welcher Bruchteil von dem genannten Bruchteil der GréB8e genommen
werden soll.

Eine Herleitung der Divisionsregel ist mit Hilfe von Sachproblemen mdglich.
Besonders leicht kann der Weg dahin vorbereitet und auch nachvollzogen
werden, wenn die Quotienten Anzahlen sind. Wenn zum Beispiel 40 Liter Saft in
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%l -Flaschen abgeflllt werden sollen, ist fir die Schilerinnen und Schiiler
leicht nachvollziehbar, dass 80 Flaschen bendtigt werden, dass also die

1
Division durch B das gleich ist wie die Multiplikation mit 2.

6. Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?

Dass die Rechengesetze wie das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz
bezlglich der Addition auch in der Menge der Briiche gelten, lasst sich an
geeigneten GrdBen veranschaulichen, wie zum Beispiel an Langen von
Strecken oder Volumina von Fllssigkeiten, wenn man die Addition als ein
Aneinanderhangen der Strecken beziehungsweise als ein ZusammengieBen
der FlUssigkeiten begreift.

Dass das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz bezlglich der
Multiplikation auch in der Menge der Briche gelten, lasst sich nicht allein mit
Hilfe von GréBen einsehen. Denn GréBen kdnnen nicht miteinander multipliziert
werden. Also muUssen diese Rechenregeln formal auf die entsprechenden
Regeln in der Menge der natlrlichen Zahlen zurlckgeflhrt werden oder es
muss der operative Ansatz gewahlt werden. In jedem Fall wird daflr das
GrdBenkonzept verlassen. Das qilt ebenso fur die Distributivitdt der
Multiplikation Gber der Addition.

Zusammenfassung der Vor- und Nachteile des GréBenkonzepts
Das GroBenkonzept bietet einige positive Aspekte:

- Die Schilerinnen und Schuiler wiederholen das in Klassenstufe 5
erlernte Arbeiten mit GréBen.

- Das Erkennen von Brlchen als Anteile von StandardgréBen trifft auf die
Vorerfahrung der Schilerinnen und Schiler. Die oben genannten
Beispiele sind ihnen schon lange aus dem Alltag bekannt. Insofern ist
eine Einfihrung der Briche auf diese Weise einfach.

- Die Anteile von StandardgréBen sind gut vorstellbar, wenn sie geeignet

ausgesucht werden.
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- Spatere Darstellungen von Brichen werden auf diese Weise
vorbereitet.

1
Es fallt den Schilerinnen und Schilern nicht schwer Em als 0,5 m,

5 dm, 50 cm oder 500 mm zu identifizieren. Die Einflihrung der
Kommaschreibweise wird mit den GréBen in der 5. Klasse eingeflhrt.
Die Abstraktion wird so erleichtert.

- Die Addition ist besonders gut vorstellbar als eine Aneinanderreihung
oder ein Zusammenpacken der GréBen.

- Das Erweitern und Kurzen ist ebenfalls leicht nachvollziehbar.

- Der GroBenvergleich ist anschaulich und begrifflich einfach.

Nicht zu Ubersehen sind allerdings auch schwerwiegende negative Aspekie:

- Irgendwann soll nur noch mit Brichen gearbeitet werden, von den
GréBen muss man sich dann trennen. An der Stelle fallt die Abstraktion
schwer.

- Schwierigkeiten kdnnen sich Uberlagern, wenn Schilerinnen oder
Schuler nicht gut mit Gr6Ben umgehen kdnnen.

- Aktivitdten von Schilerinnen und Schilern sind nur schlecht méglich.
Sie sind noch bedingt mdglich, wenn GréBen addiert oder subtrahiert
werden. Auf die Multiplikation trifft das aber nicht mehr zu.

- Beliebiges Kirzen und Erweitern der Darstellung ist schwer
nachvollziehbar.

- Der schwerstwiegende negative Aspekt ist aber der folgende: Die
Multiplikation von Brichen ist mithilfe des GrdBenkonzepts nicht
maoglich. Zur Erklarung der Multiplikation ist also eine Abweichung von
diesem Konzept notig.
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6.2 Das Operatorkonzept

Das Operatorkonzept wurde meist in den 70er Jahren zur EinfGhrung der
Bruchrechnung eingesetzt. Im Gegensatz zu den GréBen, die
Unterrichtsgegenstand der 5. Klasse sind, sind Operatoren vor der 6. Klasse
kein Unterrichtsinhalt.

Operatoren sind Funktionen. Sie werden fir die Schilerinnen und Schuler als
Maschinen konkretisiert, die jedem sinnvollen Eingabewert einen Ausgabewert

zuordnen.

Beispielsweise ist der Multiplikationsoperator% als Anweisung zu

verstehen, den Eingabewert mit 2 zu multiplizieren.

"

-

Der Operator %2 gibt also fir jede eingegebene Zahl x die Zahl x-2 aus.

Operatoren sind also als Funktionen zu verstehen.

Analog werden Divisionsoperatoren eingefuhrt. Nun ist es leicht einzusehen,
dass die Hintereinanderschaltung zweier Multiplikationsoperatoren durch einen
Multiplikationsoperator ersetzt werden kdnnen. Das ist trivial, da die
nacheinander ausgefuhrte Multiplikation mit zwei Faktoren durch die
Multiplikation mit dem Produkt der beiden Faktoren ersetzt werden kann.
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Ebenso findet man leicht einen Ersatzoperator flr die Hintereinanderschaltung
zweier Divisionsoperatoren. Statt nacheinander durch zwei Zahlen zu
dividieren, kann man durch das Produkt der Divisoren dividieren.

Man kann leicht einsehen, dass die Reihenfolge der Multiplikations-
beziehungsweise Divisionsoperatoren vertauschbar ist. Das gilt auch noch
dann, wenn ein Multiplikationsoperator mit einem Divisionsoperator verkettet
wird.

Interessant wird es, wenn es darum geht, einen Ersatzoperator fur die
Hintereinanderschaltung eines Multiplikationsoperators und eines
Divisionsoperators zu finden.

Hier gibt es Falle, in denen es sehr einfach ist, einen Ersatzoperator zu finden,
namlich dann, wenn der Faktor des Multiplikationsoperators ein Vielfaches oder
ein Teiler des Divisors des Divisionsoperators ist.

Wenn dies aber nicht der Fall ist, ist es nétig, die Briche einzufihren.

Fir die Hintereinanderschaltung der Operatoren —— und —>— wobei

X

x und y zunachst natdrliche Zahlen seien mit y #0, wird — als

Bezeichnung flr den Ersatzoperator eingefthrt.

2
So ist der Operator 5 als Anweisung zu verstehen, den Eingabewert zu

verdoppeln und den dann erhaltenen Wert durch 5 zu dividieren oder, da die
Vertauschbarkeit schon eingesehen wurde, den Eingabewert durch 5 zu

dividieren und den erhaltenen Wert mit 2 zu multiplizieren.

2 2
Der Operator 5 gibt zu jeder eingegebenen GréBe 5 von dieser GroBe wieder

aus.

Die Operatoren werden also nicht als Bruchoperatoren eingefliihrt, sondern die
Bruchoperatoren werden als verkirzter oder vereinfachter Ersatzoperator einer

Hintereinanderschaltung mehrerer Operatoren entwickelt, im obigen Beispiel

kénnen es zum Beispiel die Operatoren %2 und % sein.

Die Verwendung von Operatoren lasst sich gut schon vor der
Zahlbereichserweiterung im Bereich der natlrlichen Zahlen vorbereiten,
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insbesondere auch mit natlrlichen Zahlen als MaBzahlen von GréBen. Das
Modell, dass eine Zahl eingegeben wird, vom Operator ,bearbeitet* wird und
eine Ausgabe erfolgt, ist flr die Schilerinnen und Schuler gut nachvollziehbar
und attraktiv.

Dabei muss natlrlich der Umgang mit Operatoren ausflhrlich geltibt werden,
weil die Schilerinnen und Schiler meist keine Vorerfahrungen im Umgang mit
Operatoren haben. Bei der Einfihrung von Operatoren wird meist mit
Multiplikationsoperatoren (beziehungsweise Streckoperatoren oder
Maloperatoren) gearbeitet. Es werden der Eingabewert und der Operator
gegeben, und die Aufgabe ist, den Ausgabewert zu bestimmen. Es kdnnen Ein-
und Ausgabewert gegeben und ein geeigneter Operator gesucht sein. Es
kénnen aber auch der Operator und der Ausgabewert gegeben und der
Eingabewert gesucht sein. Auf diese Weise findet man schnell, dass es zu

jedem Multiplikationsoperator —=—> mit n#0 einen Divisionsoperator

(beziehungsweise Stauchoperator oder Durchoperator) als Umkehroperator

—=—> gibt, der die urspriinglichen Eingabewerte wieder herstellt.
Wie schon erwdhnt ist auch die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der
Multiplikations- und Divisionsoperatoren leicht nachvollziehbar.

Es gibt auch kein Verstandnisproblem, was Operatoren wie g% bei einer

Strecke oder einer Rechteckflache bedeuten. Eine Visualisierung ist in diesem
Fall sehr einfach.

Die Hintereinanderschaltung von —*— und ———> bewirkt dasselbe wie die

Hintereinanderschaltung von —— und ——>.

Die Hintereinanderschaltung von — und ——> kann durch den

n
Operator T ersetzt werden und heif3t Bruchoperator.

Um das Operatorkonzept beurteilen zu kénnen, wird wieder der Fragenkatalog

herangezogen.
1. Was ist ein Bruch?

Im Operatorkonzept werden die Briche als Bruchoperatoren eingefuhrt.
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Bruchoperatoren sind Funktionen, die jeder nattrlichen Zahl (und spater jedem
Bruch) einen Bruch zuordnen. Wie oben in 6. 2 dargestellt, kann man sich den
Operator als eine Maschine darstellen, die Eingabewerte bearbeitet und die
bearbeiteten Werte ausgibt.

Multiplikationsoperatoren werden im Bereich der natlrlichen Zahlen mit
Divisionsoperatoren verkettet und umgekehrt. Es wird festgestellt, dass nicht
jede Verkettung durch einen einzelnen Multiplikationsoperator oder
Divisionsoperator ersetzt werden kann.

Jede Verkettung eines Multiplikationsoperators mit einem Divisionsoperator hat
als Ersatzoperator einen Bruchoperator. Bruchoperatoren ersetzen also die

gemischte Operatorkette.

—m ist die Verkettung, beziehungsweise die Hintereinanderausfihrung der

beiden Operatoren ——> und —— .

Die Verkettung —" 5 und —— kann verstanden werden als ,Nimm n

mal den Eingabewert und teile das Produkt durch m“. Da die Operatoren

vertauschbar sind, kann die Verkettung —2 > und —2— auch als ,teile in
m Teile und nimm n von diesen Teilen® verstanden werden.

Die Schiler lernen Ubrigens schon bei der Verkettung der kommutativen
Operatoren, dass der Rechenweg nicht immer gleich schwierig ist, dass man
also die Kommutativitat zur Erleichterung der Rechnung nutzen kann.

Ubrigens sind durch obige Definition alle natiirlichen Zahlen auch Briiche, denn

AN

die Verkettung von 5 und 25 kann einerseits durch den Operator

5 : . :
—> ersetzt werden. Da jeder Ersatzoperator einer Verkettung eines

Multiplikationsoperators mit einem Divisionsoperator ein Bruchoperator ist, ist
auch———> ein Bruchoperator.

Andererseits kann die Verkettung von —2 5 und —2— durch den

10
Bruchoperator —2—> ersetzt werden. So lasst sich die Einsicht gewinnen,

dass es sich immer dann um zwei Darstellungen des gleichen Bruchs handelt,

wenn die zugehoérigen Operatoren dasselbe bewirken.
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2. Wie kann man Briiche darstellen?

Briiche werden als Operatoren in der Form —*—> geschrieben.
Jeder Bruchoperator kann die Verkettung von einem Multiplikationsoperator mit

einem Divisionsoperator ersetzen.

n

s ist zum Beispiel die Verkettung von —" 5 und ——>. Wenn
man in diese Operatorkette einen weiteren Operator mit seinem

e .. ‘n -2 12 m
Umkehroperator einfigt, zum Beispiel > > > >,

dann erhalt man eine Operatorkette, die genau das Gleiche bewirkt, also flr
jeden Eingabewert den gleichen Ausgabewert liefert wie die Operatorkette

‘n m \

> >. Zwei Operatoren sind gleich, wenn sie fir jeden

Eingabewert denselben Ausgabewert liefern. Wenn man sich die
Ersatzoperatoren dieser Ketten ansieht, dann sieht man, dass die zu den
Bruchoperatoren gehdrigen Briche gleich sind, denn die Ersatzoperatoren sind

n 2n
—2 5 ynd —22—> .

Das Kirzen und Erweitern der Darstellung lasst sich so gut erklaren.
Dass man auf diese Weise unendlich viele Darstellungen fir jeden
Bruchoperator finden kann, ist trivial. Ebenso kann man, falls m und n einen

gemeinsamen Teiler k besitzen, das Kurzen erklaren. Die Operatorkette

n .m
S k k

2 ersetzen wir dann durch > >, beziehungsweise

15

den Ersatzoperator —=— durch i

WV

Das Klrzen und Erweitern lasst sich also gut verdeutlichen. Zwei Operatoren
sind gleich, wenn sie flir jeden Eingabewert den gleichen Wert ausgeben. Es ist
klar, dass sich an der Ausgabe nichts &ndert, wenn wir k mal so viele Teile
machen, aber auch k mal so viele Teile nehmen. Dann sind nattrlich auch die

dazu gehdrigen Briche gleich.
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3. Wie kénnen wir erkennen, welcher Bruch gréBer oder kleiner ist?

Der GréBenvergleich ist in diesem Konzept problematisch, da Operatoren
Funktionen sind.

Man kdnnte héchstens fiir zwei Operatoren O, und Oy definieren:

0,>0,:©Vre N:0,(x)>0,(x)

0,(x) ist dabei der Ausgabewert des Operators A beim Eingabewert x, analog
fir 0, (x).

, wenn fir jeden Eingabewert x, der

S|

n
Der Bruch . ist groBer als

n

Bruchoperator —m einen groBeren Ausgabewert liefert als der

a

Bruchoperator —2— .

Wegen der Proportionalitdt reicht es, dieses an einem Eingabewert zu
untersuchen. Diese Einsicht gilt es aber noch den Schilerinnen und Schiilern
zu vermitteln, da proportionale Zuordnungen Ublicherweise erst in

Klassenstufe 7 unterrichtet werden.

n a
Zum GréBenvergleich von . und —, wahle man sich dann einfach einen

geeigneten Eingabewert. Besonders geeignet fir eine einfache Rechnung sind
natdrlich solche Eingabewerte, die sowohl Vielfache von m als auch von b sind.

4. Wie konnen wir Briiche addieren und subtrahieren?

Die Addition und die Subtraktion sind das groBe Manko des Operatorkonzepts.

a C
Eine Addition ZJFE im Operatorkonzept ist nicht leicht zu vereinfachen.

Operatoren sind Funktionen und man hat nun eine Addition von Funktionen zu
erklaren.

Im Konkreten lasst man auf einen Eingabewert x die beiden Operatoren wirken,

a C
in dem Sinne, dass 3, Von x und 4 von x gebildet werden. Diese Bilder der

Operatoren werden anschlieBend addiert. Das ist noch nicht schwierig. Das
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Problem besteht darin, auf einfache Weise einen geeigneten Ersatzoperator zu

finden.
Im Beispiel:
1
' Z Ausgabe
> 65
/ /
2
Eingabe 5

Es ist keineswegs trivial, dass die Maschine aus Sicht der Schilerinnen und
Schiuler so aussehen muss. Aber das Distributivgesetz liefert die Einsicht, dass

1 2
der Operator @ dasselbe bewirkt, wie das getrennte Einwirken der

! 2
Operatoren —*— und —— auf einen gegebenen Eingabewert bei

anschlieBender Addition der Ausgabewerte. So erhdlt man hier

2 1
100- l+z :100-l+100-2:25+40:65 und es wird klar, dass —+ - durch
45 4 5 5 4

% ersetzt werden kann.

Problematisch ist, dass wir uns hier vom bisherigen Operatorkonzept gelést
haben, denn auf den beliebig (# 0) wahlbaren Eingabewert wirken ja zunachst
zwei Bruchoperatoren ein, ehe deren Bilder addiert werden.

Was bei der Erklarung der Multiplikation noch hervorragend durch die
Hintereinanderschaltung und geeignete Vertauschung der Multiplikations- und

Divisionsoperatoren moglich war, ist hier nur schwierig nachvollziehbar.

Die Multiplikation %% kann durch Hintereinanderschaltung von

1
4

| D

WV
WV
WV

>, Aufspaltung in 2

Vv
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-2 -1 5 14
Vertauschung zu > > > > und Zusammenfassung zu

> und schlieBlich zu —22— erklart werden.

WV

Bei der Addition kann so nicht vorgegangen werden.

2 1
Denn es steht 5 far die Funktion f:n — n% firallene N ;und n steht fiir

die Funktion g:n%n-% firallene N .

Auf der Menge der Funktionen ist fiir alle ¢, : N , = Q definiert:

p+y:n—>(@+y)n)=pn)+yn) firallene N .

2
<+ steht also fir die Funktion f+g:n%n-§+n-% firalene N .

Wenn wir den oben mit dem Eingabewert 100 gefundenen Ersatzoperator &

nennen, dann ist S:n%n-% furallene N jundesist f+g=¢.

Mit dieser Methode, beide Multiplikationsoperatoren auf den Eingabewert
wirken zu lassen und anschlieBend die Bilder zu addieren, findet man immer
einen Ersatzoperator und kann so die Summe zweier Briche erklaren. Aber es
ist keineswegs einfach, eine einfache Additionsregel herzuleiten.

Das muss fir die Schule unbefriedigend sein.

Die Problematik der Addition und Subtraktion im Operatorkonzept fihrte dazu,
dass in den meisten Blchern, die auf diesem Konzept aufbauen, die Addition
und Subtraktion erst nach den leichter nachvollziehbaren Punktrechenarten

eingefuhrt wird. Diese Reihenfolge ist unnatarlich.
5. Wie kénnen wir Briiche multiplizieren und dividieren?

Die Herleitung der Multiplikationsregel wird in den Blchern, die mit dem

Operatorkonzept arbeiten, auf zwei verschiedene Weisen erklart.
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Es gibt Blucher, die nun einen Bruchoperator auf einen Bruch wirken lassen, der
MaBzahl einer GréBe ist. Hierbei haben also die Briiche verschiedene Rollen.
Der eine Bruch ist Eingabewert, der andere Bruchoperator. Der Ausgabewert ist
das Produkt der Briche.

Andere Bucher leiten die Multiplikationsregel her, indem sie zwei
Bruchoperatoren nacheinander wirken lassen. Es soll ein Ersatzoperator
gefunden werden. Das ist aber kein Problem, denn man muss sich nur der
Definition eines Bruchoperators bedienen.

Seien also Bruchoperatoren ; > und L— gegeben, dann ist ihre

Verkettung PN b > der Ersatz flr die Operatorkette

( n 5 tm /)( -a b )

Wegen der Assoziativitit ist (——= M) (—4—>—L3) durch  die

Operatorkette 1 y(—m s 5y " 5 ersetzbar, diese wiederum kann
-n -a tm b

wegen der Kommutativitat durch > ersetzt werden.

Diese Operatorkette kann durch die Verkettung der einfachen Mal- und

Divisionsoperatoren —“— und —22— ersetzt werden. Nach Definition

na

lasst sich diese Verkettung aber durch den Bruchoperator —z2— ersetzen. So
kann durch striktes Befolgen der Regeln auf sehr einfache Weise die Regel fur
die Multiplikation von Brichen hergeleitet werden.

Zur Division Uberlege man sich, dass jeder Divisionsoperator der

Umkehroperator eines  Multiplikationsoperators  ist. So st SETIEN

4 b
Umkehroperator von —£2— . Andererseits ist auch —<— Umkehroperator

a a b

von —t— . Da die Operatoren —» 5 und —<— das Gleiche bewirken,

sind sie gleich.
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6. Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?

Mit dem Operatorkonzept lassen sich die Assoziativitdt und die Kommutativitat
der Multiplikation einsehen. Analoge Einsichten fir die Addition lassen sich
mittels Operatoren schwierig herstellen. Leicht einzusehen ist, dass 1 das
neutrale Element der Multiplikation in der Menge der Briiche ist und dass jedes

Element auBer 0 ein multiplikativ inverses Element besitzt.

Zusammenfassung der Vor- und Nachteile des Operatorkonzepts:

Positiv am Operatorkonzept ist Folgendes:

- Die Verwendung von Operatoren lasst sich gut schon vorher mit
natlrlichen Zahlen vorbereiten. Das Modell, dass eine Zahl eingegeben
wird, vom Operator ,bearbeitet” wird und eine Ausgabe erfolgt, ist flr
die Schulerinnen und Schuler gut nachvollziehbar.

- Es gibt kein Problem zu verstehen, was die Wirkung eines
Multiplikations- oder Divisions- oder eines Bruchoperators auf eine
Strecke oder einer Rechteckflache bedeutet.

Eine Visualisierung ist in diesem Fall sehr einfach.

- Kirzen und Erweitern lasst sich gut verdeutlichen. Zwei Operatoren
sind gleich, wenn sie fur jeden Eingabewert den gleichen Wert
ausgeben. Es ist klar, dass sich an der Ausgabe nichts &ndert, wenn wir
x mal so viele Teile machen, aber auch x mal so viele nehmen.
Insbesondere, wenn man den Bruchoperator durch einen
Multiplikations- und einen Divisionsoperator ersetzt, wird dieses sofort
deutlich.

So ist leicht verstédndlich, dass die Hintereinanderschaltung der

Operatoren —2— und —2- das gleiche bewirkt wie die

Hintereinanderschaltung der Operatoren —*—» und —2— oder

—2% 5 und —£— und so fort.
- Die Multiplikation lasst sich leicht einfUhren, in dem man mehrere

Operatoren hintereinander wirken lasst.
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- Die Einfuhrung der Division wird einfach, wenn man einen
.Umkehroperator® einfuhrt.
- Der GrdBenvergleich ist einfach. Der Bruch ist gréBer, dessen

zugehoriger Operator bei einer Eingabe mehr ausgibt.
Negativ am Operatorkonzept ist Folgendes:

- Beim Operatorkonzept wird meist die Multiplikation vor der Addition
eingefthrt. Das ist unnattrlich, weil die Multiplikation bei den
nattrlichen Zahlen als verkirzte Schreibweise einer wiederholten
Addition eingefihrt wird.

Schlimmer ist jedoch, dass die Addition sich nicht gut mit diesem

3 2
Konzept erklaren lasst. Statt zum Beispiel Z+§ ist nun ein

seinfacherer” Ersatzoperator gesucht, der dieselbe Wirkung hat. Ein
Wechsel des Konzepts wird an dieser Stelle nétig.

6.3 Das gemischte Konzept

Die Vor- und Nachteile des GréBen- sowie des Operatorkonzeptes wurden in

6. 1 und 6. 2 beschrieben. Dabei fallt auf, dass dort, wo das GréBenkonzept
schwach ist, insbesondere bei der Multiplikation, eine Starke des
Operatorkonzeptes liegt. Ebenso kann dort, wo das Operatorkonzept schwach
ist, gut mit dem GréBenkonzept gearbeitet werden. Somit liegt es nahe, beide
Konzepte zu mischen, um sich der Starken beider Konzepte zu bedienen.

Das gemischte Konzept wird unter anderen von Zech vorgeschlagen, der
zunachst die Einfihrung ,konkreter Briche® beflurwortet. Aber kurz danach

sollen Briche auch als Operatoren eingeflihrt werden: ,Bezeichnet man

ﬁ(E) als ,konkreten Bruch®, so kann man den Operator, der die GrdBe E in die

n

GroBRe ﬂ(E) uberfahrt, als ,Bruchoperator’ oder auch als ,BruchzahF
n

bezeichnen. Die bloBe Schreibfigur ,,ﬂ“ wird hingegen als ,Bruch“ bezeichnet.
n
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Der Bruch ™ ist deshalb sehr wohl zu unterscheiden von der Bruchzahl, die
n

durch 2 bezeichnet wird.“*
n

Abgesehen von der schon besprochenen Problematik, die im Zusammenhang
mit der EinfGhrung der Worter ,Bruchzahl® flr die Zahl und ,Bruch® flr die
Schreibfigur entsteht, ist zu bedenken, dass es flur die Schilerinnen und
Schuler schwierig sein muss, wenn sie Brliche je nach gerader brauchbarer
Interpretation als GréBen oder als Operatoren kennenlernen.

Bei Beantwortung des Fragenkatalogs lohnt es nicht, noch einmal detailliert die
Vor- und Nachteile zu beschreiben. Es sollte der Verweis auf die beiden
genannten Konzepte ausreichen.

1. Was ist ein Bruch?

Ein Bruch ist sowohl GrdBe als auch Operator.

2. Wie kann man Briiche darstellen?

Bruchdarstellungen sind hier analog der Konzepte 6. 1 und 6. 2 mdglich.

3. Wie kdonnen wir erkennen, welcher Bruch groBer oder kleiner ist?

Far den GréBenvergleich sind die Ansatze beider Konzepte geeignet.

4. Wie konnen wir Briiche addieren und subtrahieren?

Far die Einflhrung der Addition und der Subtraktion ist das GréBenkonzept viel

besser geeignet als das Operatorkonzept.

%% Zech (1995: 142)
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5. Wie kdnnen wir Briche multiplizieren und dividieren?

Bei der Einfihrung der Multiplikation und der Division wird meist nur mit dem
Operatorkonzept gearbeitet. Wenn doch mit GréBen gearbeitet wird, dann darf
nur eine vorkommen, d. h. nur einer von zwei Faktoren darf eine GréBBe sein.

Die Verknipfung ,“ wird dann als ,von* interpretiert. Solche Interpretationen

sind bei Sachaufgaben immer wieder nétig. Beispiel: wenn %%h vergangen

ist, dann ist die Halfte von einer Dreiviertelstunde vergangen. Sinnlos dagegen

ist es, wie schon besprochen, zwei GréBen miteinander zu multiplizieren.
6. Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?
Regeln kénnen analog 6. 1 und 6. 2 hergeleitet werden.

Der gréBte Nachteil dieses Konzepts ist der standige Wechsel zwischen
GrdBen - und Operatorkonzept. AuBer den Schwierigkeiten, die sich dadurch
wahrend der Lernphase ergeben, schafft man sich das Problem, dass
Schulerinnen und Schiler bei der Rekonstruktion einer vergessenen
Rechenregel sich zuerst einmal des benutzten Konzeptes erinnern mussen.
Wenn ein Schiiler die Multiplikationsregel vergessen hat und sie rekonstruieren
mochte, dabei aber Briche als GroBen auffasst, weil er sich nicht mehr daran
erinnern kann, ob damals, als die Multiplikation eingefihrt wurde, die Briche
gerade als Gr6Ben oder als Operatoren betrachtet wurden, wird er nicht

imstande sein, eine Regel zu rekonstruieren.

6.4 Das Gleichungskonzept

Das Gleichungskonzept mag naheliegend sein, da die Tatsache, dass jede
Gleichung der Form a-x=bmitae N,be N , inder Menge der Briiche
eindeutig l6sbar ist, der groBe Gewinn der Zahlbereichserweiterung ist.
Dennoch hat es in den Schulblchern keine groBe Relevanz, was leicht

eingesehen werden kann.

118



Die Briiche werden eingeflhrt als Lésungen der Gleichungen oben genannter
Form.

Die Menge der Brliche ist also die Vereinigung der Lésungsmengen aller
Gleichungenvom Typa-x=bmitae N,be N .

An der Stelle wird schon deutlich, warum dieses Konzept ungeeignet sein
muss. Es setzt ndamlich eine Behandlung der Gleichungslehre vor Einflihrung
der Briche voraus, wie auch Freudenthal selbst einrdumt: ,Die, an und fur sich
zweifelhafte, Anschaulichkeit des Bruchrechnens ist zwar verloren gegangen,
aber dafir verlaufen die Rechnungen nach einem allgemeinen Schema, das
man erst nach betrachtlicher algebraischer Ubung versteht.“*

Ich werde sofort den Fragenkatalog durchgehen, um anschlieBend zu zeigen,

dass dieses Konzept nicht gut geeignet ist fir den Unterricht in Klassenstufe 6.
1. Was ist ein Bruch?

Ein Bruch ist in diesem Konzept eine Lésung einer Gleichung der Form
a-x=bmitae N,be N .
Es ist sofort klar, dass jede nattrliche Zahl ein Bruch ist, denn man betrachte

die Gleichunga-x=n-amitae N,ne N ;, um zu sehen, dass x = n fur

jedesn e N | Ldsung einer solchen Gleichung sein kann.

2
Was ist aber die Lésung von 5 - x = 2?7 Die Lésung wird definiert als 5 was

2 : 5 bedeutet.

2. Wie kann man Briiche darstellen?

b
Sei ein Bruch o gegeben. Er ist die Lésung der Gleichung a - x = b.

Seinunn e N gegeben, dann hat die Gleichung na - x = nb die gleiche

nb b n
Lésungsmenge wie a - x = b. Da a Lésung von na - x = nb ist, gilt P

In der Gleichungslehre muss also schon klar sein, wann Gleichungen
aquivalent sind, beziehungsweise wann sie die gleiche Losungsmenge haben,

* Freudenthal (1973: 206 f.)
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um das Erweitern der Bruchdarstellung zu erklaren. Analoges ist fir das Kirzen

zU leisten.

3. Wie kénnen wir erkennen, welcher Bruch gréBer ist?

b d
Seien zwei Briiche - und = gegeben.

b ist Lésung der Gleichung a - x =b.
a

b
Ebenso ist - Lésung der Gleichung ca-x=cb.
d . . . ,
Man setze nun = fr x ein und prife, ob ca - x > cb oder ca - x < cb ist. Im
. d b . , . d b
ersten Fall ist — > —; im zweiten Fall ist — < —.
C a C a

d b
Wenn = ist, dann waren schon die Gleichungena-x=bundc-x=d

aquivalent.
Auch der GrdBenvergleich verlangt den Schulerinnen und Schilern der

6. Klasse ein hohes Abstraktionsniveau ab.

4. Wie konnen wir Briiche addieren oder subtrahieren?

b d
Seien zwei Briiche - und = gegeben.
b . :
B ist Losung der Gleichung a - x = b.
d. . . :
" ist Lé6sung der Gleichung ¢ - x = d.

b d
PR ist aber nicht Lésung der Gleichung (*) a - x + ¢ - x =b + d, wie man

zunachst unbefangen vermuten kénnte. Denn es ist in (*) der Fehler begangen
worden, dass die Lésungen der beiden Gleichungen gleich benannt wurden und
die Gleichungen dann addiert wurden. Die Berechtigung dazu ist nicht gegeben,
was natdrlich far die Schilerinnen und Schiler der 6. Klassen nur schwierig

einzusehen ist.
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Man betrachte die Gleichungen

(h a-x=bund
(1) c-y=d

und versuche nun eine lineare Gleichung zu konstruieren, deren Lésung x + y

ist. Dazu betrachte man die Gleichungen

(cl) ca - x=cbund
(a- ac - y = ad, sowie die Gleichung
(cl+a-ll) ca-x+ac-y=_cb+ ad, die &quivalent ist zu

ca-(x+y)=cb+ad

ch+ ad

Die L6sung der letzten Gleichung ist x + y = o

Flr die Subtraktion gehe man analog vor.

5. Wie kénnen wir Briiche miteinander multiplizieren und dividieren?

b d
Seien zwei Briiche - und = gegeben.
b .
B ist Lésung der Gleichung (*) a-x=b.

d
. ist Lé6sung der Gleichung (**) ¢ -y =d.

Es ist b d = bd die Lésung der Gleichung ac - xy = bd.

a ¢C ac
Zur Division:

Die Herleitung einer Rechenregel fur die Division ist hier erschwert, wenn
Briche stur als Lésungen von linearen Gleichungen angesehen werden und
nicht als Quotienten. Denn in Analogie zur Herleitung der Multiplikationsregel
kbnnte man wieder von (*) und (**) ausgehen und daraus folgende neue

Gleichung bilden:
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(@ x):(c-y)=b:d

Diese lasst sich leicht umformen zur Gleichung (a: c) - (x :y) =b : d, aus der

wir sofort die Lésung x :y = (b : d) : (a : ¢) ablesen kénnen.

Wenn schon bekannt ist, dass ein Bruchstrich dasselbe bedeutet wie ,geteilt

durch®,

b
. ()
dann kdénnen wir an dieser Stelle einsehen, dass d die % die Lésung der
a:c
(—)
C

Gleichung (a:c) - (x:y)=Db:dist.

Es ist schon deutlich geworden, dass dieses Konzept stark algebraisch
motiviert ist und fir einen Bruchrechenunterricht in der Klassenstufe 6
ungeeignet ist. Somit wird der Ausflug in dieses Konzept hiermit beendet und
auch auf eine weitere Untersuchung des Fragenkatalogs verzichtet.

Es geht zurick auf Hans Freudenthal, der es folgendermafBen rechtfertigt:

,50 sollte das Bruchrechnen, soweit es unanschaulich ist, dann auch motiviert
werden — das gebietet schon die Ehrlichkeit — man verlangt die unbeschréankte
Ausfihrbarkeit der vier Operationen. Das ist eine abstrakte, von der Praxis
kaum beeinflusste Motivation, und mit ihr befindet man sich mitten in der
Algebra. [...] Es werden heute sehr viel Anstrengungen gemacht, das
Bruchrechnen im Rahmen des elementaren Rechnens zu verbessern. [...]
Wenn sie didaktisch gut sind, sind sie besonders gefahrlich, weil sie die
wirkliche Lésung hinausschieben — ein endloser Aufschub. Die wirkliche heif3t

fiir mich: von der Algebra her.“*°

Dass dieses Konzept flr den Unterricht in Klassenstufe 6 nicht geeignet ist,

wird klar, wenn wir seine Vor- und Nachteile beleuchten.

Wenn man diesem Konzept etwas Positives zugestehen kann, dann nur:

*® Freudenthal (1973: 248)
122



Der Gewinn der Zahlbereichserweiterung wird sofort offensichtlich,
denn nun ist jede Gleichung a - x = b mit a # 0 eindeutig I6sbar mit

xX=—
a

Erweitern und kirzen macht keine Probleme, wenn eingesehen wurde,
dass die Gleichungena-x=bund(a-c)-x=b-cmita, c # 0 dieselbe
Lésungsmenge haben. Mit mindestens ebenso groBer Berechtigung
kénnte das ,problemlose Erweitern und Kirzen“ aber auch auf der
Negativ-Seite genannt werden, da eben die nétige Voraussetzung far die
Einsicht im Rahmen dieses Konzepts, namlich die Gleichungslehre im

Allgemeinen erst nach der Bruchrechnung ausfihrlich unterrichtet wird.

Negativ an diesem Konzept ist:

Die Gleichungslehre muss nun vor der Bruchrechnung eingefiihrt und
ausfuhrlich behandelt werden.

Die Einfihrung der Addition ist sehr formal.

Sie ist fuor Schilerinnen und Schiler der Klassenstufe 6 nicht

nachvollziehbar.

Die EinfOhrung der Multiplikation und der Division ist ebenfalls sehr

formal. Sie werden &hnlich wie die Addition eingefiihrt.

Ein GréBenvergleich ist auch nicht einfach.

Die meisten Schilerinnen und Schiler sind vom hohen

Abstraktionsniveau, das fur dieses Konzept notig ist, vollig Gberfordert.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass hier zwei innermathematische

Konzepte vorgestellt wurden, die zwar fir den Lehrenden hervorragend

geeignet sind, um sich alles klar zu machen, was im Bereich der Brliche wichtig

ist, die aber keine Relevanz fur den Unterricht haben.

AuBerdem wurden vier didaktische Konzepte mit ihren Vor- und Nachteilen

vorgestellt. Beim zuletzt prasentierten Gleichungskonzept sagt sogar sein
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Beflrworter Freudenthal, dass es nicht zu den didaktisch guten Konzepten
zahlt.

Aber auch das ,GréBenkonzept® und das ,Operatorkonzept® haben groBe
Schwéchen, sodass es ausgeschlossen ist, sich auf eines dieser Konzepte zu
beschranken.

Allerdings ist es so, dass gerade dort, wo das GrdBenkonzept seine Schwéachen
hat, Starken des Operatorkonzepts liegen und dass dort, wo Schwachen des
Operatorkonzepts liegen, Starken des GréBenkonzepts liegen.

Es ist daher naheliegend, beide Konzepte zu verschmelzen und in Abhangigkeit
davon, was gerade behandelt wird, einen Bruch als Operator oder als GréBe zu
betrachten.

Die Kombination ermdglicht zumindest eine vollstdndige gute Beantwortung des
zur Bewertung aufgestellten Fragenkatalogs.

Dass die Kombination andere schwerwiegende Nachteile hat, ist offensichtlich.
Ein Wechsel zwischen Konzepten muss Schilerinnen und Schiiler verwirren.
Wenn sie Regeln rekonstruieren wollen, missen sie stets in der Lage sein, sich

an das richtige Konzept zu erinnern.
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7 Das pragmatische Konzept

7.1  Vorbemerkung

Ein winschenswertes Konzept fir die Einflhrung der Bruchrechnung, das den
Anforderungen aus Abschnitt 4 genlgt, zeichnet sich unter anderem durch
Reinheit und Klarheit aus. Wenn erst einmal deutlich ist, was unter einem Bruch
zu verstehen sein soll, dann soll dies auch Bestand haben. Anders als beim
Mischen von GrdBen- und Operatorkonzept, wo die Brliche einmal als Gr6Ben,
ein anderes Mal als Operatoren angesehen werden, soll in diesem Konzept
nicht mehr der Aspekt gewechselt werden, unter dem ein Bruch zu sehen ist.
Der Wunsch nach Klarheit verlangt auBerdem, dass man auf Ballast wie
Uberfliissige oder verwirrende Wortschdpfungen verzichtet. Dartber hinaus
sollen die Schilerinnen und Schiiler in der Lage sein, mithilfe des Konzeptes fir
sich selbst die Frage zu beantworten, ob eine Rechnung richtig oder falsch ist.
AuBerdem soll ihnen die Méglichkeit gegeben sein, Regeln selbst herzuleiten
oder zu rekonstruieren.

Leider ist es in Schulblchern oft so, dass eine Rechenregel an einem einzigen
Beispiel vorgefuhrt wird und dann schon Verallgemeinerung formuliert wird. Es
kann nicht Ziel des Mathematikunterrichts sein, dass Schulerinnen und Schuler
stumpfsinnig Regeln auswendig lernen und danach zeigen missen, dass sie
sie anwenden konnen. Das stumpfsinnige Anwenden von Regeln ist eine
Perversion des Mathematikunterrichts. Sie ist leider weit verbreitet und hat
sogar dazu geflihrt, dass Schilerinnen und Schiler, die es offenbar gewohnt
waren, dass sie immer sofort, wenn ein neuartiges Problem auftauchte, mit
einem neuen Rezept versorgt wurden, nicht mehr in der Lage sind, sich mit
einem Problem auseinanderzusetzen oder gar einen Losungsweg herzuleiten.
Sie lernten die Mathematik als nicht nachvollziehbares Mysterium kennen, in
dem einfach nach Bedarf neue Regeln oder Algorithmen quasi vom Himmel
herab fallen, anstatt nachvollziehbar hergeleitet zu werden. Die Folge dessen
ist, dass sie fortan schon sofort bei einer Problemstellung nach einer Regel
oder der Lésung eines Problems fragen und sich Uberhaupt nicht mit dem
gestellten Problem auseinandersetzen. lhre Erfahrungen mit ihrem bisherigen
Mathematikunterricht haben namlich zu der Selbsteinschatzung gefthrt, dass
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sie zwar mit dem stumpfen, formalen Anwenden der Regel gut zurechtkommen,
dardber hinaus aber sowieso nichts verstehen.

Ohne wirkliches Verstandnis wird es aber nur schwer mdglich sein, sich alle
Regeln zu merken.

Es ist gerade eines der Hauptprobleme des Mathematikunterrichts, dass
Schulerinnen und Schiler oft mit unverstandenen Regeln umgehen. Wenn sie
aber gar nicht verstehen, warum die Regeln so sind und so sein mulssen,
erscheinen ihnen diese Regeln als von jemandem ausgedacht. Es ist klar, dass
dies auch eine der Ursachen flr die groBe Unzufriedenheit und fehlende
Motivation vieler Jugendlicher im Mathematikunterricht ist. Unverstandene
Regeln mussen wie sinnentleerte Anhd&ufungen von fremden Zeichen wirken.
Dass die Schilerinnen und Schiler daran wenig Interesse haben, ist klar.
Nebenbei flhrt dies oft zu der Frage: ,Warum mussen wir das lernen?“ oder
,Woflr brauchen wir das?“

Selbstverstandlich ist die Akzeptanz solcher Regeln, die nicht verstanden
werden, bei den Jugendlichen viel geringer als die der Regeln, die sie
verstehen oder sogar selbst herleiten kénnen. Aus diesem Grunde ist es wichtig
Regeln anders zu behandeln als Konventionen. Bei Konventionen wie Punkt-
vor Strich-Rechnung oder der allgemein Ublichen Syntax gibt es nichts
einzusehen. Es ist auch nicht mdglich, sie herzuleiten. Diese Konventionen hat
man sich ausgedacht und verabredet, um mit ihrer Hilfe eine Normierung zur
Verbesserung der Kommunikation zu schaffen.

Das Rechnen wiirde natirlich einerseits ganz anders, andererseits aber ebenso
gut funktionieren, wenn man sich fir die Konvention Strich vor Punkt
entschieden hatte oder wenn man eine andere Syntax wahlte. Es ist aber
zwingend eine der beiden Regeln Punkt vor Strich oder Strich vor Punkt
notwendig, um syntaktische Eindeutigkeit zu erhalten. Anderenfalls misste man
namlich jedem mathematischen Text die gewahlte Syntax vorausschicken, was
sowohl fir die Verfasser als auch fur die Leser dieser Texte sehr lastig ware.
Ein weiteres gutes Beispiel flr syntaktische Konventionen bilden
Taschenrechner. Wahrend die meisten Schilerinnen und Schiler mit
Taschenrechnern arbeiten, die Uber eine algebraische Eingabelogik zu
bedienen sind, wobei zu unterscheiden ist, ob ein Argument vor einer Funktion

eingegeben wird oder umgekehrt, folgten die ersten Taschenrechner wie der
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HP-35 der umgekehrt polnischen Notation (UPN), die eine vdllig andere
Eingabe erfordert. Wahrend die algebraische Eingabelogik eine Eingabe
erfordert, die im Wesentlichen dem gleicht, was man auch notiert, so missen
bei der UPN in einer Rechnung zunéchst die zu verarbeitenden Zahlen notiert
werden und anschlieBend die Rechensymbole. Letztere zeigen an, in welcher
Weise die Zahlen verarbeitet werden sollen.

Ein Term, der nach Punkt vor Strich (2 + 3) - (4 + 5) geschrieben wird, kann
nach Strich vor Punkt durch 2 + 3 - 4 + 5 ersetzt werden oder, wenn es nach
der UPN geht, als 2 03 + 4 o 5 + -, wobei o ein Leerzeichen darstellen soll
beziehungsweise das Betatigen der Eingabe- oder Enter-Taste, wenn der Term
in den Taschenrechner eingetippt werden soll. Hier wird gut deutlich, dass jede
dieser Konventionen madglich ist. Man muss sich allerdings fir eine von ihnen

entscheiden.

Im Gegensatz zu solchen Konventionen kann man Rechenregeln herleiten.
Dies sollte im Mathematikunterricht der Schule unbedingt geschehen. Denn
was man einmal herleiten konnte, das kann man im Allgemeinen auch, wenn
man es wieder vergessen haben sollte, ein zweites Mal herleiten. Wer dagegen
eine Regel vergessen hat, die er nur stumpfsinnig auswendig gelernt hat, hat
natdrlich nicht die Mdglichkeit, auf einen Herleitungsweg zurtickzugreifen, wenn
er nie einen kennengelernt hat.

Zusammengefasst gibt es also mindestens vier gute Griinde flir einen solchen

bewussten Umgang mit Regeln:

1. Regeln sind nicht ausgedacht, sondern kdnnen hergeleitet werden.
Deswegen sollte dies auch im Unterricht stattfinden. Alles andere
vermittelt ein falsches Bild von der Mathematik.

2. Regeln, die hergeleitet werden, vermitteln ein besseres Verstandnis
fr deren Inhalt als Regeln, die den Schulerinnen und Schulern
gegeben werden.

3. Regeln, die selbst hergeleitet wurden, liefern eine viel héhere
Akzeptanz des Faches Mathematik als Regeln, die gegeben und
vielleicht nicht einmal verstanden wurden.

4. Selbst hergeleitete Regeln oder zumindest eingesehene Regeln
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haben den groBen Vorteil, dass sie sich besser einpragen. Sollten sie
doch einmal vergessen werden, so haben die Schilerinnen und

Schuler die Méglichkeit, sie eigenstandig zu rekonstruieren.

Was die Bruchrechnung betrifft, so ist es sogar auf einfache Weise mdglich, die
Regeln herzuleiten. Sie sollten dann, nach der Herleitung, der letzte Schritt im
Lernprozess sein.

Ein solches Konzept, bei dem Schilerinnen und Schuler sich von Beginn an
sehr viel selbst erarbeiten kénnen und in dem sie auch selbst die Qualitat von
Rechnungen beurteilen kénnen, ist mdglich, weil alles Neue, das gelernt wird,
im Bekannten abgeholt werden kann und per Permanenzprinzip fortgesetzt
werden kann.

Ein solches Konzept méchte ich jetzt vorstellen. Es bedarf aber einiger
Vorkenntnisse, auf die ich zunachst eingehe.

7.2 Notwendige Vorkenntnisse

Neben den offensichtlich notwendigen Vorkenntnissen wie Kenntnis der
Grundrechenarten im Bereich der natlrlichen Zahlen, der Rechenregeln, der
Teilbarkeitslehre, der < - Relation erscheinen mir fir das folgende Konzept
einige weitere Voraussetzungen dringend notwendig. Es sollte namlich dafar
gesorgt werden, dass die Schuilerinnen und Schiler nicht die oben
ausgefuhrten Fehlvorstellungen erwerben.

Es sollte also schon in der Grundschule ein Verstandnis fur die Gleichrelation
als Aquivalenzrelation geschaffen werden. Ein Gleichheitszeichen darf nicht mit
einem Handlungsauftrag gleich gesetzt werden. AuBerdem sollten miteinander
verknupfte Zahlen wieder als Zahlen angesehen werden und nicht als Aufgabe.
Weiter sollte schon vor dem Bruchrechenunterricht klar gemacht werden, dass
jede Zahl auf unendlich viele verschiedene Weisen dargestellt werden kann. Es
kommt sonst zu dem Eindruck, dies sei eine neue Eigenschaft der Briiche, was
erstens falsch ist, zweitens als eine dann gleichzeitig mit den Brichen
auftauchende zusatzliche Erschwernis verstorend wirkt. Wie sollen

Schulerinnen und Schuler das verstehen, wenn sie flr sich selbst schon lange
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vor Einfihrung der Brliche die Einsicht gewonnen haben, dass jede Zahl
unendlich viele Darstellungen besitzt?

SchlieBlich muss die Division mit Rest korrekt eingefihrt werden.

Die Problematik der Restschreibweise nach dem Muster 20 : 3 = 6 R 2 wurde in

3.2 ausfuhrlich beschrieben.

7.3 Begriundung der Vorgehensweise ,vom Abstrakten zum
Konkreten*

Die seit den 70er Jahren die Schulblcher dominierenden Konzepte hatten
immer die Bruchschreibweise und die Veranschaulichung der Bruchteile von
Flachen als Ausgangspunkt.

Meistens waren dies Kreisflachen oder Rechteckflachen, die in mehrere gleich
groBe Teile zerlegt wurden, von denen einige schraffiert oder gefarbt waren.

Auf diese Weise sollte zunachst gelbt werden, Bruchteile einer gegebenen
Einheit auf der anschaulichen Ebene =zu erkennen wund in der
Bruchschreibweise anzugeben. AnschlieBend sollten umgekehrt auch
Bruchteile gegebener Kreis- oder Rechteckflachen markiert werden.

Ebenfalls im Anfangsunterricht der Bruchrechnung sollten die Schilerinnen und
Schuler Bruchteile von GréBen angeben kénnen oder Bruchoperatoren auf
GrdBen wirken lassen kénnen.

Es wurde also zuerst immer auf der konkreten Ebene gearbeitet und erst spater
der Schritt der Abstraktion vollzogen.

Dieser Weg wird auch in der Fachliteratur zur Methodik und Didaktik des
Mathematikunterrichts beflrwortet. So schlagt Zech vor, man gehe am besten
von solchen konkreten Brichen aus, die im Alltag oft vorkommen oder die den
Schulerinnen und Schillern schon aus der Grundschule bekannt seien wie ,ein
halber Kuchen, zwei Drittel einer Klasse, drei Viertel Kilogramm Zucker,
zweieinhalb Runden,...®® Auch er beschreibt also die Einflihrung der
Schreibweise der Briiche und die Veranschaulichung von Briichen als wichtige
Grundlagen. Er flhrt zur Veranschaulichung noch aus, es empfehle sich am

Anfang besonders das , Tortenmodell®, denn Drittel, Viertel, Sechstel, Achtel

% Zech (1995: 150)
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seien einfache Briche und kdmen mit Ausnahme der Sechstel auch haufiger
vor. Sie seien leicht als Kreissegmente zu zeichnen. Als Vorteil fihrt Zech
deren immer gleiches Aussehen an, wodurch sie sich gut als Standardformen in
ihrer relativen GréBe zur ganzen Kreisflache und zueinander einpragten. Er rat
aber dazu, den Kreis nicht lange eine Torte symbolisieren zu lassen. Vielmehr
solle man ihn zunehmend als Prototyp eines Ganzen erscheinen lassen, wobei
er wechselnde GréBen oder Dinge symbolisieren kénne: ,z. B. als Geldmenge,
eine Klasse, eine Stunde,...”” AnschlieBend solle man auf Bruchteile von
irgendwelchen GréBen wie Langen, Massen, Volumina und so weiter
verallgemeinern.

Inwieweit die Vorkenntnisse aus dem Alltag sich als hilfreich erweisen, ist
fraglich. Schon oben wurde angeflihrt, dass die Menge der echten Briiche, mit
denen man im Alltag konfrontiert wird, relativ klein ist. Uber die bloBe
Konfrontation hinaus findet im Alltag kaum eine Berlhrung mit ihnen statt.
Padberg jedenfalls analysiert eine Pilotstudie zu Vorkenntnissen Uber Brliche
und kommt zu dem Schluss, man kdénne bei der Uberwiegenden Zahl der
Schulerinnen und Schiiler zu Beginn der Klassenstufe 6 nicht davon ausgehen,
dass bei ihnen schon eine mehr oder weniger vollstandige Entwicklung
verschiedener wichtiger Aspekte des Bruchzahlbegriffs auf anschaulicher
Grundlage stattgefunden habe. Dass schon in breitem Umfang die Fertigkeit
vorhanden sei, Bruchsymbole lesen zu kénnen, kdnne man ,keineswegs als
Indiz dafir deuten, dass anschauliche Bruchvorstellungen schon in breitem
Umfang vorhanden sind.“®

Er beflrwortet also auch den Einstieg auf der anschaulichen Ebene, warnt aber
davor, die Vorerfahrungen der Schuiler zum Bruchzahlbegriff zu Gberschatzen,
und pladiert aus diesem Grund sogar daflir, noch langere Zeit auf einer
anschaulichen Ebene zu arbeiten.

Es gibt zahlreiche Begrindungen fur diesen Einstieg auf der anschaulichen
Ebene: ,Die Wirksamkeit der Veranschaulichungen fir den LernprozeBB gehért
zu den lange unbezweifelten Grundannahmen der Padagogik, Psychologie und
Mathematikdidaktik. Ihre Sinnhaftigkeit sah man auch in neuerer Zeit gut

begriindet durch verschiedene miteinander ,verwandte’ kognitive Theorien:

%7 Zech (1995: 151)
%8 Padberg (2002: 33 f.)
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Veranschaulichungen wurden vor allem als wesentliche ,Verinnerlichungsstufe’

zwischen konkreter Handlung und abstraktem Begriff gesehen:

- als Ubliche Darstellung konkret-handelnder Erfahrung (Aebli 1963),

- als ,ikonische Darstellung, verstanden als eine Weise bildhafter
Welterfahrung (Bruner 1974),

- als modellhafte Verkleidung eines abstrakten Kerns (Dienes 1970),

- als unmittelbare und mittelbare Anschauung (Lompscher 1972).“*°

Es gibt also Grinde daflrr, dass der Beginn im Konkreten allseits favorisiert
wird, wenn er tatsachlich zu einem besseren Verstandnis beitragt.

In jedem Fall ist klar, dass jedes didaktische Konzept die Erkenntnisse der
Entwicklungspsychologie bertcksichtigen muss. Wegweisend fur die Theorie
der Stadien der kognitiven Entwicklung ist die Arbeit Piagets. Piaget geht davon
aus, dass Kinder vier Stadien der kognitiven Entwicklung durchlaufen. Bis zum
zweiten Lebensjahr befindet sich das Kind im sensomotorischen Stadium,
danach bis zum siebten Lebensjahr im praoperationalen Stadium. Vom siebten
bis zum elften oder zwdlften Lebensjahr durchlauft es das konkret—operationale
Stadium und gelangt dann in das formal-operative Stadium. Ungeachtet aller
neuen Erkenntnisse haben die Schilerinnen und Schiler bei Eintritt in
Klassenstufe 6 das 11. Lebensjahr vollendet. Sie sind auch nach Piaget schon
bereit fir formal—-operative Prozesse.

Da die Schalerinnen und Schiler sich erst kurz in diesem Stadium befinden
oder noch in einer Phase des Ubergangs, scheint es sinnvoll, sie zunachst auf
der konkreten Ebene lernen zu lassen anstatt das Risiko einzugehen, dass
einige noch nicht die Reife zu formalen Operationen besitzen. Diese
Schilerinnen und Schiler wirde man dann bei einem formalen Zugang
Uberfordern.

Wenn nun ein didaktisches Konzept fur die Bruchrechnung in Klassenstufe 6
vorgestellt wird, das nicht auf der konkreten, sondern der formalen Ebene
beginnt und erst spater den Schritt zum Konkreten vollzieht, missen dafir gute

Grande angefuhrt werden.

% Zech (1995: 54)
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Insbesondere ist zu klaren, ob die Jugendlichen heute eher bereit sind fr
formale Operationen, als es zu Piagets Zeiten der Fall war. Es gibt zahlreiche
Indizien dafiir. Die heutige Generation der Jugendlichen lebt in einer anderen
Lebensumwelt und hat damit eine andere Grundvoraussetzung als die
Generation der Jugendlichen, die noch vor wenigen Jahrzehnten gelebt hat. Die
Jugendlichen leben heutzutage in einer hochgradig technologisierten
Gesellschaft, in der die Innovationen und damit auch neue Geréate in viel
kirzeren Absténden veréffentlicht und auch zuganglich gemacht werden, als es
jemals zuvor der Fall war. Es ist bei jungen Jugendlichen und auch schon bei
Kindern sehr viel Interesse an neuesten technischen Geraten und eine
unbefangene Auseinandersetzung mit ihnen zu beobachten. Dadurch haben
viele von ihnen schon groBe Erfahrung im Umgang mit zum Teil sehr
komplexen Zusammenhangen. Es fallt auf, dass sie technische Geréate oftmals
viel schneller als Erwachsene fehlerfrei bedienen kdnnen und oft auch schneller
all ihre Funktionen kennenlernen. Der Umgang mit modernen Geraten wie
Computern, Mobiltelefonen mit zahlreichen Funktionen, DVD-Recordern und
Videoabspielgeraten oder MP 3-Playern. und deren Programmierung ist flr die
meisten Jugendlichen eine Leichtigkeit. Sie wissen ganz genau, was sie tun
mussen, damit bei diesen Geraten eine gewlnschte Funktion eintritt, auch
wenn sie meist natdrlich nicht wissen, was im Gerat passiert, damit die
gewunschte Funktion stattfindet.

Aus diesen Beobachtungen entstand die naheliegende Vermutung, dass die
Jugendlichen in unserer heutigen Informationsgesellschaft schon eher die
Fahigkeit zu formalen Operationen erlangen, als es zu Piagets Zeiten der Fall
war.

Wenn diese Vermutung sich als richtig erweist, dann kénnen die Beflurworter
eines Einstiegs im Konkreten sich nicht mehr auf die fehlenden
entwicklungspsychologischen Voraussetzungen flr einen formalen Beginn
berufen. Im Folgenden werden zahlreiche Indizien aufgefuhrt, die das Zutreffen
dieser Vermutung stitzen.

Darlber hinaus wird an einigen Beispielen gezeigt, dass der Ausgangspunkt im
Konkreten einige unumgangliche Nachteile mit sich bringt, so dass das
Argument, die Anschauung trage zu einem besseren Verstandnis bei, entkréaftet
wird. Der Einstieg im Konkreten bereitet namlich Fehlvorstellungen vor. Man
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kénnte so weit gehen, eine der Fehlvorstellungen sogar als durch das Konzept
bedingt zu bezeichnen.

SchlieBlich ist noch darauf hinzuweisen, dass im darauf folgenden Schuljahr bei
Einflhrung der negativen Zahlen sowieso auf der formalen Ebene gearbeitet
werden muss und dass bei allen bisherigen didaktischen Konzepten mit ihren
Zugangen zur Bruchrechnung auf der konkreten Ebene keinesfalls von
Erfolgsmodellen gesprochen werden kann.

Somit gibt es vier gute Grinde, die einen Beginn auf der formalen Ebene
rechtfertigen:

1. Die von Piaget festgesetzten Altersgrenzen fir die Stadien der kognitiven
Entwicklung mussen abhangig von der sozio-kulturellen Umgebung
korrigiert werden. Die Schilerinnen und Schiler der Klassenstufe 6 sind
heutzutage schon bereit fir formale Operationen.

2. Der Einstieg auf der konkreten Ebene erleichtert nicht das Versténdnis,
sondern er bereitet Fehlvorstellungen vor.

3. Im Folgeschuljahr kdénnen die negativen Zahlen auch nicht auf der
konkreten Ebene eingeflihrt werden.

4. Alle bisherigen didaktischen Konzepte sind gescheitert.

7.3.1 Ist Piagets Modell der entwicklungspsychologischen
Stadien noch zeitgeman?

7.3.1.1 Fehler in Piagets Methodik

Es wird hier keineswegs beabsichtigt, Piagets Modell der kognitiven
Entwicklungsstadien zu widerlegen. Im Gegenteil ist Piagets Modell auch fir
dieses Konzept grundlegend, wenn es um die Berlcksichtigung der kognitiven
Entwicklung der Schilerinnen und Schuler der Zielgruppe geht. Das bedeutet
aber nicht, dass jedes Detail seines Modells in die heutige Zeit Ubertragbar ist.
Es gibt zahlreiche Kritikpunkte an seiner Arbeit, die die Giiltigkeit einzelner
Aussagen infrage stellen oder gar widerlegen. Einerseits beziehen sich die

Kritikpunkte auf die Methodik seiner Experimente, andererseits gibt es gute
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Grunde fir die Annahme, dass die von Piaget genannten Altersgrenzen nicht
unabhéangig von sozialen Faktoren sind und in Abhangigkeit von ihnen korrigiert
werden mussen.

Dass die vier oben genannten Entwicklungsstadien nur in dieser Reihenfolge
durchlaufen werden kdnnen, wird auch von Piaget-Kritikern nicht angezweifelt.
In fast siebzig Jahren transkultureller Piaget-Forschung sei man, so
Oesterdiekhoff®, zu dem Ergebnis gekommen, dass sich Menschen aller
Kulturen stadientheoretisch erfassen lassen. Seine Stadientheorie der
psychisch-kognitiven  Entwicklung sei nicht nur auf Menschen aus
Industriegesellschaften anwendbar, sondern die geistige Entwicklung aller
Menschen verlaufe entlang der von Piaget beschriebenen Stadien. Es gebe
zwar in einigen Bereichen im Zusammenhang mit Umweltanregungen
Verzégerungen oder Vorgriffe auf héhere Stufen, aber nicht alle Menschen
erreichten das formal-operative Stadium. Die Forschung zeige, dass die
Menschen, die nicht das formal-logische Denken entwickeln, in
praoperationalen oder in konkret-operationalen Stufen denken. Das Denken
finde also immer entlang der von Piaget beschriebenen kognitiven Strukturen
statt, auch wenn nicht alle Erwachsenen das héchste Stadium erreichten.

An Piagets Forschung wird aber nach neueren Untersuchungen kritisiert, ihm
seien manche methodische Fehler unterlaufen, aufgrund derer er zu falschen
Altersgrenzen fur seine Stadien oder auch nur fir einzelne Bereiche der
Stadien gekommen sei. So zeigten neuere Experimente auf Grundlage anderer
Methoden, dass Kinder schon viel eher bestimmte F&higkeiten besitzen, als
Piaget behauptete. Beispielsweise konnten die Forscher Mehler und Bever vom
Massachusetts Institute of Technology schon 1967 zeigen, dass Piaget sich in
seiner These beziglich der Invarianz irrte. Bei den Experimenten zur Invarianz
ging Piaget beispielsweise so vor, dass er eine unterschiedliche Anzahl von
farbigen Spielmarken®' in zwei Reihen anordnete und dann die Testperson
aufforderte, die Reihe zu nennen, in der sich mehr Plattichen befanden.
AnschlieBend veranderte er die Reihen, indem er die Plattchen dichter
zusammen oder weiter auseinander schob und fragte erneut die Testperson.
Oftmals bekam er dann andere Antworten als vorher. Daraus schloss er, dass
die Kinder zur Erkenntnis der Invarianz noch nicht fahig seien. Die genannten

% Qesterdiekhoff, Oesterdiekhoff/ Rindermann (2008: 32)
®! Piaget/ Szeminska (1972: 95 ff.)
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Forscher gingen ahnlich vor wie Piaget, allerdings hielten sie es flr mdoglich,
dass die Kinder Uberhaupt nicht verstehen, was man bei der zweiten
Aufforderung, also nach dem Zusammen- oder Auseinanderschieben der
Plattchen, Gberhaupt von ihnen wolle. Insbesondere dann, wenn den Kindern
klar ist, dass die Anzahl durch das Verschieben nicht verandert wird, ist es
namlich maoglich, dass ein sprachliches Missverstandnis als Ursache flur die
veranderte Antwort zu sehen ist. Die Forscher bedienten sich eines Tricks. Sie
benutzten keine farbigen Platichen, sondern nahmen Schokolinsen. ,Sie legten
eine kurze Reihe mit sechs Linsen neben eine lange mit vier. Dann forderten
sie das Kind auf, sich eine Reihe auszusuchen - und erlaubten ihm, die
SUBigkeiten aufzuessen. Mit diesem Trick wéahlten wesentlich mehr Kinder die
Reihe mit den sechs Linsen, und das obwohl sie viel kirzer war. Offenbar
verflgten die Kinder entgegen der Theorie Piagets doch Uber einen Begriff der
Mengeninvarianz.“®

Man kénnte nun Manipulation unterstellen, da den Kindern nun SiBigkeiten
statt Plattchen vorgesetzt wurden, aber entscheidend ist, dass es den Kindern
gelungen ist, die Reihe mit mehr Schokolinsen zu erkennen. Vielleicht mag es
nicht sehr erstaunen, dass drei- und vierjahrige Kinder die Reihe mit mehr
Schokolinsen finden, widerspricht aber Piaget insofern, dass dieser den Erwerb
des Verstandnisses der Invarianz erst in die konkret-operationale Phase
einordnete.®® Schon, wenn nicht die Plattchen durch Schokolinsen ersetzt
werden, kann man zu ganz anderen Ergebnissen als Piaget gelangen.

~James McGarrigle und Margaret Donaldson, Entwicklungspsychologen an der
Universitdt Edinburgh, Uberpriften die Hypothese, wonach die Kinder deshalb
bei Piagets Versuchen zur Mengeninvarianz versagen, weil sie die Absichten
des Versuchsleiters miBverstehen.“** Sie zeigten auf, dass die Kinder die exakt
gleiche Frage je nach dem Zusammenhang auf zwei Weisen auffassen und die
im Sinne der Mengeninvarianz richtige Antwort geben, wenn die Frage in einem
sinnvollen Zusammenhang gestellt wird. Schneider berichtet von dieser
Wiederholung des oben genannten Experiments. Sie hatten gleichviele Perlen
in eine Reihe gelegt, sich erkundigt, in welcher Reihe sich mehr befinden,

anschlieBend die Perlen einer der Reihen dichter zusammen geschoben und

%2 Miiller-Weuthen (2005: 10)
% vgl. Piaget/ Szeminska (1972: 95 ff.)
% Dehaene (1999: 53)
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erneut gefragt. Dieses Experiment hatten sie nun in einem zweiten Versuch so
abgewandelt, dass nicht der Tester selbst, sondern ein Teddybar die Perlen
zusammenzuschieben schien, als der Tester gerade weggeschaut hétte.

Der Tester habe sich dann beklagt, der Bar hatte leider alles
durcheinandergebracht, und habe gefragt, wo nun mehr Perlen seien. In
diesem Fall hatten die Kinder sich meistens nicht durch die unterschiedlichen
Kettenlangen beeinflussen lassen und meist richtig geantwortet. Nach
Vermutung der Forscher wirden die Kinder im letzten Fall die erneute Frage fir
ehrlich halten, wahrend es ihnen im ersten Fall ratselhaft erscheine, warum
man sie Uberhaupt ein zweites Mal befrage.®®

In Mehlers und Bevers Experiment bewéltigen die jungsten, etwa zweijéhrigen
Kinder den Test sowohl mit Murmeln als auch mit Bonbons.“®°

Die Altersgrenze fur das Erkennen der Invarianz muss also nach unten
korrigiert werden. Es gibt weitere Beispiele dafirr, dass Kinder schon viel friher
bestimmte kognitive Fahigkeiten besitzen, als von Piaget vermutet. So zeigten
neue Untersuchungen, dass sogar schon S&uglinge Uber einen Zahlensinn
verfigen: ,Anfangs wurden diese Versuche mit Kindern im Alter von sechs und
sieben Monaten durchgeflihrt, aber wenige Jahre spéater wiesen Sue Ellen
Antell und Daniel Keating von der Universitat Maryland mit einem &ahnlichen
Verfahren nach, daB selbst Neugeborene drei bis vier Tage nach ihrer Geburt
zwischen 2 und 3 unterscheiden kdnnen.“¢’

Dehaene beschreibt ein  Multimediaexperiment der amerikanischen
Psychologen Starkey, Spelke und Gelman, bei dem ein sechs bis acht Monate
altes Baby vor zwei Leinwanden sitze, auf denen Dias gezeigt wirden. Das
rechte der Dias zeige zwei alltagliche Dinge in beliebiger Anordnung, das linke
zeige drei Dinge. Gleichzeitig hére das Kind eine Folge von entweder zwei oder
drei Trommelschlagen aus einem Lautsprecher, der sich in der Mitte zwischen
den Leinwanden befinde. Das Baby werde dabei von einer versteckien
Videokamera beobachtet, sodass man messen kdnne, wie viel Zeit es mit der
Betrachtung jedes der Dias verbringe. Es sei zu beobachten, dass das Baby
zuerst aufmerksam zu den Bildern schaue und dabei den Bildern mit drei

Gegenstanden mehr Aufmerksamkeit als denen mit zwei Gegenstédnden

%% Schneider (in NZZ Folio 11/2005)
% Dehaene (1999: 58)
%7 Dehaene (1999: 63)
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schenke, was nach Dehaene der groBeren Komplexitat zugeschrieben werden
kdnne. Nach wenigen Versuchen lasse aber das Interesse nach und es ergebe
sich ein faszinierendes Muster. Das Baby betrachte nadmlich das Dia langer, das
genau so viele Dinge zeige, wie Téne zu héren seien: ,Es schaut unverwandt
auf das Bild mit drei Objekten, wenn es drei Trommelschlage hért, aber sein
Blick verweilt auf dem mit zwei Dingen, wenn es zwei Trommelschlage hort.“®®
Piaget beschreibt, dass Kinder im Alter von 4 bis 5 Jahren sehr h&ufig Fehler
beim Vergleich von Anzahlen durch Eins-zu-Eins-Zuordnungen machen.®® Bei
kleinen Mengen, zumindest bei der Unterscheidung zwischen 2 und 3 ist diese
Zuordnung schon deutlich eher moglich.

In weiteren Beispielen beschreibt Dehaene, dass schon bei 5 Monate alten

Kindern auch der Test auf Objektpermanenz positiv verlauft.”

Nun stammen die Versuche Piagets aus den dreiBiger Jahren des
20. Jahrhunderts und waren Pionierarbeit auf diesem Forschungsgebiet. Diese
neuen Erkenntnisse sind vielleicht erst durch moderne und verbesserte
Forschungsmethoden mdglich geworden. Sie zeigen aber deutlich, dass eine
kritische Auseinandersetzung mit Piagets Methodik einerseits sowie die
technische Weiterentwicklung der Forschungsmethoden andererseits in einigen
Fallen zu einer Korrektur der von Piaget festgesetzten Altersgrenzen flur die
verschiedenen Phasen der kognitiven Entwicklung gefiihrt hat. Ob davon auch
die formal-operative Phase betroffen ist, geht aus den zitierten Studien nicht
hervor, ausgeschlossen werden kann es nicht. Fir die Annahme spricht aber
moglicherweise eine Verdnderung der sozio-kulturellen Umwelt. So lohnt es
sich, den Einflissen einer verédnderten Umwelt auf die kognitive Entwicklung
nachzugehen.

7.3.1.2 Sozio-kulturelle Einflisse auf die kognitive Entwicklung

Auch wenn eine verbesserte Forschungsmethodik neue Ergebnisse geliefert
hat, die deutlich zeigen, dass Kinder schon viel eher zu manchen Dingen fahig

%8 Dehaene (1999: 65)
% Piaget / Szeminska (1972: 61ff.)
"® Dehaene (1999: 67)
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sind, als Piaget behauptete, herrscht dennoch Konsens darlber, dass kognitive
Entwicklung nicht anders ablaufen kann als in der Reihenfolge der vier
genannten Stadien, auch wenn nicht alle Menschen das vierte Piagetsche
Stadium erreichen. Auf die sozio-kulturellen Bedingungen, die dieses erfordert,
wird spater noch eingegangen, ebenso wie auf weitere Folgen der sozio-
kulturellen Bedingungen auf die kognitive Entwicklung.

In der heutigen entwicklungspsychologischen Forschung steht auBer Zweifel,
dass Piaget den Beitrag der sozialen Welt zur kognitiven Entwicklung zu gering
schatzt. So wird oft kritisiert, Piagets Theorie konzentriere sich vorrangig darauf,
wie es Kindern gelinge, die Welt durch ihre eigenen Anstrengungen zu
verstehen. Kinder seien aber vom Tag ihrer Geburt an von einer sozialen
Umwelt umgeben, die ihre Entwicklung auf vielfaltige Weise forme.

Die kognitive Entwicklung eines Kindes spiegele die Beitrage anderer
Menschen und der Kultur im weitesten Sinne viel umfangreicher wider, als
Piaget diesen Einfliissen zugestehe.”

Bei der Herausbildung der Intelligenz des Kindes misse man demgemaf
sehen, dass die Tatigkeit des Kindes von Anfang an gesellschaftlich vermittelt
sei, dass sich seine Aktivitat auf gesellschaftlich produzierte Gegenstande
richte, die Mittel seiner Tatigkeit gesellschaftlichen Charakter trigen, und dass
die Ausbildung der sprachlichen F&higkeiten genauso unter diesem
Entwicklungsgesetz stiinden wie die Ausbildung motorischer Fahigkeiten. Das
Kind erwerbe sich die gesellschaftlichen Tatigkeitsformen nach und nach als

immer neue Aktionsmédglichkeiten.”

Es ist also zu klaren, welche Bedeutung die sozio-kulturellen Einflisse auf die
kognitive Entwicklung haben und ob diese nicht sogar fur eine Verschiebung
der Altersgrenzen verantwortlich sein kdnnen. Die Vermutung, dass das formal-
operative Stadium in unserer Informationsgesellschaft schon friher erreicht
werden kann als noch zu Zeiten Piagets, wird durch zahlreiche Indizien
gestitzt.

Bevor ich konkret auf die moglichen Einflisse der Informationsgesellschaft auf

die kognitive Entwicklung eingehe, werde ich allgemein auf neue Erkenntnisse

"! Siegler/ DeLoache/ Eisenberg (2005: 199)
"2 Jahnke/ Mies/ Otte/ Schubring (1985: 117)
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zur Entwicklungspsychologie eingehen, die man unter Bertcksichtigung der
sozio-kulturellen Einflisse gewonnen hat.

Seit den dreiBiger Jahren des Zwanzigsten Jahrhunderts beschaftigen sich
Forscher mit der Frage, ob Piagets Theorie universell gilt. Dazu waren
Untersuchungen in unterschiedlichen sozialen Schichten und kulturellen
Umwelten nétig. Oesterdiekhoff berichtet von der Entwicklung einer

,Hochkonjunktur transkultureller Piaget-Psychologie*”

, es lagen inzwischen
Uber tausend Untersuchungen aus fast allen Landern und Ethnien des Planeten
vor. Diese zeigten, dass alle gesunden Menschen aus allen Kulturen und
Umwelten die ersten beiden Stadien der kognitiven Entwicklung — das
sensomotorische und das praoperationale Stadium des symbolischen und
anschaulichen Denkens — entwickelten, mit weitgehend identischen
Charakteristika, wie Piaget sie ermittelt habe. Dann aber stellten sich, im
Gegensatz zu urspringlichen Annahmen Piagets hinsichtlich der Universalitat
seiner Theorie, verschiedene kulturbedingte Abweichungen der kognitiven
Entwicklung ein. Das Stadium der konkreten Operationen werde nicht von allen
Menschen auf allen inhaltlichen Gebieten erreicht, ferner gebe es groBe
Unterschiede hinsichtlich des Lebensalters, in dem dieses Stadium elaboriert
werde. Soziale, technische und andere Umweltanforderungen mussten
vorhanden sein, um die Etablierung der konkreten Operationen zu provozieren.
Auch die IQ-Forschung bestéatigt diese These. Ohne hier den Begriff
Intelligenzquotient zu definieren und auf die Problematik seiner Bestimmung
einzugehen, kann von einem Zusammenhang zwischen kognitiver Entwicklung
und Intelligenz ausgegangen werden, sodass auch die 1Q-Forschung
interessante Indizien liefert. Es seien bei voralphabetischen Ethnien, die jagend,
sammelnd, bauerlich oder viehzichterisch tatig seien, unabhangig von ihrer
Ethnie, Religion oder kontinentalen Abstammung rund um den Globus
empirisch 1Q-Mittelwerte ungefahr zwischen 50 und 75 festzustellen.”

In demselben Bereich finde man die Werte bei vor 100 Jahren an
analphabetischen Europaern durchgefuhrten und dokumentierten
Intelligenztestungen. Es spreche stark fur eine Kulturtheorie der Intelligenz,
wenn vormoderne, nicht alphabetische Ethnien unabhangig von Rasse, Kultur
oder Religion 1Q-Werte in diesem niedrigen Bereich hatten.

"% Oesterdiekhoff (1997: 36 f.)
™ Oesterdiekhoff in Oesterdiekhoff/ Rindermann (2008: 10)

139



Bei Bevdlkerungsgruppen, die in Gesellschaften lebten, die unter
Modernisierungsdruck stiinden, sei im ganzen 20. Jahrhundert ein Anstieg der
Intelligenz festzustellen. So hatten sich die Mittelwerte der Intelligenz von
Nationen, die sich industriell entwickelt haben, in den letzten Jahrzehnten auch
in Entwicklungslandern, drastisch nach oben bewegt.

Das bedeutet nicht, dass es in traditionellen Gesellschaften am biologischen
Potenzial mangelt, sondern deutet darauf hin, dass die Anregung aus der
kulturellen Umgebung fehlt, die nétig ist, um dieses Potenzial auszuschdpfen.
Zwar kbnne man davon ausgehen, dass der Wildbeuter, wenn auch vielleicht
nicht vor 200.000 Jahren, doch mindestens seit den letzten 50.000 Jahren, das
biologische Potenzial zum formal-logischen Denken hatte.” Dieses biologische
Potenzial habe aber infolge der Sozialisationsbedingungen nicht aktualisiert
werden kénnen, sodass das Denken der Jager und Sammler — wie das aller
vormodernen Menschen — im praoperational-erkenntnisrealistischen Denken
stecken geblieben sei. Der menschliche Geist entwickle sich namlich in der
Auseinandersetzung mit seiner Umwelt, vor allem mit seiner kulturellen Umwelt.
Wenn diese sich in einem primitiven Zustand befinde, dann seien ihre Reize zu
schwach, um die kindliche kognitive Entwicklung in einem MafBe anzuregen und
zu férdern, um das formal-operative Denken auslésen und entwickeln zu
kénnen. Durch die Sozialisationsforschung der letzten 100 Jahre sei belegt,
dass sich das genetische Entwicklungspotenzial nur dann entfalte, wenn die
kindliche Entwicklung in einem anregenden, férdernden und fordernden Milieu
stattfinde. Nur das moderne Kulturmilieu entfalte die sozialisierende Kraft, um
eine Evokation formal-logischer Operationen auslésen zu kédnnen. Vormoderne
Kulturmilieus seien hingegen nicht in der Lage, das abstrakte, diskursive,
reflektierende und formal-logische Denken zu provozieren.

Der sozio-kulturelle Einfluss spiegelt sich auch im Umgang mit Zahlen wider:
,In den meisten primitiven Eingeborenengesellschaften gibt es nur die
Zahlworter Eins, Zwei und seltener die Drei. Das nicht mehr Gezahlte bekommt
die Bezeichnung ,viele’ oder ,eine Menge'. [...] Uber die Zahlworte hinaus wird
der eigene Korper als Zahlschema gebraucht. An der korrekten Abfolge von
Bewegungen wird ein Abzahlen vollzogen. [...] Die Zahlung hat nur Erfolg, wenn

”® Oesterdiekhoff in Oesterdiekhoff/ Rindermann (2008: 36)
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sie mit eins beginnt und die Reihe der GliedmaBen durchlauft. Dies beweist
ganz eindeutig, dass das sinnliche Abzahlen praoperational ist.“"®

Ein typisches Zeichen fir fehlendes Abstraktionsvermdgen in traditionellen
Gesellschaften auf unteren Stufen der kognitiven Entwicklung ist auch die
VerknUpfung von Zahlwortern mit konkreten Dingen. ,Einige Naturvilker haben
die Zahl vollstandig mit den Dingen zur Einheit zusammengeschmolzen. 10
Kahne nennen die Fidschi-Insulaner bola, 10 Kokosnlusse koro, 1000
Kokosnlisse saloro.“’” Diese Verschmelzung von Zahlwort und konkretem Ding
oder Wesen zu einem neuen Begriff hat sich auch in der deutschen Sprache bis
heute erhalten. Besonders fallt dies beim Dual auf, der die Zweiheit ausdriickt,
wenn von einem Joch Ochsen, einem Paar Schuhe, von Zwillingsschwestern
oder von einem Duett die Rede ist. Ahnlich haben sich solche Begriffe auch fiir
unbestimmt groBe Mengen erhalten. Jager reden auch heute noch von einem
Rudel Hirschen, einer Kette Rebhihner und einer Herde Schafe. Auch im
Zusammenhang mit Gr6Ben waren die Begriffe lange an konkrete GréBen
gebunden. So wurde die Lange des Tuchs in Ellen abgemessen, die Lange
einer Hohe dagegen in FuB und wenn eine die Lange einer Tiefe gemessen
werden sollte, dann geschah dies in Klafter oder Faden.

Auch bei Mietzel”® |asst sich tiber sozio-kulturelle Einflussfaktoren auf die
kognitive Entwicklung nachlesen. Er berichtet Uber die Oksapmin, die in einer
auf Agrarwirtschaft spezialisierten Gesellschaft auf Papua-Neuguinea leben und
mit Hilfe von Korperstellen bis 29 zahlen kénnen. Weiter berichtet er tber
Kinder, die in Recife, Brasilien, KokosnlUsse verkaufen und keine Probleme bei
der Berechnung der Preise fir mehrere Kokosnusse haben, allerdings losgelést
vom Kontext Kokosnuss - Preis groBe Schwierigkeiten haben, einfache
Multiplikationen mit denselben Zahlen fehlerfrei zu bewaltigen. Und er sagt, es
scheine, dass chinesische Kinder beim Erlernen der Mathematik gegenuber
deutschen oder amerikanischen Kindern im Vorteil seien. Bereits im Alter von
vier Jahren kdnnten die asiatischen Jungen und Madchen verhaltnismaBig
wiele Ziffern® im Kopf behalten. Die Erklarung liege offenbar darin, dass die
chinesische Sprache eine ziemlich schnelle Aussprache der kurz gesprochenen

Ziffern ermdgliche; dadurch sei der Arbeitsspeicher des Gedachtnisses nicht so

’® Qesterdiekhoff (2006: 114 f.)
7 Menninger (1979: 22)
"8 Mietzel (2002: 26 f.)
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schnell Gberlastet. Wenn man amerikanischen und chinesischen Kindern
auftrage, sich Namen von Gegenstédnden zu merken, die in beiden Sprachen
gleich lang sind, zeigten junge Chinesen und Amerikaner dagegen keine
unterschiedlichen Ged&achtnisleistungen mehr.

Nach Oesterdiekhoff liegen mittlerweile Hunderte von empirischen Studien zur
Entwicklung der konkreten Operationen im Kulturvergleich vor, aus denen
hervorgehe, dass die Fahigkeit zu konkreten Operationen in unterentwickelten
Regionen entweder zeitverzdgert ausgebildet werde, nur bei einem Teil der
Bevolkerung oder gar nicht in Erscheinung trete. Die Kulturvergleichsforschung
habe gezeigt, dass 6kologische, technische, soziale und schulische
Anforderungen die Bedingung flr die Evokation der konkreten Operationen
seien.”

Weiter sei die Beherrschung hypothetisch-deduktiver und syllogistischer
Schlussfolgerungen ein klassischer Indikator fr das Vorliegen formal-logischen
Denkens. Die Kinder entwickelten solche logischen Deduktionen ab dem

10. Lebensjahr. Ein Fehlen solcher Fahigkeiten gelte als Indiz fir mangelnde
Etablierung formaler Operationen und Kinder unterhalb von zehn Jahren
beherrschten nur empirische Deduktionen. Aus Untersuchungen unter
analphabetischen Erwachsenen in Entwicklungsregionen gehe zudem hervor,
dass auch sie nicht zu diesen Formen des logischen SchlieBens fahig seien.®°
Schon in den 70er Jahren des letzten Jahrhunderts war aus Studien bekannt,
dass viele oder alle Individuen aller Kulturen das Stadium der konkreten
Operationen erreichen, wenn auch gewdhnlich in einem spateren Alter als
Mittelschicht-Européaer. Die Tatsache, dass manche Individuen, auch im
Erwachsenenalter eine praoperationale Art der Argumentation fortsetzen und
dass viele qualitative Unterschiede berichtet wurden, zeige, dass
Umweltfaktoren wichtiger sein kdnnten, als von Piaget in seinen friheren
Studien angenommen.®'

Schon gegen Ende der 70er Jahre ging die Mehrzahl der Forscher davon aus,
dass die Entwicklung der Fahigkeit zum formal-logischen Denken sich erst in

den modernen Gesellschaften entwickle. Ohne die Anforderungen in der

" Qesterdiekhoff (2005: 10 f.)
% Oesterdiekhoff in Oesterdiekhoff/ Rindermann (2008: 31)
® Dasen (1974: 421)
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modernen Kultur werde die Entwicklung des formal-logischen Denkens nicht
hervorgerufen. Entsprechend reiche flr einfache Gesellschaften das praformale
Denken. Offenbar bedirfe es einer Umgebung, die hohe kognitive
Anforderungen an die Individuen stelle, damit sich gewisse kognitive Strukturen
(iberhaupt erst ausbildeten. Nach Oesterdiekhoff®? entwickelt sich das Stadium
der formalen Operationen nur unter dem Einfluss spezifischer, insbesondere
moderner Kultureinrichtungen wie der mehrjahrigen Schulbildung, dann auch
nur partiell und hochspezifisch und nicht bei allen Individuen. Selbst in
modernen Populationen entwickle nur ein kleiner Prozentsatz der Individuen
tber bescheidene Grundlagen hinaus systematisch formal-logisches Denken.
Es sei das eindeutige Resultat vieler empirischer Untersuchungen, dass das
formale Stadium von Menschen vorindustrieller Gesellschaften gar nicht
entwickelt werde. Alle bedeutenden Forscher seien sich in dem Punkte einig,
dass das Denken von Menschen vorindustrieller, wildbeuterischer und
agrarischer Gesellschaften im praformalen Bereich verbleibe.

Diese Beispiele zeigen, dass der sozio-kulturelle Hintergrund einen enormen
Einfluss auf die kognitive Entwicklung hat und dass bestimmte sozio-kulturelle
Bedingungen notwendig sind, wenn das formal-operative Stadium ausgepragt
werden soll. Es lohnt sich also, den Blick auf die Entwicklung des formal-
operativen Denkens in hdher entwickelten Gesellschaften zu richten. Was
Industriegesellschaften betrifft, so ist nach Forschungsergebnissen das
reflektierte Training abstrakter =~ Gedankengebilde und logischer
Schlussfolgerungen der wesentliche Schrittmacher des formal-logischen
Denkens und die Schulbildung der wichtigste allgemeine Entwicklungsfaktor.®
Es wurde nun mehrfach aufgezeigt, was Kritiker Piaget vorwerfen und weshalb
an der uneingeschrankten Giltigkeit seiner Theorie gezweifelt werden muss:
Piagets Theorie lasst die soziale und kulturelle Umgebung auBer Acht, an deren
Einfluss auf die kognitive Entwicklung heute nicht mehr gezweifelt wird.
Zumindest beim Erlangen des konkret-operationalen Stadiums wie auch des
formal-operationalen Stadiums steht heute fest, dass der Zeitpunkt des
Erreichens dieser Stadien von sozio-kulturellen Faktoren abhangt.

8 Oesterdiekhoff (2000: 105 f.)
8 Qesterdiekhoff (2000: 114)
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In den letzten Jahrzehnten ist eine deutliche Beschleunigung insbesondere der
informationstechnischen Entwicklung zu beobachten. Wie groB aber der
Einfluss unserer von moderner Informationstechnik gepragten Gesellschaft auf
den Zeitpunkt ist, an dem Individuen in das formal-operationale Stadium
eintreten, bleibt noch zu klaren. In Abhangigkeit von der Geschwindigkeit, mit
der neue Information produziert und rezipiert wird, sieht Margaret Mead drei
verschiedene Kategorien von Kulturen, namlich postfigurative, kofigurative und
prafigurative Kulturen.®* Die Geschwindigkeit, mit der neue Information
produziert und rezipiert werde, hange von der Kategorie der Kultur ab.
Prafigurative Kulturen entsprachen zeitgendssischen westlichen Kulturen, zum
Beispiel in Europa und in den USA. Sie seien gepragt durch sehr rasche
technologisch-wissenschaftliche Veranderungen, etwa durch Computertechnik,
Weltraumtechnik, sich  rasch  andernde  &kologische  Situationen,
weltumfassende Verkehrs- und Kommunikationssysteme und ahnliche
Einflisse. In solchen Kulturen komme gemaB Mead ein groBer Teil der
Elterngeneration kaum noch mit oder doch langsamer als ihre
Kindergeneration, deren Slogan heiBt: ,Die Zukunft ist jetzt.“ Die prafigurative
Kultur entspreche der Idee, dass die Jugend Kiinstlerin oder Vorkampferin der
Zukunft sei. Nach Meads theoretischem Ansatz kénne der Grund darin liegen,
dass dank weltweiter Kommunikation Fortschritte, besonders technologische,
sehr rasch Allgemeingut und bereits wieder Voraussetzung fir weitere
Fortschritte seien.

Bei Intelligenztests, die mit Schweizer Jugendlichen im 20. Jahrhundert
durchgefihrt wurden, stellte man fest, dass sinkenden Schulleistungen und
konstanten oder verschlechterten Leistungen im Bereich der traditionellen
Bildungsinhalte bessere Leistungen im Bereich der bildungsfreien Inhalte erzielt
wurden. Stoll und Schallberger nennen als eine Erklarung dafir die
Verbesserung der  alltaglichen, auBerschulischen Lebens- und
Entwicklungsbedingungen, insbesondere durch ein gréBeres
Informationsangebot und héhere Anspriiche im Alltag.®®

Neuere Forschungen Uber formal-operationales Denken sorgten dafir, dass

das formal-operative Stadium feiner in mehrere Stadien zerteilt wurde. Denn

8 Flammer/ Alsaker (2001:45 f.)
% Stoll/ Schallberger (1992: 194 - 205)
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Untersuchungen zeigten, dass auch die &lteren Schulkinder und auch
Erwachsene zum Teil nur eingeschrankte Fahigkeit zur Aussagenlogik besitzen.
Kutzner® berichtet tber Untersuchungen, die Aleksandr Lurija 1930/31 mit
erwachsenen Analphabeten in Usbekistan durchfihrte, die keine Schulbildung
hatten, mit dem Ziel herauszufinden, wie der Prozess des SchlieBens bei
Syllogismen verlauft. Er habe ihnen den Syllogismus présentiert: ,Im hohen
Norden, wo es Schnee gibt, sind alle Baren weil3. Nowaja Semlja ist im hohen
Norden, und dort ist immer Schnee. Welche Farben haben dort die Baren?“

Die Antworten hatten die Unfahigkeit der Befragten zu formal-logischen
Schlissen gezeigt. Zum Beispiel hatten sie geantwortet, es gebe verschiedene
Tiere oder man habe mal einen schwarzen Baren gesehen oder wer sie noch
nicht gesehen habe, der kdnne auch nichts dazu sagen.

Die Erklarung daflr sei, dass ich die Antworten des analphabetischen
Probanden nicht auf logische Implikationen bezdgen, sondern auf persdnliche
Erfahrungen. Urteilen und SchlieBen gelingen aufgrund der eigenen Erfahrung.
Der Proband antworte klug Uber praktische Dinge und benutze seinen
gesunden Menschenverstand. Er akzeptiere allerdings nicht die vom
Versuchsleiter gegebenen Pramissen, fasse sie vielmehr als Einzelsatze auf
und verweigere das Schlussfolgern aus dem Syllogismus.

Wenn es um solche logischen Schlussfolgerungen geht, dann lassen sich
ahnliche Schwierigkeiten teilweise auch in modernen Gesellschaften
beobachten. Bei Kindern, die noch nicht das formal-operative Stadium erreicht
haben, ist dies klar. Sie haben Schwierigkeiten, die richtigen Schllisse aus
Aussagen zu ziehen, insbesondere dann, wenn Voraussetzungen der
Wirklichkeit oder ihren eigenen Annahmen widersprechen. Ein Beispiel flr eine
Kombination solcher Aussagen von Moshman und Franks belegt dieses: ,Wenn
Hunde grbBer sind als Elefanten und Elefanten gréBer als Mause, sind Hunde
gréBer als Mause.®” Kindern fallt hier das logische SchlieBen besonders
schwer, weil sie die Voraussetzung nicht akzeptieren kdnnen, dass Hunde
gréBer sind als Elefanten. Wahrend es sich hier um Kinder handelt, die noch
nicht das formal-operative Stadium erreicht haben, sind es in vorindustriellen

Gesellschaften oft Erwachsene.

8 Kutzner, Oesterdiekhoff/ Rindermann (2008: 89)
8 Berk (2005: 504)
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Dass auch in modernen Gesellschaften nicht alle Jugendlichen und
Erwachsenen das formal-operative Stadium erreichen, muss nicht
ausgeschlossen werden, denn dass Menschen sich individuell unterschiedlich
entwickeln, steht nicht im Widerspruch zu der Médglichkeit der friheren
Auspragung des formal-operativen Stadiums durch die Gegebenheiten einer
modernen Gesellschaft. Dass das Erreichen des formal-operativen Stadiums
nicht gleichbedeutend ist mit der uneingeschrankten Fahigkeit, formal-logisch
zu denken, ist klar. Es gibt zahlreiche Experimente, die zeigen, dass auch
Jugendliche oder Erwachsene manchmal Schwierigkeiten haben, formal-
logische Schllisse zu ziehen. Dabei gab es zum Teil verbliffende Ergebnisse.
Ein Beispiel daflr ist ein Experiment, das Hoppe-Graff und Schrdder an
Erstsemestern der Universitat Leipzig im Wintersemester 1997/98 durchfihrten.
Sie legten den Studierenden eine Aufgabe zum formal-logischen SchlieBen vor.
Dabei war die Pramisse gegeben: ,Wenn es Sommer ist, dann schneit es in
Leipzig.“ Weiter waren vier Aussagen mit jeweils einer Frage gegeben: 1. Es ist
Sommer. Schneit es in Leipzig? 2. Es ist nicht Sommer. Schneit es in Leipzig?
3. Es schneit in Leipzig. Ist es Sommer? 4. Es schneit nicht in Leipzig. Ist es
Sommer?

Bei jeder der vier Fragen sollten sich die Erstsemester flr eine der Antworten
Ja“, ,nein“ oder ,vielleicht” entscheiden. Bei der dritten Frage konnten nur 56%
der teilnehmenden Erstsemester die richtige Antwort liefern, bei der ersten
Frage antworteten 82% richtig, bei den anderen Fragen waren es jeweils 65%
der Probanden.?®

Ein anderes sehr populdres Experiment, das ebenfalls die Grenzen der
Fahigkeit zum logischen SchlieBen aufzeigen soll, ist Wasons Vier-Karten-
Problem®. Dabei liegen 4 Karten auf dem Tisch, von denen jede eine Zahl auf
der einen Seite und einen Buchstaben auf der anderen Seite hat. Auf zwei der
Karten sind die Buchstaben E und T sichtbar, auf zwei anderen die Zahlen 4
und 7. Es wird den Probanden gesagt, dass folgende Regel gilt: Wenn auf der
einen Seite einer Karte ein Vokal steht, steht auf der anderen Seite eine gerade
Zahl.

88 http://www.uni-leipzig.de/~erzwiss/mitarbeiter/hoppe_graff/material/ma-
VEntw+Lernenl_ws04-05_Kapitel06.pdf (Stand 10.11.09)
89 Wason (1968: 273 ff.)
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Die Priflinge sollen nun entscheiden, welche Karten umgedreht werden
mussen, um herauszufinden, ob die Regel tatsachlich gilt. Bei dieser
Untersuchung wéhlten nur 5 von 128 Probanden die richtige Antwort. Am
beliebtesten war die Antwort, man musse die Karten mit E und 4 umdrehen.

Sollte eines dieser zuletzt genannten Beispiele als Argument gegen die These
angefuhrt werden, dass das formal-operative in modernen Gesellschaften
friher und auch weiter verbreitet ausgepragt wird als in vorindustriellen
Gesellschaften, so ist zu aus mehreren Griinden zu widersprechen.

Denn in diesen Beispielen werden schon mehr als einfache formale
Operationen verlangt. Beim ersten Beispiel wird der Schluss dadurch erschwert,
dass der dargestellte Sachverhalt den Tatsachen widerspricht. Beim zweiten
Beispiel ist zu bedenken, dass die logische Struktur der Implikation
mathematisch ausgebildeten Menschen klar ist, dass aber Lernende oft noch
die Implikation mit der Aquivalenz verwechseln oder zumindest keine klare
Vorstellung von der logischen Struktur einer Implikation haben.

Erschwert wird der Schluss durch den eher abstrakten Sachverhalt. Es wurde
schon gezeigt (vgl. Griggs/ Cox), dass ein gleich strukturiertes Problem in
einem anderen, der Lebenswelt der Probanden naheren Kontext, zu viel mehr
richtigen Schllissen fahrt.

Weiter ist zu entgegnen, dass Piaget sich vorwiegend mit der Kompetenz und
nicht mit der Performanz beschaftigt hat.

Allerdings kann von der fehlenden Performanz nicht auf die fehlende
Kompetenz geschlossen werden. Dass also in einem Bereich des Stadiums ein
Verhalten nicht beobachtet wird, heiBt nicht, dass die potenzielle Fahigkeit dazu

nicht vorhanden ist und dass das Stadium nicht ausgepragt ist.

Zusammengefasst herrscht in der Entwicklungspsychologie Einigkeit darlUber,
dass diese vier Piagetschen Entwicklungsstadien nur in dieser Reihenfolge
durchlaufen werden kénnen. Es kann also keines der Stadien Ubersprungen
werden. Es herrscht ebenso Konsens dariber, dass die Auspragung des letzten
Stadiums stark von sozio-kulturellen Bedingungen beeinflusst wird. In welcher
Weise diese Bedingungen aber wirken, muss noch besprochen werden.
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Man geht heute davon aus, dass auch die physischen Umweltanforderungen
die Entwicklung der konkreten Operationen beeinflussen. Diese sind in fast
allen Kulturen unterschiedlich entwickelt.*® Und die formal-logischen
Operationen seien in Industrielandern bereichsspezifisch und in hdéherer
Bildung starker ausgepragt. Diese Unterschiede seien Hinweise darauf, dass
sich die Kognition kulturabhédngig vollziehe. Die Anforderungen der
vormodernen Gesellschaften verlangten kein hypothetisch-deduktives Denken,
keine Syllogismen, formale Verallgemeinerungen oder generalisierende
Begriffsbestimmungen. Die Lebensbewaltigung in modernen Gesellschaften
verlange grundlegende kognitive Veranderungen.

Nach Oesterdiekhoff erzwingen die ermittelten Korrelationen von Traditionalitat
und praformalem Denken einerseits und Modernitat und formalem Denken
andererseits die Konstruktion einer allgemeinen Okologischen Theorie, die die
Interdependenzen materieller institutioneller Prozesse und kognitiver Strukturen
im Einzelnen untersucht und aus ihrem Zusammenhang begreift.

Die Evolution der formalen Operationen sei ,als ein Erfordernis an kognitive
Kapazitaten zu beurteilen, angesichts differenzierter sozialer Prozesse
adaquate Problemlésungsmechanismen auszubilden. Nun weisen die
neuzeitlichen und modernen sozialen und institutionellen Prozesse Strukturen
auf, die in den Ubrigen und bisherigen Gesellschaftsformen hinsichtlich ihrer
sozialen und technischen Qualitédten nichts Gleichwertiges finden. Neuzeitliche
Natur- und Ingenieurswissenschaften, mithin die Industriewirtschaft,
kapitalistische Unternehmungen, formalisiertes Recht und Verwaltung, das
Berufsausbildungssystem und das alphabetisierte und technische Berufswissen
sowie die sozial-kognitiven Anforderungen angesichts sich Uberschneidender
sozialer Kreise erfordern unmittelbar formal-logisches Denken. So stellen die
Institutionen und technischen Verfahren der industriellen Gesellschaft
Anforderungen an die kognitiven Kompetenzen der Populationen, die ersichtlich
uber das Niveau der Arbeitstechniken und der institutionellen ZurGstung
traditionaler Gesellschaften hinausgehen. Damit lasst sich zumindest eine
allgemeine Antwort und Erklarung angeben, weshalb Populationen entwickelter,
modernisierter Regionen in besonderer Weise formales Denken ausgebildet

% Kutzner in Oesterdiekhoff/ Rindermann (2008: 90 f.)
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haben: Nur in ihnen finden sich Institutionen und Verfahren, die entsprechende
kognitive Anforderungen stellen. Komplementar ergibt sich die Erklarung far das
praformale Denken in traditionalen Milieus von selbst: In Gesellschaften, in
denen ungefahr 90 % der Bevélkerung von Jagd und Agrarwirtschaft leben,
genugt reprasentationales Denken zur Bewaltigung der hergebrachten
Arbeitstechniken in Landwirtschaft, Handel und Handwerk sowie der
kommunikativen Ablaufe."’

Das bedeutet, dass sich die kognitive Entwicklung an die Anforderungen der
Umwelt anpassen kann. Dort wo praformales Denken ausreicht, wird die
Fahigkeit zu formalen Operationen nicht ausgebildet, jedenfalls nicht von selbst,
und die unteren Entwicklungsstadien bleiben wirksam.

Als wesentliche Bedingungen fur die Entwicklung der formalen Operationen
gelten Alphabetisierung sowie Stadt-, Schul-, Berufs- und Mittelschichtkultur.%?
All diese Forschungsergebnisse zeigen den Einfluss der sozio-kulturellen
Bedingungen auf die kognitive Entwicklung. Sie zeigen, unter welchen
Bedingungen das konkret-operationale oder formal-operative Stadium erreicht
werden kann. Sie zeigen auBerdem deutlich, dass die Altersgrenzen fir die
Wechsel der Entwicklungsstadien, die Piaget angegeben hat, nicht starr sind.

Somit ist davon auszugehen, dass die Altersgrenzen in unserer
technologisierten Welt nach unten korrigiert werden missen. Denn ebenso wie
die industrielle Gesellschaft durch verédnderte Anforderungen an die Individuen
anders auf die kognitive Entwicklung wirkt als die vorindustrielle Gesellschaft,
hat die informationstechnische Gesellschaft mit wieder veranderten
Anforderungen an die Individuen eine Auswirkung auf die kognitive
Entwicklung.

So sieht auch Dittmann®, dass ,in Anbetracht dessen, dass der Gebrauch von
Medien bisher offenbar immer einen direkten Einfluss auf das menschliche
Bewusstsein hatte®, sich die Frage aufwerfe, ob und inwieweit die Nutzung des
Internets und insbesondere der Online-Kommunikation die kognitive
Entwicklung und den Sprachgebrauch préage oder pragen werde.

%' Oesterdiekhoff (1997: 125 f.)
% Qesterdiekhoff (1997: 61)
% Dittmann (2002: 14)
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Moglicherweise verursacht schon die Nutzung einzelner moderner Medien

Effekte. Diese Wirkungsmaoglichkeiten werden im Folgenden aufgezeigt.

7.3.1.3 Mogliche Effekte der informationstechnischen
Gesellschaft

Bevor Uberhaupt auf mégliche Effekte der informationstechnischen Gesellschaft
auf die kognitive Entwicklung von Kindern und Jugendlichen eingegangen
werden kann, ist zu klaren, inwieweit sie Berlhrung mit modernen Medien

haben.

Undbersehbar ist die Verbreitung der Mobiltelefone oder Handys unter den
Jugendlichen und Kindern, da viele von ihnen ihr Handy auch dann in der Hand
halten, wenn sie nicht telefonieren. Das lasst sich leicht dadurch erklaren, dass
fir die Kinder und Jugendlichen nicht das Telefonieren, sondern die SMS-
Kommunikation, die oft als ,simsen’, ,texten’, ,tickern’ oder ,mailen’ bezeichnet
wird, fir Kinder und Jugendliche die allerwichtigste Funktion des Handys ist.**
Wenn man sich die Lebenswelt der heutigen Kinder und Jugendlichen in der
informationstechnischen Gesellschaft ansieht, findet man ein hohes Maf an
modernen technischen Geraten, die sich in ihrem Besitz befinden oder zu
denen sie zumindest Zugang haben.

Besonders zugenommen haben in den letzten Jahrzehnten der Ausbau und die
Technologisierung im Bereich der Medien. Dies betrifft sowohl klassische
elektronische Massenmedien wie Fernsehen als auch moderne Medien wie
Handy und Computer. Wahrend es bis in die 1980er Jahre in Deutschland zwei
bis drei Fernsehprogramme gab, die wahrend der meisten Stunden ein
sogenanntes Testbild zeigten und erst im Laufe des Nachmittags die
Ausstrahlung eines Programms begannen, gibt es im Gegensatz dazu heute
Uber dreiBig Sender, die sich problemlos empfangen lassen und von denen die
meisten ohne Unterbrechung senden.

% Doring, Dittler/ Hoyer (Hrsg.) (2006: 48)
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Mit der Zunahme des Programmangebots hat auch die Ausstattung mit
Fernsehgeraten zugenommen. ,In 98% aller deutschen Haushalte findet sich
heute (mindestens) ein Fernsehgerat. Hinzu kommt ein Trend zu
Fernsehgeraten in Kinderzimmern, der seit etwa einem guten Jahrzehnt immer
deutlicher wird. In den USA haben 24% der Zwei- bis Funfjahrigen, 48% der
Sechs- bis Elfjahrigen und 60% der 12- bis 17- Jahrigen einen Fernsehapparat
in ihrem Zimmer. [...] In Deutschland standen im Jahr 2000 in 49% aller
Haushalte zwei und mehr Fernsehapparate. Einen PC gab es im Jahr 2000 in
54% der Haushalte, wobei diese Zahl noch 1995 nur 23% betrug. Im Jahr 2002
hatten bereits Uber 80% der Jugendlichen von zuhause aus die Moglichkeit des
Internetzugangs.“%®

Im Statistischen Jahrbuch 2007 ist Gber das erste Quartal 2006 nachzulesen,
dass unter den 10- bis 15- jahrigen Jugendlichen 40,4 % taglich oder fast jeden
Tag und weitere 33,1 % mindestens einmal pro Woche das Internet genutzt
haben.®

Eine weitere Veroffentlichung des Statistischen Bundesamtes gibt Aufschluss
Uber die Ausstattung von Informations- und Kommunikationstechnologien in

privaten Haushalten 2006°":

Anteile der Haushalte in Deutschland
Telefon-Festnetzanschluss 93,8%
Mobiltelefon (Handy) 80,6%
Spielkonsole 14,5 %
Computer (stationar) 63,8%
Tragbarer Computer 24,8%
Handheld Computer 4,9%
Internetzugang 61,4%

Die Deutsche Presse Agentur lieferte am 9. November 2007 Zahlen Uber die
tagliche Mediennutzung von Jugendlichen, wobei nur dargestellt wurde, wie

groB3 geschlechtsspezifisch der Anteil der Jugendlichen ist, der sich ca. 1 bis 2

% Spitzer (2006: 1f.)
% Statistisches Jahrbuch 2007 fiir die Bundesrepublik Deutschland (2007: 114)
% Statistisches Jahrbuch 2007 fiir die Bundesrepublik Deutschland (2007: 113)
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Stunden taglich oder mindestes 3 Stunden mit einem bestimmten Medium

befasst. %
Jungen Méadchen
ca. 1 bis 2|3 Stunden und |ca. 1 bis 2|3 Stunden und
Stunden mehr Stunden mehr
Fernsehen/ 53,2 % 22,1% 50,2% 23,6%
Video
Musik héren | 28,4% 24,2% 33,4% 36,7%
Computer/ 34,4% 16,9% 23,1% 6,4%
Internet
Spielkonsole | 21,4% 6,1% 4,3% 1,1%
Handy 9,1% 5,6% 13,4% 12,7%

Eine andere Veréffentlichung der Deutschen Presse Agentur vom 1.6.2007 mit

dem Titel ,Kinderleicht“ stellt die Medienkompetenz der 6- bis 13-Jahrigen dar.

Von je 100 Jungen und Madchen gaben an, besonders gut zu kdnnen:*

Jungen | Madchen
DVD abspielen 58 44
Videotext im Fernsehen einstellen 47 36
Programme auf dem Computer spielen 46 31
SMS mit Handy verschicken 44 43
MP3-Player benutzen 41 30
Uhrzeit am Handy einstellen 40 37
Videorekorder programmieren 32 21
Dateiverzeichnisse anlegen 20 12
CD-ROMs brennen 19 12
Dateien aus dem Internet runterladen 16 11
im Chatroom anmelden 15 13
eine Homepage erstellen 4 4

% www.db.globus.pictures.de, 1733glo, (Stand: 13.09.08)
% www.db.globus.pictures.de, 1407glo, (stand: 13.09.08)
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Nach diesen Zahlen muss keine Diskussion daruber geflhrt werden, wie sehr
diese modernen Medien in der Lebensumwelt der Kinder und Jugendlichen
vorhanden sind, sondern es ist offensichtlich, dass Kinder und Jugendliche
heute in komplexen Medienwelten aufwachsen. Nach Vollbrecht umschreibt der
Begriff ,Medienwelten“ einerseits die Tatsache, dass Medien in vielfaltigen
Formen in den Alltagswelten von Kindern und Jugendlichen vorfindbar sind und
andererseits auch deren Welterfahrung nachhaltig strukturieren. Medien wirkten
heute an der Konstruktion von sozialer Welt entscheidend mit und ihr Mitwirken
werde auch so erfahren.

Medien aller Art seien Sozialisationsagenturen, die symbolisch Gber Zeichen
und Zeichensysteme allgegenwartig seien und die heute vorzufindenden
gesellschaftlichen Auspragungen von Kindheit und Jugend pragten.'®

Es lohnt sich also der Frage nachzugehen, in welcher Weise der Umgang mit
diesen technischen Geraten sich auf die kognitive Entwicklung der

Jugendlichen auswirkt.

Der Frage nach dieser Wirkung nachzugehen darf nicht missverstanden werden
als Versuch, diese Gerate zu glorifizieren. Mogliche negative Folgen eines
Missbrauchs sind offensichtlich. Sie wurden auch schon und werden wohl auch
in Zukunft vielfach in verschiedenen Publikationen beschrieben, werden hier
aber nicht thematisiert.

Der Computer ist ein Medium, das sich in den letzten Jahrzehnten bis in fast
alle Haushalte verbreitet hat. Auch in Schulen und sogar Kindergarten findet
man Computer. Dass der Einsatz von Computern in Schulen und insbesondere
in Kindergarten ambivalent zu sehen ist, beschreibt NeuB, der ,mdglichst
unvoreingenommen® in mehreren Computerprojekien die Frage untersuchte,
welchen Aktivitaten Vorschulkinder bei der Computernutzung nachgehen. Den
Kindern werden meistens Passivitat, Sprachlosigkeit und Kommunikationsarmut
unterstellt, dagegen sei es wichtig die zum Lernen motivierende Funktion des
Computers und entsprechender Software zur Kenntnis zu nehmen. Die bei den
Kindern beobachteten Aktivitaten sagten auch etwas Uber positive Lerneffekte
bei gemeinsamer Beschaftigung an Computern aus. Diese lagen zum Beispiel
im Bereich der kognitiv-koordinativen Aktivitadten, das Bedienen der Maus

1% vollbrecht, Dittler/ Hoyer (Hrsg.) (2006: 33)
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fordere die Hand-Auge-Koordination. Weiter lernten die Kinder, sich
Ldésungswege zu merken, was sich darin zeige, dass sie anderen Kindern
Hinweise Uber mehrere Spielschritte gaben. Da sie bei vielen Spielen genau
zuhéren mussten, was der Sprecher erzdhle, um den nachsten Spielschritt
gehen zu koénnen, lernten sie das Zuhoéren, Kombinieren und Umsetzen.
SchlieBlich gebe es noch einen positiven Effekt auf die Konzentration. So
sprachen einige Kinder die sich wiederholenden Texte mit oder erinnerten sich
an die Funktionen der unterschiedlichen Schaltflachen."

NatuUrlich spielen Computer im Alltag von Kindern und Jugendlichen nicht nur
als Lernmedium eine Rolle, sondern sie werden von vielen vorwiegend zum
Spielen genutzt.

Die Einflussmdglichkeit, die klassische Spiele oder auch klassisches Spielzeug
wie Schach, Mihle oder Dame, Lego, Rubiks Cube oder Baukasten auf die
kognitive Entwicklung haben kénnen, wird niemand bestreiten.

Somit ist es interessant, welche positiven Auswirkungen die Computerspiele auf
die kognitive Entwicklung haben. So einseitig negativ wie alle Horrormeldungen
tber Auswirkungen von Computerspielen sind, so einseitig positiv klingt auch
der Text auf einem Plakat mit dem Titel ,Gerade Pisa“ der
Unterhaltungssoftware Selbstkontrolle USK aus dem Jahr 2003: ,Wer am
Computer spielt, lernt aus Fehlern, kontrolliert sich selbst, findet eigene
Ldsungen, denkt komplex, unterbietet vorgegebene Zeiten, vergisst das Ende
der Stunde, recherchiert zu Hause, arbeitet im Team - sogar am Wochenende.
Man kdnnte auch sagen: Er lernt das Lernen.” Einer solchen Aussage von
einem Werbeplakat darf nattrlich nicht unkritisch Glauben geschenkt werden,
schlieBlich kommt sie von einem nicht neutralen Interessenverband. Deshalb
gilt es, Belege flrr die beschriebenen positiven Effekte von Computerspielen zu
finden.

Flynn beruft sich bei der Erklarung der massiven Zunahme des
durchschnittlichen Intelligenzquotienten wéahrend des letzten Jahrhunderts auf
Greenfield und Johnson. Greenfield habe schon 1988 behauptet, dass
Videospiele, elektronische Spiele und Computeranwendungen eine verstarkte
Problemlésungsfahigkeit in  visuellen und symbolischen  Kontexten

verursachten. Wenn dies =zutreffe, dann sei eine solche verstarkte

1" NeuB, Dittler/ Hoyer (Hrsg.) (2006:91 f.)
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Probleml6sungsfahigkeit wiederum Voraussetzung daflr, unsere Freizeit zu
genieBen. Johnson weise auf die kognitiven Anforderungen von Videospielen
hin, etwa der raumlichen Geometrie in Tetris, den Steuerungsratseln in Myst
und den kognitiven Abbildungsanforderungen in Grand Auto Theft. "%
Greenfield zeigte in empirischen Studien ebenfalls, dass das Spiel Marble
Madness die raumliche Wahrnehmung von Schulkindern verbessert und dass
Tetris ebenfalls diese Verbesserung bewirkt. Allerdings fihrte sie letzteres
Experiment an jungen Erwachsenen durch.'®

Klar ist, dass es schwierig ist, brauchbare verallgemeinernde Aussagen Uber
den kognitiven Nutzen von Computerspielen zu machen, da sie sich zu sehr
voneinander unterscheiden. Computerspiele lassen sich in viele Genres
unterteilen, wie Action-Adventure, Adventure, Arcade, Denkspiele,
Gesellschaftsspiele, Jump & Run-Spiele, Management, Rollenspiele, Shooter,
Simulationen, Sportspiele, Strategie, Edutainment.'® Diese Unterteilung ist
keine Klasseneinteilung, sondern es gibt Uberschneidungsbereiche. Wahrend
man im Genre der Denk- und Gesellschaftsspiele auch altbekannte Brettspiele
wie Schach, Mihle, Dame oder Backgammon in digitalisierter Form wieder
finden kann, so liefern die anderen Genres Uberwiegend Arten von Spielen, wie
sie friiher nicht bekannt waren. Pohimann'® beschreibt typische Merkmale der
einzelnen Genres. Bei Action-Adventure- und Adventure-Spielen befinde sich
der Spieler in einer Abenteuerwelt, habe dabei verschiedene Aufgaben zu
bearbeiten oder Ratsel zu I6sen. Ihm wiirden Geschicklichkeit, Phantasie und
Kreativitédt abverlangt. Bei Arcade- und bei Jump & Run-Spielen gehe es um
Geschicklichkeit und Reaktionsschnelligkeit. Denkspiele seien nicht nur die
oben genannten klassischen Denkspiele, sondern auch solche, bei denen man
schnell denken und handeln misse. In Management-Spielen habe man die
Aufgabe eine Stadt, einen Staat, ein Unternehmen oder einen FuBballverein zu
leiten. Sie seien den Simulationsspielen ahnlich, wo man zum Beispiel die Rolle
eines Piloten Ubernehme und ein Flugzeug lenken solle. In diesen Spielen finde
man sich in einem mehr oder weniger wirklichkeitsnahen Szenario und misse

auf gegebene Umsténde reagieren. Rollenspiele versetzten die Spieler in eine

1% Flynn, Oesterdiekhoff/ Rindermann (Hrsg.) (2008: 129)
198 Greenfield (1999: 18 1.)

1% pohimann, Kaminski/ Witting (Hrsg.) (2007: 9 ff.)

1% Pohlmann, Kaminski/ Witting (Hrsg.) (2007: 9 ff.)
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Phantasie-Welt, in der sie mit Schwertkdmpfen, aber auch mit Magie bestimmte
Ziele erreichen sollten. Shooter-Spiele seien die am meisten in Verruf
geratenen Spiele.

In diesen Spielen mulsse der Akteur versuchen, mit Schusswaffen
Gegenspieler, die beispielsweise Terroristen darstellten, zu besiegen.
Sportspiele seien Spiele, bei denen ein Sportwettkampf am Bildschirm gezeigt
werde, den der Spieler durch Tastatur- oder Maus-Bedienung beeinflussen
kdénne. Strategiespiele bedurfen keiner Erlauterung, unter Edutainment-Spielen
verstehe man eine Software, die schulbezogene oder andere Lerninhalte auf
spielerische Weise vermitteln méchte. Diese Ubersicht zeigt schon, wie vielfaltig
die Anforderungen an die Spieler je nach Abhangigkeit vom Genre sein kénnen.
Dementsprechend unterschiedlich sind auch die Wirkungen der Spiele auf die
Spieler.

Pfeifer beschreibt als typisches Merkmal der meisten Computerspiele, dass sie
dem Spieler am Anfang nur genau so viele Mittel und Methoden zur
Problemlésung anbdten, wie jeder Anfanger begreifen kdnne. Alles Weitere
werde dann im Spielverlauf durch Versuch, Scheitern, Analyse, Lernen und
Neuplanung erworben.'%

Auch Johnson ist sich bewusst, dass viele Computerspiele einen stupiden Inhalt
haben, stellt aber fest, dass es Computerspiele gibt, die positive Effekte auf die
Denkweise oder fur die Entwicklung von bestimmten Haltungen haben. Er
vertritt die zwei Thesen, dass erstens gemessen an fast allen MaBstaben, mit
denen man den kognitiven Nutzen des Lesens beurteile, die nichtliterarische
Popularkultur  der letzten dreiBig Jahre immer gréBer werdende
Herausforderungen biete. Als solche MaBstabe fihrt er Aufmerksamkeit,
Gedachtnis oder die Fahigkeit an, Zusammenhange zu erkennen. Zweitens
fordere diese Kultur zunehmend auch andere kognitive Fahigkeiten, die
genauso wichtig seien wie diejenigen, die durch das Lesen von Blchern
angeregt wiirden.'”’

So forderten Spiele auf, Entscheidungen zu treffen und sorgten auf diese Weise
fir nebenbei ablaufende Lernprozesse, die er als collateral learning bezeichnet.
Von auBen betrachtet, wirke die Hauptaktivitat eines Computerspielers wie eine
Klick-und-Tipp-Orgie. Ein Blick ins Spielergehirn férdere jedoch zutage, dass

1% pteifer (2007: 66)
197 Johnson (2006: 37)
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die primare Aktivitat sich auf einer vollig anderen Ebene abspiele, und zwar
beim Treffen von Entscheidungen. Manche erfolgen blitzschnell und spontan,
andere strategisch und langfristig geplant. Diese Entscheidungen selbst
grindeten auf zwei Arten kognitiver Verarbeitung, die der Schllssel zum
collateral learning seien, das sich beim Computerspielen vollziehe.

Diese bezeichnet er als ,erkunden® (probing) und ,hierarchisch ordnen®
(telescoping).'®®

Er beschreibt weiter, dass bei traditionellen Spielen wie Schach die
grundlegenden Regeln klar seien, wahrend viele Computerspiele Informationen
zurlckhielten. Als Beispiel dafir flhrt er Simulationsspiele an, bei denen zwar
ein Ziel vorgegeben sei, bei denen aber unklar sei, wie man dieses erreichen
kénne. So sei man gezwungen, durch Veranderungen bestimmter Parameter
herauszufinden, welche Auswirkungen sie auf das simulierte Geschehen
haben. Das sei spielerisches Lernen im wahrsten Sinne des Wortes. Konkret
sieht das zum Beispiel so aus, dass man als Manager eines FuBball-Vereins in
einem Simulationsspiel das Ziel hat, wirtschaftlichen und sportlichen Erfolg fur
sein Team zu erreichen. Somit ist das Ziel zwar klar, aber man weif3 nicht
genau, wie man es erreichen kann. Man kann zwischen vielen Optionen
wahlen, zum Beispiel neue, starkere Spieler fur seine Mannschaft erwerben,
von deren Aufstellung man erfolgreichere Ergebnisse erwartet. Man kann
Einfluss auf den Trainingsplan oder auf die Mannschaftsaufstellung nehmen
oder man vergrdoBert in Erwartung hdherer Einnahmen das Stadion und
ahnliches mehr. In welcher Weise eine vom Spieler vorgenommene
Veranderung einzelner Parameter sich auf den Spielerfolg auswirkt, wei3 man
vorher nicht. Als reizvoll dabei kann gesehen werden, dass jede Aktion eine
Reaktion erzeugt, deren Details man erst herausfinden méchte.

Genau wie bei den meisten empirischen Forschungen erziele man Ergebnisse
dadurch, dass man Dinge ausprobiere, zuféllig Uber Lésungen stolpere oder
seinem Instinkt folge.'® Der Spieler erfahre zeitnah die Auswirkungen seines
Handelns, kdnne daraus Schllisse ziehen, seine Aktionen anpassen. Dies

versetze ihn in eine ,machtvolle“ Position.""°

1% Johnson (2006: 54)
199 johnson (2006: 55)
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Gee beschreibt einen vierphasigen Prozess, den er als The Probe,
Hypothesize, Reprobe, Rethink Cycle bezeichnet, mit dem sich die Spieler
guter Videospiele beschéftigen missen. In der Probe-Phase misse der Spieler
die virtuelle Welt untersuchen, was das Umsehen in der aktuellen Umgebung,
das Anklicken irgendwelcher Dinge oder die Beschaftigung mit einer
bestimmten Handlung einschlieBe. Die folgende Hypothesize-Phase basiere auf
Reflektionen wahrend des Untersuchens und danach. Der Spieler misse eine
Hypothese darlber aufstellen, in welcher Weise die Dinge, zum Beispiel ein
Text, ein Objekt, ein Artefakt, ein Ereignis oder eine Handlung niitzlich sein
kénnten. In der Reprobe-Phase muisse der Spieler die Welt mit seiner
Hypothese im Gedachtnis erneut untersuchen, um zu sehen, welchen Effekt es
gebe. Die Rethink-Phase beende den Zyklus. Dabei behandle der Spieler den
Effekt als Rickmeldung der Welt und akzeptiere oder Uberdenke seine
urspriingliche Hypothese.'"

Ahnlich beschreibt auch Sleegers die Faszination der Spiele. Ein Spieler miisse
sich die seiner Spielwelt zugrunde liegenden Regeln aneignen. Viele Spieler
wirden bewusst keine Spielanleitungen mehr lesen, fir sie stelle das
Ausprobieren und Erforschen der Spielwelt gleichermaBen Reiz und
Herausforderung dar. Unabhangig davon schafften Regelverstdndnis und
Steuerungskontrolle erst die Voraussetzungen, um in einem Computer- oder
Videospiel handlungsmachtig agieren zu kénnen.''?

Als einen besonderen Reiz gerade bei wirklichkeitsnah wirkenden
Simulationsspielen nennt Johnson die Suche nach unrealistischen Details, die
eine spezielle Form des Erkundens darstelle.

Das hierarchische Ordnen ist nach Johnson eine Fahigkeit, die zum groBen Teil
darin bestehe, sich auf Ziele zu konzentrieren, die unmittelbar vor einem lagen,
ohne dabei die langfristigen, weiter entfernten Ziele aus den Augen zu
verlieren.'™

Auch Der Spiegel ging der Fragestellung nach der Wirkung der Medienwelt auf
die kindliche Psyche nach: ,Strategie- und Simulationsspiele wie Die Sims oder
Civilization, bei denen der Spieler Familien im Alltag begleitet oder Vélker durch
die Geschichte fihrt, haben unbestritten positive Wirkungen. Die Sims, selbst

""" Gee (2007: 87, 1.)
12 gleegers, Kaminski/ Witting (2007: 18)
3 Johnson (2006: 66)
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bei Madchen beliebt, gilt als erfolgreichstes Spiel aller Zeiten. Es sei sehr wohl
zu vermuten, dass ein Spiel wie Die Sims ,Kinderhirne positiv veréandert’, sagt
Henning Scheich, der am Magdeburger Leibniz-Institut fir Neurobiologie die
Grundlagen des Lernens erforscht. Neuronennetze fir strategisches Denken
kénnten besser verknlpft werden, Teile des limbischen Systems, die
Schaltstellen zwischen Fahigkeiten und Lernmotivation trainiert werden.“''*

Im selben Artikel widerspricht der Leipziger Medienpadagogik-Professor
Hartmut Warkus der unter Eltern verbreiteten Ansicht, bei Computerspielen
lerne man nichts, denn Kinder verbesserten ihre Fahigkeiten, etwa die Auge-
Hand-Koordination, oder eigneten sich clevere Problemldsungsstrategien an.
Die schon erwahnten Sims und FuBball-Manager-Spiele sind sehr popular.

Im Jahr 2006 verkaufte sich aber ein anderes Spiel noch haufiger, namlich
Anno 1701.

Anno 1701 sei ein komplexes ,Echtzeitstrategiespiel®, das sowohl alleine gegen
den Computer als auch vernetzt gegen andere gespielt werden kdénne. Der
Spieler agiere in der Rolle eines machtigen Herrschers, dessen Aufgabe es sei,
eine neue Zivilisation aufzubauen. Das Spiel fordere neben geschickter
Ressourcenverwaltung die Fahigkeit, strategische Entscheidungen zur
Entwicklung der ,Pixelvblker® zu treffen. Das spielerische Anforderungsprofil
und der Spielreiz bestdnden daraus, dass der Spieler aufwendige
Planungsaufgaben zu bewaltigen habe, angemessen auf unvorhergesehene
Ereignisse reagieren musse und Wechselwirkungsprozesse durchschauen

misse.'®

Einen weiteren positiven Effekt beschreibt Pfeifer, der in seiner Jugend viel Zeit
mit seinem ersten Computer, einem Commodore 64, kurz C 64, verbracht hat:
Er sieht einen groBen Nutzen seiner Beschaftigung mit dem C 64 darin, dass er
sein Englisch verbessert und ein bisschen Computersprache gelernt habe.
Noch interessanter aber scheint der von ihm genannte Effekt auf die
Problemldsefahigkeit zu sein. Denn vor allem habe er vor dem C 64 zum ersten
Mal in seinem Leben die Energie entwickelt, sich mit einem Problem so lange

auseinanderzusetzen, bis er eine LOésung gefunden habe. Er habe

"% Gatterburg in Der Spiegel (20/2007: 51 f.)
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Fachmagazine durchstdbert, Freunde gefragt, sich immer wieder neue Ideen
einfallen lassen, wie etwas funktionieren kénnte.'"®

Weiter stellt er positiv dar, dadurch gelernt zu haben, die Lésung von einem
Problem auf ein anderes zu Ubertragen, und sich eine Denkweise angewdhnt
zu haben, die darauf beruhe, herumzuprobieren, solange man nichts kaputt
machen kénne, und sich auf diese Weise langsam, Stlick fir Stlick, Wissen
anzueignen.

Ahnlich beschreibt auch Gerstenberger, dass es beim Spielen am Computer
immer um Problemlésungen gehe. Digitales Spiel ermdgliche insofern vor allem
eines, namlich Methodentraining. Computerspielende Kinder |6sten gern
Probleme, gendssen den Erfolg, argerten sich tUber den Misserfolg und lernten
zugleich, mit Misserfolg umzugehen. Sie lernten in individueller Zeit Probleme
zu l6sen, kontrollierten sich dabei selbst und entwickelten Ausdauer. Kinder
eigneten sich beim Spielen am Computer wichtige methodische Fahigkeiten an,
sie trainierten auch die Lesefahigkeit und logisches Denken.'' Er sieht die
einzelnen Genres nur als unterschiedliche Formen der Problemstellung.
Mdoglicherweise féallt es Jugendlichen gerade wegen dieser notigen
Vorgehensweise bei Computerspielen so leicht, mit anderen modernen
technischen Geraten umzugehen.

Zusammengefasst kbnnen Computerspiele neben dem sensomotorischen, dem
emotionalen und dem sozialen Bereich insbesondere den kognitiven Bereich in
den folgenden Punkten férdern: ,rdumliches Orientierungsvermogen,
Gedachtnisfahigkeit, Kombinationsfahigkeit, Kompetenz in konvergenter
Kreativitat, Lernféhigkeit, Experimentierfreudigkeit, Zeitmanagement,
Ressourcenmanagement, Planungskompetenz, Problemlésungskompetenz,
Sachkompetenz. Je nach Genre (Shooter, Strategiespiel, Adventure), kénnen
die kognitiven Forderungen der Spiele unterschiedlich sein.“''8

Auch Kraam-Aulenbach kommt zu dem Fazit, ,dass sich erfolgreiche Spieler
durch kognitive Leistung wie Abstraktionsfahigkeit, Verfugbarkeit eines breiten
Spektrums an  Problemldésungsstrategien, metakognitive  Fahigkeiten,

"% pteifer (2007: 35 f.)
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strukturierte Organisation von Wissen und kognitive Flexibilitat (die Fahigkeit,

ein Problem aus verschiedenen Perspektiven zu betrachten) auszeichnen.*''®

Ein weiteres Beispiel fur unterschéatzte positive Wirkungen moderner Medien
auf die kognitive Entwicklung liefert moglicherweise das Fernsehen. Johnson
spricht von einer anderen, immer erfolgreicher werdenden Form der Fernseh-
Intelligenz und nennt Beispiele fiir US-Fernsehserien, die zwar nicht inhaltlich
anspruchsvoll seien, aber strukturell. Das Fernsehen dominiere seit einem
haloen Jahrhundert die Massenkultur und sein Programm habe die
Anforderungen an genau diejenigen kognitiven Fahigkeiten im Laufe der Jahre
stetig gesteigert, die auch durch das Lesen von Bichern geférdert wirden,
namlich Aufmerksamkeit, Geduld, Beharrlichkeit und das Analysieren von
Erzahlstrukturen.’® Denn oft seien es zehn parallel laufende Erzahlistrange, die
vom Zuschauer verfolgt werden muissten. Dieses Phanomen nennt er
multithreading. Es sei in den 80er Jahren des letzten Jahrhunderts noch nicht
verbreitet gewesen, sondern ein neues Ph&dnomen. Multithreading werde als
wichtigste strukturelle Eigenschaft des modernen Fernsehens eingestuft und
von den Kritikern in den Himmel gelobt. Wenn man fernsehe, dann biete die
Zahl der verschiedenen Handlungsstrange intuitiv einen Anhaltspunkt daflr, wie
anspruchsvoll und komplex eine Fernsehserie wirklich sei. Alle Indizien
sprachen dafir, dass sich dieser Standard in den letzten zwei Jahrzehnten
deutlich vergréBert habe.

Mikos beschreibt, dass sich aufgrund visueller Wahrnehmungsformen auch
andere kognitive Fahigkeiten entwickeln kdnnen, die nicht den linearen, an
Sprachstrukturen orientierten Denkprozessen entsprechen. 5- bis 8-jahrige
seien dank narrativer Film- und Fernseherz&hlungen erheblich friher als bisher
angenommen reif zur Koordination raumlicher Perspektiven. Sie kénnten schon
im  Grundschulalter ~ zwischen  verschiedenen  Wirklichkeitsbereichen

unterscheiden.'®!

Ein weiterer Bereich, in dem ein Einfluss auf die kognitive Entwicklung

angenommen werden kann, ist die Online-Kommunikation. Der Meinung ist

19 Kraam - Aulenbach (2002: 237)
120 Johnson (2006: 76 ff.)
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zumindest Dittmann'??, der bei der Untersuchung der Online-Kommunikation im
Internet festgestellt hat, dass diese sich weit entfernt von konventionellen
Sprachnormen abspielt. Menschen und Medien stédnden offenbar in einem
zirkularen Verhéltnis zueinander. Die gestaltende Kraft des Menschen bringe,
oft auf Erfahrungen mit Medien aufbauend, immer neue Medien und
Technologien hervor, die dann wiederum die sprachliche und kognitive
Entwicklung des Individuums prégten. Ein gut nachvollziehbares Beispiel fur die
sprachliche Entwicklung des Individuums, die durch neue Medien und
Technologien initiiert wurde, ist die umfangreiche Verwendung von Symbolen
und Abkirzungen in SMS-Kurznachrichten. Die Ursache dafiir liegt vermutlich
darin, dass die meisten SMS-Kurznachrichten auf eine Lange von 160 Zeichen
beschrankt sind. In der Vergangenheit gab es schon &hnliches in der
Telegramm-Sprache zu beobachten, wo die Veranderung der Sprache aber auf
finanzielle Griinde zurtickzufihren war und nicht so sehr durch die vielfache
Verwendung von Abkirzungen und Symbolen gekennzeichnet war. Es ist
offensichtlich, dass die Verwendung von Symbolen eine formale, kognitive
Fahigkeit ist.

Zusammenfassung:

Es wurde gezeigt, dass die kognitive Entwicklung abh&ngig ist von sozio-
kulturellen Bedingungen und dass Jugendliche in der Informationsgesellschaft
Bedingungen vorfinden, welche die Vermutung stark erharten, dass sie fur
formal-operatives Denken mdglicherweise schon friher reif sind, als es
Jugendliche anderer Gesellschaften waren.

Das bedeutet aber, dass sie nicht zwingend darauf angewiesen sind, Neues auf
der Ebene der Veranschaulichung zu erlernen, sondern dass sie Uber die
notwendigen Voraussetzungen fir einen Einstieg im Formalen verfigen. Die
Tatsache, dass der sozio-kulturelle Hintergrund in der heutigen
Informationsgesellschaft annehmen I&sst, dass sie sogar noch friher in dieses
Stadium eintreten, als Piaget behauptet, sollte nur ermutigen, die Umsetzung
eines didaktischen Konzeptes zu wagen, das im Formalen statt im Konkreten
beginnt. Doch es gibt noch weitere gute Griinde, einen Einstieg im Formalen

vorzuziehen.

122 Dittmann (2002: 13)
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7.3.2 Entstehen von Fehlvorstellungen durch einen Einstieg
auf der konkreten Ebene

Dass der Einstieg in die konkrete Ebene zunachst einfach ist, wird hier gar nicht
bezweifelt. Es wurde nachgewiesen, dass sogar Schimpansen auf der
konkreten Ebene Brliche erkennen kénnen. So hat man mit ihnen Experimente
angestellt, in denen man ihnen zum Beispiel ein Glas gegeben hat, das halb
voll mit einer blauen FlUssigkeit gefillt war. Dann wurden ihnen zwei weitere
Glaser gezeigt, von denen eines ebenso halb voll, das andere zu drei Vierteln
geflllt war. Die Aufgabe bestand nun darin, den Bruchteil richtig zuzuordnen
und wurde sofort beherrscht. Als nachstes sollte von einem halb vollen Glas
zugeordnet werden, wobei ein halber Apfel und drei Viertel eines Apfels gezeigt
wurden. Wieder konnten die Schimpansen fehlerlos den halben Apfel zuordnen.
,In ihrem letzten Experiment zeigten Woodruff und Premack, daB Schimpansen
zwei solche Briiche sogar im Kopf kombinieren konnten: Wenn der als AuslGser
gegebene Reiz aus einem Viertel Apfel und einem halb vollen Glas Milch
bestand und die Tiere zwischen einem ganzen Kreis und drei Vierteln eines
Kreises wahlen sollten, entschieden sich die Schimpansen haufig flr die drei
Viertel. Sie fuhrten offensichtlich eine innere Rechnung durch, die der Addition

von zwei Bruchen &hnelt: l+l _ 3 azs
4 2 4

Dass also die einfachen Aufgaben, die im Allgemeinen am Beginn der
Bruchrechnung stehen, zu schwierig sind, wird hier gar nicht behauptet.
Vielmehr entsteht ein Problem dadurch, dass dieser Ansatz im Konkreten zu
Fehlvorstellungen fuhrt. Dies moOchte ich an einem sehr deutlichen Beispiel
zeigen. Schulerinnen und Schiler sind aus dem Bereich der natlrlichen Zahlen
folgende Vorstellung gewohnt:

3+4
1 2 3 4 5 6 7

' Dehaene (1999: 36)
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,Hierbei werden zunachst 3 Plattchen und danach 4 Plattchen hingelegt und die
Summe durch vollstdndiges Auszahlen (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) der Gesamtmenge
bestimmt.'** Diese Vorgehensweise ist die grundlegende Strategie von
Schulanféangern fir Additionen, insbesondere wenn mit Material wie Klétzchen
oder Plattchen gearbeitet wird. Andere Strategien sind Vereinfachungen, bei
denen die Gesamtmenge nicht komplett neu ausgezahlt wird, sondern beim 4.
Plattchen angefangen wird. Manche Schulerinnen und Schiler verandern diese
Strategie derart, dass sie nicht vom ersten Summanden aus weiterzdhlen,
sondern vom gréBeren Summanden oder dass sie nicht in Einerschritten
sondern, so lange es maglich ist, in Zweier- oder Dreierschritten weiterzahlen.
Eine Gemeinsamkeit aller dieser Strategien ist aber, dass in der Grundschule
also addieren als ,zusammenzahlen® gesehen wird. Auf der anschaulichen
Ebene passiert das, in dem Objekte zusammengepackt werden.

Nach einer Einfihrung der Bruchzahlen auf der anschaulichen Ebene wissen

die Kinder, dass sich % beziehungsweise % darstellen lasst, indem man ein

Rechteck in 2, beziehungsweise 3 gleich groBe Teile teilt und jeweils einen
davon markiert. Die Anschauung und die erworbene Vorstellung der Addition
liefern die folgende Fehlvorstellung:

_
Y

H B

Diese Fehlvorstellung ist sehr weit verbreitet und es ist offensichtlich, dass sie
durch die Anschauung unterstitzt wird. SchlieBlich lassen sich auch leicht

124 padberg (1996: 76f.)
164



konkrete Modelle mit einem Alltagsbezug finden, die diese naheliegende
Fehlvorstellung gut unterstitzen.

Wenn beispielsweise ein Stirmer einer FuBballmannschaft in einem Spiel eines
von 2 Toren seiner Mannschaft erzielt, dann hat er die Hélfte der Tore seiner
Mannschaft geschossen. Wenn seine Mannschaft im nachsten Spiel 3 Tore
erzielt und dieser Stiirmer dabei wieder ein Mal erfolgreich war, dann hat er in
diesem Spiel ein Drittel der Tore seiner Mannschaft erzielt. Man kann das auch
so formulieren, dass der Bruchteil der Tore dieser Mannschaft, die von diesem
Stlrmer erzielt wurden, im ersten Spiel die Halfte, im zweiten Spiel ein Drittel
ist. Fragt man sich nun, welcher Bruchteil der Tore aus beiden Spielen dieser
Mannschaft von diesem Stirmer erzielt wurde, so ist klar, dass er 2 von
insgesamt 5 Toren erzielt hat, sodass sein Anteil an den in beiden Spielen
erzielten Toren seiner Mannschaft bei zwei Finftel liegt.

Auf diesen Anteil ist man durch getrennte Addition der Anzahl der von diesem
Stirmer erzielten Tore einerseits und der Anzahl der von der Mannschaft
insgesamt erzielten Tore gekommen. Tatsachlich erhdlt man auf diese Weise
auch den Anteil der Tore dieser Mannschaft, die von diesem Stirmer erzielt
wurden.

Ein dazu analoges Beispiel kennen alle Schilerinnen und Schuler schon lange
vor der Bruchrechnung. Man denke sich eine Klassenarbeit. Bei der ersten
Aufgabe kann man 2 Punkte erzielen, bei der zweiten Aufgabe kann man 3
Punkte erzielen. Ein Schiler, der nun bei jeder der beiden Aufgaben einen
Punkt erhalten hat, hat bei der ersten Aufgabe die Halfte der méglichen Punkte
erzielt und bei der zweiten Aufgabe ein Drittel der mdglichen Punkte. Insgesamt
hat er aber zwei Funftel der méglichen Punkte erzielt. Oft werden die erzielten
und die moglichen Punkte auch mit als 1/2 und 1/3 notiert und als
Gesamtpunktpunktzahl wird dann 2/5 angegeben. Der Schragstrich wird im
Alltag in sehr vielen Féllen als Bruchstrich gesehen, sodass die Vermutung,

1/2 + 1/3 = 2/5 sei eine korrekte Addition von Brichen, fir Schilerinnen und
Schiler nahe liegen muss.

Natdrlich ist % nicht die Summe von % und % aber an drei Beispielen wurde

gerade illustriert, warum diese Fehlvorstellung bei einer EinfUhrung der

Bruchrechnung im Konkreten sehr nahe liegt.
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125 126

Sowohl Padberg'<® als auch Wartha “° schildern diese Fehlvorstellung von der

komponentenweisen Addition zweier Briche als weit verbreitet.

7.3.3 Unmaglichkeit einer Einfuhrung der negativen Zahlen auf
der konkreten Ebene im Folgeschuljahr

Wenn argumentiert wird, ein Einstieg in die Bruchrechnung in Klassenstufe 6
musse im Konkreten stattfinden, weil die kognitive Entwicklung der
Schulerinnen und Schiler noch keinen Einstieg im Formalen zulasse, dann wird
ignoriert, dass im darauf folgenden 7. Schuljahr bei der Einfihrung der
negativen Zahlen gar keine Konkretisierung moglich ist. Es ist widersprichlich,
wenn einerseits behauptet wird, man muisse die Briiche, die sich formal sehr
gut aus den natlrlichen Zahlen erarbeiten lassen, unbedingt auf der konkreten
Ebene einfihren und andererseits nur ein Jahr spater hingenommen werden
muss, dass eine Zahlbereichserweiterung zwingend auf der formalen Ebene
erfolgen muss, weil sie im Konkreten gar nicht mdéglich ist. Es gibt jedenfalls
keinen Grund anzunehmen, warum Schilerinnen und Schiler innerhalb eines
Jahres einen so groBen Fortschritt in ihrer kognitiven Entwicklung machen
sollten, dass sie von der Unfahigkeit, einfache formale Operationen
durchzufuhren, die sich auf die natlrlichen Zahlen zurlGckfihren lassen, zu der
Fahigkeit gelangen, mit abstrakten Konstrukien wie den negativen Zahlen

umzugehen.

7.3.4 Alle bisherigen didaktischen Konzepte sind gescheitert.

Ein weiteres Argument far ein neues Konzept ist die Tatsache, dass alle
bisherigen didaktischen Konzepte gescheitert sind. Bei der obigen Vorstellung
der Konzepte wurde ihre Tauglichkeit anhand eines Fragenkatalogs tberpruft.
Es zeigte sich, dass alle didaktischen Konzepte in einigen Punkten gravierende

125 padberg (2002: 102)
126 Wartha (2007: 187)
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Mangel aufweisen. Hier ist das im Folgenden vorgestellte Konzept, wie sich

zeigen wird, allen anderen Uberlegen.

7.4 Beschreibung und Auswertung des Konzeptes anhand
des Fragenkatalogs

In diesem Konzept werden Brlche pragmatisch als Quotienten zweier
natUrlicher Zahlen gesehen. Also wann immer wir zwei natirliche Zahlen als
Dividend und Divisor wéahlen, so ist deren Quotient ein Bruch und ebenso ist
jede Zahl, die sich als Quotient zweier natirlicher Zahlen darstellen lasst, ein
Bruch.

Bei der Beschreibung des Konzeptes wird im Gegensatz zur Vorstellung der
anderen didaktischen Konzepte sofort der Fragenkatalog herangezogen und
beantwortet.

Frage 1: Was ist ein Bruch?

Antwort: Ein Bruch ist eine Zahl, eine ,,stehen gelassene Division®.

Das folgende Konzept geht, anders als es bei den in den letzten Jahrzehnten
die Schulblcher bestimmenden Konzepten (blich war, nicht von der konkreten
Ebene aus, sondern fuhrt die Briche als ,stehen gelassene Division® ein.

Es ist nicht neu, dass Briiche mit Divisionen gleichgesetzt werden. Schon in
einer Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik
und Algebra aus dem Jahr 1894 findet man die Aufgabe

,Folgende Quotienten zu vereinfachen: 2) a) 36 : 63“'%

Eine Vereinfachung des Quotienten kann hier nur durch Division des
Dividenden und des Divisors durch einen ihrer gemeinsamen Teiler erfolgen,
das heiBt, der Quotient kann nur vereinfacht werden, indem die Darstellung
gekdrzt wird.

27 Heis (1894: 30)
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Bemerkenswert ist, dass im Buch aus dem Jahr 1894 vom Vereinfachen
gesprochen wurde und heutzutage Ublicherweise vom ,Kirzen“ gesprochen
wird, was leider von manchen Schuilerinnen und Schilern mit einer Division
oder zumindest mit einer Veranderung der Zahl assoziiert wird, wahrend beim
Auftrag, den Quotienten zu vereinfachen, klar ist, dass es sich nur um eine
Veranderung der Darstellung handeln kann.

Ahnlich wird die Auffassung von Briichen als Quotienten auch in einer anderen
alten Veroéffentlichung vertreten. Sie stammt aus dem Jahr 1918:

,oer funfte Teil von 4 Einheiten, also das Resultat der Teilung 4 : 5 ergibt sich

dann als viermal so groB wie der funfte Teil einer Einheit, als % was wir der

Wichtigkeit wegen noch in die Form einer Gleichung bringen: 4:5 = g =4.- 28

N | =

Ebenso ist es in diesem Konzept. Es sieht also davon ab, den Bruchbegriff Gber
Bruche als Anteile von Flachen oder von GrdéBen einzuflihren. Ausgangspunkt
des neuen Konzeptes ist stattdessen, dass jede Division zweier natlrlicher
Zahlen, auBer durch 0, moglich sein soll. 14 : 2 ist ein Bruch, aber auch 10 : 11
ist ein Bruch. Zwei Dinge werden hiermit sofort klar, ndmlich erstens, dass nach
dieser Definition jede Zahl ein Bruch ist, die sich als Quotient zweier natirlicher
Zahlen schreiben lasst und dass zweitens auch jede natirliche Zahl ein Bruch
ist.

Man findet also in der Menge der Briiche auch alle Zahlen wieder, die man
zuvor schon kannte. Aber nicht immer ist der Quotient zweier natlrlicher Zahlen
wieder eine natdrliche Zahl. Fir solche nichtnatirlichen Briche muss nun die
Akzeptanz als Zahl vorbereitet werden, was nicht schwierig ist. Erstens haben
die Schilerinnen und Schuler im Alltag die Erfahrung gemacht, dass Divisionen
auch dann mdglich sind, wenn der Divisor kein Teiler des Dividenden ist, also
wenn der Quotient nicht im Bereich der nattrlichen Zahlen liegt. Im Gegensatz
dazu fehlt nattirlich bei der Subtraktion eine solche Alltagserfahrung, denn es ist
nicht méglich konkret zu subtrahieren, wenn der Subtrahend gréBer ist als der

Minuend. Dies ist ein guter Grund, auch weiterhin die Briiche vor den negativen

12 Wieleitner (1918: 14)
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Zahlen einzufihren. Zweitens wissen sie schon, dass jede Division auBBer durch
0 maoglich ist, wenn vorher die Division mit Rest eingefuhrt worden ist. Auf die

Problematik der Notation wurde bereits in Abschnitt 3. 2 hingewiesen.

Was aber in Klassenstufe 5 meist nicht erfolgt, ist eine weitere Beschaftigung
mit den ,Ergebnissen® solcher Divisionen mit Rest. Zum Beispiel wird
Ublicherweise nicht mit ihnen gerechnet. Auch wird oft nicht thematisiert, was
der Ausdruck

3 + 2 : 6 oder auch 20 : 6 eigentlich ist. Wie man letzteren mechanisch in den
ersten Uberflihren kann, ist klar. Aber dass jedem Schiiler in Klassenstufe 5 klar
ist, dass 20 : 6 eine Zahl ist, muss bezweifelt werden, schlieBlich ,geht die
Rechnung nicht auf®, es bleibt ja ein Rest. So bietet es sich an, die Division mit
Rest zu wiederholen und unbedingt klarzustellen, dass wir von nun an auch
jeden Quotienten als Zahl ansehen wollen.

Den Schilerinnen und Schulern ist schon seit dem Besuch der Grundschule
bekannt, dass jede additive und jede multiplikative VerknUpfung zweier
natiirlicher Zahlen wieder eine natirliche Zahl liefert. Sie wissen auch, dass
man jede natlrliche Zahl durch jede von 0 verschiedene natlrliche Zahl
dividieren kann. Manchmal ist der Quotient wieder eine natirliche Zahl,
manchmal nicht. Dann sagen sie zum Beispiel: ,geht nicht auf, weil sie den
Quotienten noch nicht benennen kénnen oder sie erkennen, dass ein von 0
verschiedener Rest bleibt. Mit dem Ziel vor Augen, dass von nun an jeder
Quotient zweier natirlicher Zahlen als Zahl angesehen werden soll, ist also an
der Akzeptanz nichtnattrlicher Quotienten zu arbeiten. Das ist einfacher als es
zunachst klingen mag.

Zum Beispiel kénnen 4 Schilerinnen und Schiler problemlos 28 Bonbons unter
sich aufteilen, weil 28 : 4 = 7 ist. Gibt man ihnen jedoch nicht 28, sondern 30
Bonbons, so kénnen sie diese nicht ohne Rest unter sich aufteilen, da

30:4 =7+ 2 :4. Obwohl aber der Quotient 30 : 4 nichtnatdrlich ist, kann man
sich darauf verlassen, dass die Schilerinnen und Schiler in diesem Kontext
eine L6sung far das Problem finden, um 30 durch vier zu teilen, da die Bonbons
locken. Die Lésungsstrategien kdnnen unterschiedlich sein. Mdglicherweise
werden sie antworten, dass jeder 7 Bonbons bekommt und 2 Ubrig bleiben,
vielleicht werden sie auch formulieren, dass jeder 7 bekommt und die 2 tbrigen
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noch in 4 Portionen oder an die 4 beteiligten Personen geteilt werden muissen,
aber selbstverstandlich werden sie einsehen, dass sie einen grdBeren
Anspruch haben, als wenn sie nur 28 Bonbons gehabt héatten und einen
geringeren Anspruch, als wenn sie 32 gehabt hatten. Dass sie einen Anspruch
auf 30 : 4 Bonbons haben, ist klar. Dass dieser der gleiche wie der Anspruch
auf 7 + 2 : 4 ist, kdbnnen sie durch eine Division mit Rest erfahren. Dass also
auch 30 :4, beziehungsweise 7 +2:4 Zahlen sind, sollte ihnen nun klar
werden, auch wenn sie noch nicht genau wissen, wie sie mit 2 : 4 verfahren

sollen.

Es muss unbedingt die Bereitschaft der Schuilerinnen und Schiler daftr
geschaffen werden, von nun an alle Quotienten zweier natlrlicher Zahlen als
Zahl anzusehen.

Alle diese Zahlen, die wir als Quotienten zweier natirlicher Zahlen
darstellen kénnen, wollen wir von nun an Briiche nennen.

Im selben Moment ist das Augenmerk der Schilerinnen und Schiiler darauf zu
legen, dass sie den bisher bekannten Bereich der natirlichen Zahlen verlassen,
denn nicht immer ist ein solcher Quotient wieder eine natirliche Zahl. Wir
haben also auf einfache Weise neue Zahlen konstruiert.

Gleichzeitig damit wird aber eine der am weitesten verbreiteten
Fehlvorstellungen ausgeschlossen. Die Einbettung der natlrlichen Zahlen in die
Briche sowie das Kirzen und Erweitern geschieht namlich auf diese Weise
ganz naturlich, denn die Lernenden kénnen nicht nur selbst einsehen, dass jede
natUrliche Zahl ein Bruch ist, indem sie zu gegebenen nattrlichen Zahlen
geeignete Dividenden und Divisoren suchen, sondern es ergibt sich aus der
Auffassung, dass jeder Quotient zweier natlrlicher Zahlen ein Bruch ist, von
selbst, dass auch diejenigen Quotienten, die selber natirliche Zahlen sind, zu
den Brichen gehéren. Es stellt sich also gar nicht die Frage, ob die
altoekannten natdrlichen Zahlen in der Menge der Briiche wiederzufinden sind,
sondern es ist von vornherein klar, dass die Menge der Brliche eine
Erweiterung der Menge der natlrlichen Zahlen darstellt. Die natlrlichen Zahlen
erscheinen als besondere Brliche, die sich besonders einfach schreiben lassen.
Was das Kirzen und Erweitern angeht, so ergibt sich ebenfalls ganz natdrlich,
dass jeder Bruch auf mehrere, ja sogar unendlich viele Moglichkeiten
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darstellbar ist. Dieses lasst sich leicht an den besonderen Brlichen besichtigen,
den natdrlichen Zahlen, zum Beispielist 5=5:1=10:2=15:3=....

Das sollte auf keinen Fall verwirren, sondern an das Analogon der Invarianz der
Subtraktion erinnern. Schon in der Grundschule sollten die Schulerinnen und

Schiler gelernt haben, dass

Ya,b,ceN:a-b=(a+c)-(b+c¢)

gilt, also dass zum Beispiel

4-2=4+1)-2+1)=4+2)-2+2)=...,

beziehungsweise dass4-2=5-3=6-4=...

Diese aus der Grundschule bekannte Invarianz wird in Klassenstufe 7 bei der
EinfGhrung der negativen Zahlen eine Rolle spielen. Dann wird jede Differenz
zweier natdrlicher und spater auch rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl
sein, wahrend nun schon jeder Quotient zweier natlrlicher Zahlen als rationale
Zahl akzeptiert wird.

Auf eine derart formale Darstellung ist nattrlich in der Schule zu verzichten. Sie
ist hier aber flr die prazise Beschreibung des Inhalts nétig. Das gilt auch far die
folgenden formalen Darstellungen.

Wenn man also Minuend und Subtrahend um die gleiche Zahl vergréBert oder,
falls moglich, verkleinert, dann andert sich die Differenz nicht.

Ubertragen auf die Division heiBt es: wenn man Dividend und Divisor mit
demselben Faktor #0 multipliziert oder, falls mdglich, durch dieselbe Zahl,
dividiert, andert sich der Quotient nicht. Dieses ist vielen Schilerinnen und
Schuilern nur eingeschrankt bekannt. Meistens wissen sie zwar, dass man bei
Divisionen gleich viele Nullen bei Dividend und Divisor ,streichen® darf, wenn
sie Vielfache von 10 sind, zum Beispiel dass sie 720 : 80 durch 72 : 8 ersetzen
durfen, weil beide Quotienten gleich sind. Dieses ist nattrlich nichts anderes als
ein Kirzen mit 10. Weniger bekannt ist ihnen meistens, dass ein analoges
Verfahren mit jeder geeigneten Zahl durchgefihrt werden kann, zum Beispiel
dass 35 :25 durch 7 :5 ersetzt werden kann. Diese Erkenntnis kann auf den
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Bereich der natdrlichen Zahlen beschrankt nattrlich schon vor Klassenstufe 6
gewonnen werden, zum Beispiel 75 :25 =15 :5. Hier muss nur die Leistung
erbracht werden, dieses fortzusetzen und auf beliebige Quotienten zu
Ubertragen. Auf diese Weise sieht man, dass Quotienten verschiedene
Darstellungen besitzen und dass man sich durch schrittweise Veranderung der
Darstellung Rechnungen sehr gut vereinfachen kann.

Und schon wurde auf einfachste Weise die Klirzungsregel beziehungsweise die
Erweiterungsregel hergeleitet. Allgemein gilt:

Vae N ,Vb,ke N:a:b=ka:Kkb.

Die Gefahr, dass die in 3.2 beschriebene Fehlvorstellung entsteht, die Vielzahl
an Darstellungsmdglichkeiten sei eine neue Eigenschaft der Briche, besteht
hier nicht, wenn schon bei den natlrlichen Zahlen gelbt wurde, nach anderen
Darstellungen zu suchen. Dann namlich ist das ,Kirzen“ und ,Erweitern® nichts
prinzipiell Neues. Abgesehen davon ware es doch widersprichlich, einerseits
die natlrlichen Zahlen als Briche zu sehen und andererseits die Vielzahl der
Darstellungsmdglichkeiten als eine Eigenschaft der Briche zu sehen, die sie
von den natdrlichen Zahlen unterscheidet.

Wenn nun der Begriff des Bruchs eingeflhrt wurde, ist es auch sinnvoll, die
Bruchschreibweise einzufihren.

Die Schulerinnen und Schiller missen diese sowieso kennenlernen, da sie
etabliert ist und, was ein noch besserer Grund ist, sie den Uberblick erleichtert.
Es bringt keine Vorteile, die Einfuhrung der neuen Schreibweise aufzuschieben.
Es ist eher ein Vorteil, sie mdglichst frih einzufihren, denn sie macht
Rechnungen nicht nur Ubersichtlich, sondern sie erspart auch Klammern und
insbesondere ist sie beruhigend. Denn nachdem die Briche als neue Zahlen

eingefiihrt  wurden, finden die Schilerinnen und Schiler in der

Bruchschreibweise von 1 :4 als % eine Schreibweise, die sie davon abhélt,

etwas ausrechnen zu wollen. Denn gerade, wenn sie im Grundschulunterricht
nicht gelernt haben, zwei Zahlen, die miteinander verknupft werden, stehen zu

lassen, sondern auf das Ausrechnen dressiert wurden, liefert die neue
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Schreibweise die beruhigende Nebenwirkung, dass sie ohne eines der vier aus
der Grundschule bekannten Symbole fir die Grundrechenarten auskommt,
sodass kein Handlungsauftrag gelesen wird, ahnlich wie die Schilerinnen und
Schuler sich nicht zu einer Handlung aufgefordert sehen, wenn sie die Zahl 2 in
ebendieser Schreibweise vorfinden. Sehen sie aber die 2 in der Schreibweise
11 - 9, dann flhlen sie sich oft aufgefordert, noch etwas auszurechnen.

Im Zusammenhang mit der neuen Schreibweise werden die Begriffe ,Z&hler*
und ,Nenner“ eingefiihrt. Sie sind gleichbedeutend mit den Begriffen Dividend
und Divisor. Damit ist klar, dass ein Bruch nicht einen Zahler oder Nenner
besitzt, sondern dass nur die Darstellung eines Bruches, beziehungsweise
seine Schreibfigur einen bestimmten Zahler oder Nenner besitzt. SchlieBlich ist
schon die Invarianz der Division bekannt, d. h., dass die Zahl, also der Bruch
gleich bleibt, wenn Zahler und Nenner einer Darstellung mit derselben Zahl #0
multipliziert oder, falls méglich, durch dieselbe Zahl dividiert werden. Es gilt:

a-k
b-k

Vae N ,Vb,ke N:%
Das muss nattrlich auch in Bruchschreibweise gelbt werden. Dabei sollte im

Bekannten begonnen werden, da es im Bekannten die Moglichkeit der
Selbstkontrolle gibt.

.4 4.2 4.3 4.4 4 8 12 16
Zum Beispiel: — = = = =. oder —=—=—=—=_,
1 1.2 1-3 1-4 1 2 3 4
Auch wenn nur eine Ersetzung des Symbols ,:“ durch den Bruchstrich

stattfindet, sollte nicht unterschatzt werden, dass die Schulerinnen und Schiler

Ubungen benétigen, um sich daran zu gewdhnen.
Es ergibt sich sofort die Antwort auf
Frage 2: Wie kann man Briche darstellen?

Antwort: Es gibt, wie es auch schon unendlich viele Méglichkeiten fiir die
Darstellungen der natiirlichen Zahlen gibt, unendlich viele
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Moglichkeiten, einen Bruch darzustellen. Wenn man schon eine

Darstellung % gefunden hat, dann kann man diese erweitern,

indem man den Zahler und den Nenner dieser Darstellung mit
derselben Zahl = 0 multipliziert oder, falls méglich, kiirzen,
indem man Zahler und Nenner der Darstellung durch einen
gemeinsamen Teiler dividiert.

Durch Kiirzen oder Erweitern erhélt man wieder eine Darstellung
desselben Bruchs.

a-k
b-k

Vae N ,Vbke N : %
Wir haben nun gesehen, dass es wie flr jede natirliche Zahl, so auch fir jeden
Bruch unendlich viele Darstellungen gibt. Hierbei kann es natlrlich vorkommen,

dass man verschiedene Darstellungen desselben Bruches sieht, wie zum

Beispiel 114 und % ohne auf den ersten Blick zu bemerken, dass es sich um

438

denselben Bruch handelt. Aber erstens ist dies nicht konzeptbedingt und
zweitens sind 945 - 726 und 1753 - 1534 auch nur zwei verschiedene
Darstellungen derselben Zahl 219, denen man es nicht sofort ansieht. Dieses
Phanomen ist also keineswegs neu.

Wie kann man aber nun erkennen, ob zwei verschiedene Briche vorliegen oder
ob man es nur mit zwei Darstellungen desselben Bruchs zu tun hat? Und wenn
es sich um zwei verschiedene Briche handelt, ergibt sich sofort die nachste

spannende Frage: welcher ist gréBer und woran kdnnen wir das erkennen?

Es gibt natirlich viele Félle, in denen es sofort klar ist, welcher von zwei
gegebenen Brlichen gréBer ist. Fir die anderen Falle liefern Schulblcher oft
sehr frih Merksatze oder Anleitungen, die leider in vielen Fallen nicht gut sind.
Schon oben wurde auf einige Beispiele aus Schulblchern hingewiesen, bei
denen Schulerinnen und Schiilern félschlicherweise erklart wurde, sie missten
die Brlche zuerst gleichnamig machen oder gar den Hauptnenner suchen.

Es ist meines Erachtens sinnvoll, Schilerinnen und Schiler mit dem Problem

des GrdBenvergleichs zu konfrontieren und sie selbst nach Lésungsstrategien
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suchen zu lassen, anstatt ein ,Rezept zum GrdéBenvergleich® zu prasentieren.
Es ist ihnen leicht zu zeigen, dass es nicht so leicht wie in der Menge der
natdrlichen Zahlen ist, die gréBere von zwei Zahlen zu erkennen. Leicht sind
Beispiele zu finden, die diese Problematik zeigen. Allerdings sollte man darauf
vorbereitet sein, auf voreilige Lésungsstrategien angemessen zu reagieren. Es
geht zunachst also darum, die Schilerinnen und Schiler dafir zu
sensibilisieren, dass der GréBenvergleich erschwert ist. Ubrigens ist es ja auch
nicht sofort zu sehen, welche der folgenden Differenzen 345 —219 oder
623 — 502 kleiner ist. Man kann die Differenz aber leicht bestimmen und dann
entscheiden. Wenn aber 983 — 426 und 845 — 426 verglichen werden sollen,
wird hoffentlich jeder eine bessere Strategie als die Bestimmung der Differenz
finden. Dasselbe qilt fur 745 — 342 und 745 — 432. Hat man also zwei
verschiedene Differenzen von je zwei Zahlen gegeben, so ist man fir den
GrdBenvergleich nicht unbedingt auf das Bestimmen der Differenz angewiesen.
Sind namlich beide Minuenden gleich oder sind beide Subtrahenden gleich,
dann ist es einfach. Wenn man 546 — 237 und 409 — 307 vergleicht, ist die
groBere Zahl auch leicht zu finden. Bei der ersten Differenz ist der Minuend
gréBer und der Subtrahend kleiner als bei der zweiten. Diese Untersuchungen
von Differenzen sollte natirlich schon lange vor dem Bruchrechenunterricht
stattfinden. Sie bereiten den GréBenvergleich von Briichen vor, denn analog ist
es hier sehr einfach den GréBeren von zwei Briichen zu finden, wenn beide mit
gleichem Zahler oder beide mit gleichem Nenner dargestellt sind oder wenn
einer der Brlche gleichzeitig mit gréBerem Zahler und kleinerem Nenner
dargestellt ist als der andere. Doch dieses kdnnen die Schulerinnen und
Schuler selbst herausfinden. Hierzu ist es sicher gut, eine Starke des Konzepts
zu nutzen, die auch spater bei der Klarung der noch folgenden Fragen
genutzen werden kann.

Man richte den Blick auf einige besondere Briche, die schon lange bekannt
sind, namlich auf die nattrlichen Zahlen.

Man wahle sich 2 natirliche Zahlen, zum Beispiel 2 und 5, schreibe sie nun auf
verschiedene Weisen als Quotienten in Bruchdarstellung.
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Es qilt:

4 8 5 10 5
iy —<= —<= —<= —<=...und

2 1 5 1
2 10 4 10 6 10 g8 10 10 10 .
< — —<— —<— —<— —<—..undso weiter.
1 2 2 2 3 2 4 2 5 2

Nun sind die Schilerinnen und Schiler aufgefordert, solche Bruchdarstellungen

zu suchen, bei denen sie direkt ablesen konnen, welche Zahl groBer ist.

Es wird sich leicht finden lassen, dass von zwei Brichen, die mit dem gleichen
Nenner dargestellt sind, stets derjenige grdBer ist, der den gréBeren Zahler
besitzt.

Dies ist leicht einzusehen, denn der Dividend ist groBer, doch der Divisor ist
gleich, es ist also nur mehr zu verteilen, die Anzahl der Teile bleibt gleich. Eine

Ubertragung auf alle Briiche nach dem Permanenzprinzip liegt nahe, die
Argumentation ist die gleiche, denn dass beispielsweise ?>% ist, ist klar,

weil einmal 16 und einmal 11 geteilt werden, aber beide Male in 5 Portionen.
Ebenso wird sich schnell finden lassen, wo bei Darstellungen mit gleichem

Zahler der groBere Bruch zu finden ist. Auch dieses lasst sich auf

nichtnatlrliche Quotienten Ubertragen, denn es ist klar, dass %>2LO ist, da

1:10 > 1:20 ist. In beiden Fallen wird 1 geteilt, einmal in 10 Teile, einmal in
20. Es ist damit zu rechnen, dass weitere Vermutungen geduBert werden.
Méglich ist, dass die Schilerinnen und Schiler sehen, dass beim Vergleich
zweier Brlche, die so dargestellt sind, dass Zahler und Nenner die gleiche

Summe haben, derjenige gréBer ist, der den gréBeren Zahler hat, wie es

konkret an den Beispielen 4 <é und %< % zu sehen ist. Auch wenn ein Bruch

eine Darstellung besitzt, bei der gleichzeitig der Zahler gréBer und der Nenner
kleiner ist als bei einer Darstellung eines anderen Bruchs kann entschieden

werden, dass er groBer ist als der andere Bruch.
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Zusammengefasst lasst sich sagen, dass der GrdéBenvergleich immer dann
besonders gleich ist, wenn beide Briche mit gleichem Zahler oder mit gleichem
Nenner dargestellt sind.

Nun muss aber auch eine Strategie fir den GréBenvergleich gefunden werden,
die zum Ziel fohrt, wenn die Briche weder mit gleichem Zahler noch mit
gleichem Nenner dargestellt sind. Da schon bekannt ist, dass jeder Bruch auf
unendlich viele Weisen darstellbar ist, mache man sich auf die Suche nach
Darstellungen mit gleichen Zahlern oder mit gleichen Nennern. Die Frage, ob es
solche immer gibt, kann leicht beantwortet werden, denn es ist auch schon
bekannt, dass je zwei Zahlen auch unendlich viele gemeinsame Vielfache

besitzen. Vergleicht man beispielsweise g und g dann stelle man beide

Briche mit einem gemeinsamen Vielfachen von 4 und 5 im Nenner dar oder
man stelle beide Briche mit einem gemeinsamen Vielfachen von 7 und 9 im

Nenner dar. Schon hat man das neue Problem auf ein bekanntes

zuruckgefuhrt.
4_45 d 2:2 Hier sind beide Briche mit dem gleichen Z&hler 4 - 5
7 7-5 9 4.9

dargestellt und das Problem reduziert auf den Vergleich der Nenner.
Esist7-5< 4-9,alsoi >é
7 9

;z% und gz% beide Briche sind nun mit dem Nenner 7 - 9 dargestellt

7 -
und das Problem reduziert sich auf den Vergleich der Zahler.

Esist4-9>7-5,alsoist§>§.

Man kann in einigen Beispielen auch die Division mit Rest fir den
GrdBenvergleich nutzen.

Soist2>2,da2=21 4=5+1:4und 2:31 6=5+1:6.
4 6 4 6

Das Problem lasst sich so auf den Vergleich von % und% reduzieren.
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Naturlich gibt es weitere Strategien fiir den GréBenvergleich. Beispielsweise ist

ebenfalls sofort klar, dass %< % ist, wenn man schon eingesehen hat, dass

g<1 und 1 <z ist.
5 3

Diese Strategie, die Transitivitat der ,<“— Relation fir den GrdéBenvergleich
auszunutzen, ist manchmal die einfachste aller Mdglichkeiten und sollte nicht
vernachlassigt werden. Es sollte diese Strategie nicht nur auf dazwischen

liegende natlrliche Zahlen beschrankt sein.

Es ist auch immer méglich, den GréBenvergleich Uber den Vergleich mit einem
geeigneten dritten Bruch durchzuflhren. Allerdings ist ein solcher hier fir
Schilerinnen und Schiler noch nicht so leicht zu finden wie im eben
betrachteten Beispiel.

Zwar ist ein Schluss wie der folgende korreki:

4 L d 7L > g also auch % > g aber diese Losungsstrategie ist hier

> — un
7 126 126
nicht die einfachste. Uberhaupt ist es zwar kein Problem, eine Zahl zu finden,

die zwischen zwei gegebenen Brichen liegt. Es ist sogar sehr einfach, denn fir

zwei Briiche £ und < liegt immer 4*C wischen ¢ und . So liegt 2
b d b+d b d 16

zwischen g und g ebenso wie zwischen % und 1—61 Der GrdBenvergleich

zweier Zahlen ist aber durch die Konstruktion einer dazwischenliegenden Zahl

noch nicht erledigt.

Die oben genannten Beispiele sollten nur zeigen, dass es nicht sinnvoll ist, ein
merksatzartiges Verfahren fir den GrdBenvergleich von Brichen anzugeben.
Wichtig ist, dass die Schilerinnen und Schiler mehrere Méglichkeiten
kennenlernen und in jedem Einzelfall das Problem des GréBenvergleichs
mithilfe irgendeiner glnstigen Strategie I6sen kdnnen, anstatt stumpfsinnig ein

auswendig gelerntes Verfahren anzuwenden.
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Wenn die Schilerinnen und Schiler ein wenig Erfahrung im Umgang mit
Briichen haben, werden sie weitere Strategien zum GrdBenvergleich finden.

Zum Beispiel wird klar, dass %< ﬁ da i>L und folglich 1—i<1—i,

19 18 19 18 19

17 18
also auch — < —.
18

19

Sehr gut geeignet und fur die Schalerinnen und Schiler nachvollziehbar sind
mindestens diese drei Verfahren.

1. Man stelle die Briiche mit einem gemeinsamen Nenner dar.
In dieser Darstellung besitzt der gréBere Bruch den gréBeren Zahler.
2. Man stelle die Briche mit dem gleichen Zahler dar.
In dieser Darstellung besitzt der gréBere Bruch den kleineren
Nenner.
3. Man suche eine Zahl, die zwischen den beiden Brlchen liegt und
vergleiche die Brliche mit dieser Zahl.

Ob man es nur mit zwei verschiedenen Darstellungen desselben Bruches zu
tun hat, merkt man in jedem Fall, also unabh&ngig davon, nach welchem

Verfahren man den GrdBenvergleich durchfihrt.
Frage 3: Wie kdnnen wir erkennen, welcher Bruch gréBer oder kleiner ist?

Antwort: Es gibt mehrere einfache Methoden fiir den
GroBenvergleich von Briichen. Besonders einfach ist es,
wenn beide Briiche mit gleichem Zahler oder mit gleichem
Nenner dargestellt sind. Manchmal erleichtert ein Bruch, der
zwischen den beiden gegebenen liegt, den Vergleich.

Nun wollen wir nattrlich auch mit diesen Zahlen rechnen. Dabei ist es schon,
wenn Schalerinnen und Schiiler die Rechenregeln selbststandig herausfinden
kénnen.

Dieses kann sehr leicht motiviert werden, wenn man kleine AnstdBe gibt.

Einerseits konnte man die Schiiler auffordern, im Bekannten zu suchen.
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Das bedeutet, sie schreiben wieder nattrliche Zahlen mit Bruchstrich, was
Uberhaupt kein Problem ist und addieren diese dann. Sie kdnnen die Summe
zweier natlrlicher Zahlen seit der ersten Klasse berechnen, also kénnen sie
auch vermutete Rechenregeln fir die Addition von Brichen am Beispiel von
natdrlichen Zahlen Gberprifen.

Man gehe zum Beispiel aus von: 2 + 3 = 5. Nun bietet es sich an, diese Zahlen
in Bruchschreibweise zu Ubertragen und auf diese Weise eine Rechenregel fur
die Addition herzuleiten.

Das kann so aussehen:

6,6_5_10_15_20_ 4,610
3 2 1 2 3 4 2 2 2
30,30_5_10_ _30_ 10,15_25
15 10 1 2 7 6 7 5 5 5

Man sollte Schilerinnen und Schuler dringend animieren, hier viele beliebige
Darstellungen auszuprobieren. Es ist ja in jedem Fall klar, dass die Summe 5 ist
und man hat alle Freiheit, die Zahl 5 als Bruch darzustellen.

Man sieht aber, dass im ersten Beispiel und im dritten Beispiel keine
Bruchdarstellung der 5 ginstig ist, um eine Regel herzuleiten. Man sieht
auBerdem, dass im ersten wie auch im letzten Beispiel schon die 2 und die 3 so
unglnstig dargestellt sind, dass eine Regelherleitung schwierig ist. Man wird
keine Regel finden, wenn man die beiden Summanden, also hier 2 und 3 mit
verschiedenen Nennern darstellt. Man wird aber auch in diesen Fallen auf sehr
einpragsame Weise sofort sehen, dass die sehr weit verbreitete Fehlvorstellung
von einer getrennten Addition der Zahler und der Nenner auf keinen Fall zu

einer Regel fur die Addition fihren kann, denn dann wirde man im ersten Fall
die Summe % und im dritten Fall g—g erhalten. Natdrlich erkennt man auch bei
Darstellung mit gleichen Nennern, dass diese Strategie scheitert. So wirde
man im zweiten Fall die Summe % und im vierten Fall 12—(5) erhalten.

Wenn Schilerinnen und Schiler aber erst einmal beide Summanden mit dem
gleichen Nenner darstellen, dann werden sie auch eine Regel fur die Addition
finden. Man suche einfach die Darstellung der Summe mit dem gleichen
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Nenner und schon kann man die Regel ablesen. Diese Regel ist nattrlich nichts
anderes als das Distributivgesetz, an das man erinnern mége, wenn es den
Schulerinnen und Schulern tatsachlich nicht gelingen sollte, hier selbststandig
eine Regel herzuleiten. Denn dieses bietet eine gute Hilfestellung.

Man erinnere nur an oben beschriebenes Bonbon-Problem. Es sollten 28
Bonbons an 4 Personen verteilt werden. Jede Person bekommt also 7
Bonbons. Um im Bereich der natirlichen Zahlen zu bleiben, wéhle man sich
eine weitere Anzahl, die ohne Rest durch 4 geteilt werden kann, zum Beispiel
12. Wenn nun weitere 12 Bonbons an diese 4 Personen verteilt werden sollen,
dann sind es insgesamt 40 Bonbons, die jede Person bekommt. Das wird jeder

verstehen und Ubertragen kénnen zu:

§+% :4740, Kontrolle im Bekannten: 7 + 3 = 10.

Far die nichtnatirlichen Briche kann per Permanenzprinzip Ubertragen werden.
Dieses ist auch sofort nachvollziehbar. Wenn man namlich zunachst 30
Bonbons hat, die an 4 Personen aufgeteilt werden sollen und es kommen 6
Bonbons dazu, die an diese 4 Personen aufgeteilt werden sollen, dann ist doch
klar, dass die 4 Personen insgesamt 30 + 6, also 36 Bonbons unter sich

aufteilen. Also ergibt sich £+§ = ﬁ.
4 4 4

Das Distributivgesetz flr die Division wird den Schilerinnen und Schilern in
folgender Schreibweise besser erkennbar: 30 : 4 + 6 : 4 = (30 + 6) : 4, nur
wurde es naturlich auf diese Weise in der Grundschule noch nicht angewendet,
da der Ausdruck 30 : 4 noch gar nicht verstanden werden konnte. Das Ziel ist

an dieser Stelle folgende Einsicht:

Va,be N , Vce N: g+é:a+b
c c c

Wie ist aber zu verfahren, wenn die Briiche nicht mit demselben Nenner

dargestellt sind? Wir haben schon auf der Suche nach einer Regel an den
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Beispielen §+§:§ und £+£:£ gesehen, dass es schwierig ist, mithilfe
3 2 1 I5 10 6

einer ungeschickten Darstellung eine Regel zu finden.

Naheliegend ist jedenfalls nach dem, was schon herausgefunden wurde, die zu
addierenden Briche mit demselben Nenner darzustellen, denn in dem Fall ist
doch schon bekannt, wie man weiter verfahren kann.

Man sieht also zuerst, wie man verfahren kann, wenn die Briche mit dem
gleichen Nenner dargestellt sind. Hieraus entwickelt man das Verfahren fir den
Fall, dass die Briche mit ungleichen Nennern dargestellt sind. Das Verfahren
besteht einfach darin, dass man dafir sorgt, dass sie mit dem gleichen Nenner
dargestellt werden. Dies ist schon lange kein Problem mehr, denn das Klrzen

und Erweitern ist schon bekannt.

Um also die Summe ?+% vereinfacht darzustellen, stelle man zuerst beide
Briche mit einem gemeinsamen Nenner dar und gehe dann nach dem dafr

hergeleiteten Verfahren vor.

10,15_10-4 3.15_10-4+3-15
34 3.4 3.4 3.4

Jedes gemeinsame Vielfache der Nenner ist ein geeigneter gemeinsamer
Nenner. Schlecht ist, wenn Schulblcher, Lehrerinnen oder Lehrer darauf
bestehen, das kgV der Nenner als gemeinsamen Nenner zu wahlen, da die
Rechnung auch mit jedem beliebigen anderen gemeinsamen Nenner richtig
durchgefuhrt werden kann. Eine geschickte Wahl eines gemeinsamen Nenners
kann Rechenfehler vermeiden helfen. Aber auch diese Tatsache kdnnen die

Schulerinnen und Schdler leicht selbst herausfinden.
Wir gelangen zu der Rechenregel fur die Addition:

Vace N, Vhde N: 4 c_adrbec
b d bd

Es lohnt sich an dieser Stelle nicht, ausfuhrlich auf die Subtraktion einzugehen.
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Es reicht der Hinweis, dass sie vollig analog eingefuhrt werden kann.

Wir kdénnen nun eine weitere Frage aus obigem Fragenkatalog positiv

beantworten:
Frage 4: Wie kdnnen wir Briche addieren beziehungsweise subtrahieren?

Antwort: Ausgehend von natiirlichen Zahlen in Bruchdarstellung
finden wir heraus, dass es glinstig ist, die Briche mit dem
gleichen Nenner darzustellen und gelangen zu der Regel:

Vace N, Vhde N: 4 c_adtbe
b d bd

Die Regel fiir die Subtraktion lasst vollig analog formulieren.

Bei der Herleitung der Multiplikationsregel kann wieder ein Blick auf die
natdrlichen Zahlen nltzlich sein. Man wei3 dann wieder, was ,herauskommen
soll“ und kann fehlerhafte Vorstellungen schnell entdecken.

Die Schulerinnen und Schiler kénnen sich selbst einfache Beispiele wahlen,

zum Beispiel 2-2 =4 und in Bruchschreibweise Gbertragen:

2.2= = = =

— | N
—_| o

210_18 8
15 9 4

(SN

.fzg-gz..., aberauch 2-2=
2 33

Es wird nicht viel Zeit vergehen, bis man die Regel findet:

a-c

d’

Va,ce N, Vhde N: 2.5
b d

S

Auch far die Division Iasst sich eine Regel aus dem Bekannten abholen.

Da die Division die Umkehrung der Multiplikation ist, ist klar, dass eine Regel fur

die Division folgendermaf3en aussieht:
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Vae N | Vebde N: 255
d d

S8
SRS

Es ist nicht realistisch zu erwarten, dass diese Regel von den Schulerinnen und
Schilern sofort selbst gefunden wird. Auch mag es auf den ersten Blick
befremdlich wirken, dass hier sowohl der Zahler als auch der Nenner des

Dividenden mit zusammengesetzten Zahlen dargestellt sind, sodass es hier gut

passt. Denn naturlich ist zu einem gegebenen Divisor in der Darstellung 2

nicht immer ein Dividend gegeben, dessen Zahler mit einem Vielfachen von ¢

und dessen Nenner mit einem Vielfachen von d dargestellt ist.

Aber gerade das ist doch so besonders schén, dass wir alles so herrichten
kénnen, wie es besonders gut passt.

Die Schilerinnen und Schiler sollten sich wieder im Bereich der nattrlichen
Zahlen geeignete eigene Beispiele suchen, weil sie bei denen das ,Ergebnis®
schon kennen, zum Beispiel 18 : 6 = 3, und dieses in Bruchschreibweise
Ubertragen.

Hier sollte wieder mit vielen Darstellungen gearbeitet werden, zum Beispiel:

54

36 12 54
' 9

272

bl

18
.

— | O\

3366
1’ 21

— | W

6 6 9

> :5 = 3’ etc.

Zuerst mag noch unklar sein, wie die Regel aussieht, aber unabhéngig davon,
mit welchem Z&hler und Nenner die Schilerinnen und Schiler die Briiche
darstellen, wissen sie wieder, was ,herauskommt®. Wie schnell sie die Regel
finden, hangt nur davon ab, wie geschickt sie Dividend und Divisor darstellen.
Eine Starke des Konzeptes liegt wieder darin, dass sie selbst Vermutungen
Uberprifen kénnen. Durchschnittlich leistungsstarke Schilerinnen und Schiler
werden nicht sehr lange brauchen, um zur Vermutung zu gelangen, dass man,
wenn es moglich ist, die Zahler und die Nenner getrennt voneinander dividieren

kann.

Also zum Beispiel: ﬁ:§=ﬂ=2.
9 3 3
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Wenn also der Dividend schon im Zahler und im Nenner mit einem Vielfachen
des Zahlers, beziehungsweise Nenners des Divisors dargestellt ist, dann ist die
Regel sofort klar.

Aber was machen wir, wenn es nicht so ist?

Dann richten wir es wieder so her, wie wir es haben wollen. Der Dividend wird
so erweitert, dass die gewtinschte Voraussetzung vorhanden ist.

Am Beispiel wird es sofort klar:

Wie lasst sich %; vereinfachen?

Es ist problemlos, wenn der Dividend im Z&hler mit einem Vielfachen von 4

dargestellt ist und im Nenner mit einem Vielfachen von 7. Und genau dies lasst

sich leicht erreichen, indem man die Darstellung des Dividenden %

nacheinander mit 7 und 4 erweitert, denn dann stehen im Zahler und im Nenner

Produkte, die in jedem Fall durch 7 und durch 4 teilbar sind.

3.4 3744
57 5747

3.7-4:4 3.7
5.7-4:7 5-4°

Insbesondere, wenn nicht jeder Zwischenschritt sofort ,ausgerechnet® wird,
sondern Produkte und Quotienten stehen gelassen werden, kann man schnell
etwas erkennen und gelangt auf diese Weise zu der folgenden Divisionsregel:

Vae N | Ve,b,de N :

_i_a-d
‘d b-c

S|

Es fallt nun nicht nur auf, dass das Dividieren erleichtert wird, indem man den
Dividenden so darstellt, dass sein Zahler und sein Nenner jeweils ein Vielfaches
des Zahlers, beziehungsweise des Nenners aus der Darstellung des Divisors ist
und dass wir diesen Zustand auf sehr einfache Weise erreichen kénnen, indem
wir die Darstellung des Dividenden mit dem Produkt aus Zahler und Nenner des
Divisors erweitern. Es féallt auBerdem auf, dass der Quotient das Produkt aus

185



Dividend und Kehrbruch des Divisors ist. Der Begriff Kehrbruch eines Bruches
sollte an dieser Stelle eingefihrt werden fir den multiplikativ inversen Bruch

eines Bruches.

Somit Iasst sich ebenfalls eine positive Antwort finden auf

Frage 5: Wie kénnen wir Briiche multiplizieren beziehungsweise

dividieren?

Antwort: Das Produkt zweier Briiche erhalten wir, indem wir ihre Zahler

und Nenner getrennt voneinander multiplizieren:

o

a -

£
d b-

Va,ce N | Vb,de N:

S|
N

Wenn wir einen Bruch durch einen zweiten dividieren, dann
erhalten wir das Produkt aus dem ersten Bruch und dem

Kehrbruch des zweiten Bruches:

-d

- C

Q

Vae N, Vebde N: 2.5
b d

S

Nun ist naturlich klar, dass wir statt nattrlicher Zahlen im Zahler und im Nenner
auch Brliiche schreiben dirfen, denn wir wissen, dass der Quotient zweier
Briiche wieder ein Bruch ist, wobei selbstverstandlich im Nenner keine 0 stehen
darf.

3

)

. 4 . , ,
Also ist %:7:i. Da jeder Bruchstrich als ,geteilt durch® gelesen werden

(7)
kann, muss aus dem Ausdruck eine Hierarchie der Bruchstriche ersichtlich sein.

Diese geht im Allgemeinen aus Klammern oder der Lange der Bruchstriche

hervor.
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Nun ist es noch wichtig zu untersuchen, welche Rechenregeln in der Menge der
Bruche gelten und eine Antwort auf die Frage zu finden, was wir durch diese

Zahlbereichserweiterung gewonnen und verloren haben.
Frage 6: Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?
Antwort: Es gelten folgende Regeln:

- Die Kommutativgesetze beziglich der Addition und der
Multiplikation gelten weiterhin.

- Die Assoziativgesetze bezliglich der Addition und der Multiplikation
gelten weiterhin.

- Die Distributivgesetze gelten weiter.
(Die Nachweise hierfiir sowie fir die Assoziativgesetze und
Kommutativgesetze sind sehr einfach und lassen sich auf deren
Giiltigkeit im Bereich der natiirlichen Zahlen zurickfiihren.)

- Die Trichotomie gilt weiterhin.

- 0 ist neutrales Element beziiglich der Addition.

- 1 ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation.

- Die Menge B ist beziglich der Addition, der Multiplikation und der
Division abgeschlossen.

- Jeder Bruch # 0 besitzt ein multiplikatives Inverses.

- Wir kdnnen nun uneingeschrankt dividieren.
Jede Gleichung der Form a-x=b mitae N, b e N ;| besitzt nun die

eindeutige Lésung x = 2.
a

Wir haben auBerdem einige Eigenschaften gewonnen, die in der Menge aller
Briche gelten und andere Eigenschaften verloren, die in der Teilmenge der
natlrlichen Zahlen gelten, aber nicht auf die Menge aller Briche Ubertragbar

sind :

- Im Bereich der natlrlichen Zahlen hatte jede Zahl einen Nachfolger und
jede Zahl > 1 einen Vorganger. Kein Bruch hat einen Vorganger oder
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einen Nachfolger. Die Zahlen sind nicht wie Perlen auf einer Schnur
aneinandergereiht, sondern zwischen je zwei Zahlen liegen unendlich
viele weitere, wahrend zwischen zwei natlrlichen nur endlich viele

weitere natdrliche Zahlen liegen.

Der kardinale Aspekt einer Zahl geht verloren. Man kann im Bereich der
Briche also nicht zahlen. Bisher war eine Zahl auch immer eine Antwort
auf die Frage ,wie viele?“. Man konnte mit den natlrlichen Zahlen
zahlen. Im Bereich der Briche kann der kardinale Aspekt nur hergestellt

werden, wenn man gegebene Briche mit dem gleichen Nenner darstellt.

Wenn man zum Beispiel %+% als 1 Funftel + 3 Flnftel betrachtet, dann

kann man die 1 und die 3 zusammenzé&hlen, so wie man es auch bei 1
Apfel + 3 Apfel machen kann.

Der kardinale Aspekt ist also genauso wie die Praktikabilitdt von der
Darstellung abhangig. 1 Finftel + 6 Zehntel lassen sich ohne
vorherige Veranderung der Darstellung nicht zu einem vereinfachten
Ausdruck zusammenfassen.

Es dirfen weiterhin nur die natlrlichen Zahlen auch als Anzahl

interpretiert werden.

Es gibt keinen kleinsten positiven Bruch. Wahrend in der Menge der
nattrlichen Zahlen jede nicht leere beschrankte Teilmenge ein Minimum
und ein Maximum in I besitzt, trifft dies in der Menge der Briiche nicht

mehr zu. Sie muss nicht einmal ein Infimum oder Supremum in B

besitzen, zum Beispiel hat die Menge M: = {xe B‘ x? <2} kein
Supremum in B, wahrend natlrlich die Menge M’: = {xe N ‘ x* <2} ein

Maximum in I besitzt und die Menge M”: = {xe IR’.‘ x> <2} mit /2 ein

Supremum in I, der spater einzufiihrenden Menge der reellen Zahlen,

besitzt.

In der Grundschulmathematik bedeutete eine Multiplikation, auBer mit 0

oder 1, immer eine VergréBerung. Von dieser Vorstellung missen wir
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uns verabschieden. Es kann sein, dass das Produkt zweier Faktoren
kleiner ist als jeder der beiden Faktoren. Man wéhle beide Faktoren
positiv aber kleiner als 1. Es kann auch sein, dass das Produkt zweier
Faktoren zwischen diesen beiden Faktoren liegt. Man wahle dazu einen
Faktor positiv aber kleiner als 1 und den anderen groBer als 1. Weiterhin
kann ein Produkt natirlich auch groBer als beide oder gleich einem der

beiden Faktoren sein.

In der Grundschulmathematik bedeutete eine Division, auBer durch 1,
immer eine Verkleinerung. Auch von dieser Vorstellung missen wir uns
verabschieden. Es kann sein, dass ein Quotient zweier Zahlen gréBer ist
als Dividend und Divisor. Man wéhle den Divisor so, dass er positiv aber
kleiner als 1 und sein Quadrat kleiner als der Dividend ist. Weiterhin
kann ein Quotient natlrlich auch kleiner als Dividend und Divisor oder
gleich Dividend oder Divisor sein oder zwischen Dividend und Divisor
liegen.

Jeder Bruch kann auch als ein Verhaltnis interpretiert werden. Der Bruch

% kann als das Verhdlinis a:b interpretiert werden. Allerdings darf

daraus nicht der Umkehrschluss abgeleitet werden, jedes Verhaltnis
lieBe sich als Quotient zweier natirlicher Zahlen darstellen, da es

natdrlich auch irrationale Verhaltnisse wie zum Beispiel den Goldenen
Schnitt gibt oder, flr Schilerinnen und Schiler der Klassenstufe 6
leichter nachvollziehbar, das Verhalinis der Diagonalenlange eines

Quadrats zu seiner Seitenlange.

Noch einmal: Die Tatsache, dass jeder Bruch sich auf unendlich viele Weisen

darstellen lasst, ist nicht neu! Er sollte deswegen auch nicht als eine neue

Eigenschaft der Briche herausgestellt werden.

Wenn man sich mit Texten zur Didaktik der Bruchrechnung beschéftigt, dann

findet man auch Auflistungen zahlreicher typischer Fehler und etablierter

Fehlvorstellungen, die ich hier zunachst nennen mochte. AnschlieBend werde

ich darauf eingehen, wie diese vermieden werden kdnnen.
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Padberg und Wartha haben viele Fehlerstrategien beschrieben. Es ist davon
auszugehen, dass die Haufigkeit, mit der sich jeder dieser Fehlerstrategien
bedient wird, nicht véllig unabhangig von dem Unterricht ist, der erteilt wurde.
So stellen beispielsweise Herden und Pallack bei Fehlerstrategien zur
Multiplikation erhebliche Abweichungen von Padberg fest.'®

Hier werden nun nicht erneut alle Fehlerstrategien aufgefthrt, die schon bei den
eben genannten beschrieben wurden. Ich beschrédnke mich auf die Probleme

und Fehlvorstellungen, die besonders haufig bei der Bruchrechnung auftreten:

1. Zahlen in Bruchdarstellung werden, anders als in Kommadarstellung,

kaum mit normalen Zahlvorstellungen verbunden.

Wenn % mit a : b identifiziert wird, dann erscheint es als eine

Lunausgerechnete Divisionsaufgabe“.
In Kommadarstellung werden sie viel eher als ,Zahlen® akzeptiert.

2. Die Schiilerinnen und Schiler sehen stéandig zwei oder mehr natirliche
Zahlen, die miteinander verknilpft sind. Dadurch wird ihnen viel
Ubersicht abverlangt.

3. Falsche Addition: &+ = 4*¢
b d b+d
4. Falsche Multiplikation: &.2 =42
c C C
5. Falsche Darstellung der naturlichen Zahlen: n = n
n
6. Falscher GréBenvergleich: zum Beispiel: ;—;>% mit der Begrindung,

dass 17 > 1 und 92 > 2 ist.

7. Operieren mit falschen Grundvorstellungen bei Sachaufgaben

'2% Herden/ Pallack in: Journal fiir Mathematik — Didaktik (Heft 3/ 4, 2000: 269)
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8.

Zu 1.

Zu 2.:

Einbettungsfehler

Der Irrglaube a : b sei etwas anderes als eine Zahl, wird durch den in der
Grundschule antrainierten Ausrechenwahn gefordert. Dieses Thema
wurde bereits ausfuhrlich in 3. 2 abgehandelt. Es ist dringend vor dem
Bruchrechenunterricht fir das schon besprochene Zahlverstandnis zu
sorgen. Wenn zwei Zahlen miteinander verknUpft werden, erhalt man
wieder eine Zahl. Fir die Summe und das Produkt zweier Zahlen ist
dieses sowieso klar. Fur die Differenz und den Quotienten zweier Zahlen
galt bisher die Einschrankung, dass der Minuend nicht kleiner als der
Subtrahend sein durfte und dass der Dividend ein Vielfaches des
Divisors sein musste. Unter diesen Voraussetzungen konnten zwei
miteinander verknlUpfte Zahlen stets wieder als Zahlen verstanden
werden.

Wenn es nicht gelingt, fir gegebene natlrliche Zahlen stets auch solche
Ausdricke wiea + b,a-b,a—-bfira > bund a:bflrb | a als Zahlen

anzusehen, dann ist auch % nicht als Zahl anzusehen, denn es bedeutet

ja das gleiche wie a : b.

Wenn also a : b nur dann als Zahl angesehen wird, wenn der Quotient

»-ausgerechnet wurde, was noch b | a erfordert, dann kann % nicht als

Zahl angesehen werden, wenn a kein Vielfaches von b ist.
Aber genau das ist das ist das Grundanliegen der
Zahlbereichserweiterung, dass solche Quotienten als Zahlen angesehen

werden sollen.

Dieses Problem ist insofern neu, da die meisten Briiche, wenn man von
der Kommadarstellung absieht, sich am einfachsten als Quotienten
zweier natlrlicher Zahlen darstellen lassen. Wenn im Vorfeld ausfihrlich
gelbt wird, kompliziertere Terme zusammenzufassen, in denen mehr als
zwei natdrliche Zahlen auf irgendeine Weise miteinander verknUpft sind,

dann sollte die Bruchschreibweise den Schilerinnen und Schiilern eine
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Erleichterung sein, denn der Ausdruck %+% ist doch viel

Ubersichtlicher als 12 : 4 + 18 : 3, bei dem man sich zunachst einmal
Ubersicht Gber die Prioritdt der Verkniipfungen verschaffen muss.
Dennoch darf der Umgang mit dieser Darstellung keinesfalls unterschéatzt

werden und muss eingelbt werden.

Zu 3., 4., 5.: Das Problem der falschen Addition %+§: Z:CCI entsteht, wenn

die Verknupfungsweise der Multiplikation auf die Addition Ubertragen
wird.

Schulerinnen und Schiler, die auf diese Weise addieren, haben nicht
verstanden, wie man Briche addiert, sondern addieren auf naive
Weise beziehungsweise scheiterten beim Versuch, sich an eine Regel
zu erinnern. Diese falsche Addition hat mdglicherweise ihre Grundlage
in der EinfGhrung der Bruchrechnung im Konkreten. Sie wird zumindest
durch die in 7. 3 geschilderte Anschauung unterstitzt. Wenn man einen
Schwerpunkt der Arbeit darauf richtet, dass Regeln im Bekannten
abgeholt werden und im Permanenzprinzip fortgesetzt werden, wenn
man also die Schilerinnen und Schiler in die Lage versetzt, das
Additionsverfahren im Bereich der natlrlichen Zahlen abzuholen,
sollten sie in der Lage sein, obige falsche Addition als solche zu
erkennen.

Im Ubrigen ist ja auch von anderen Termen, in denen Zahlen mit zwei
verschiedenen Rechenzeichen verknlpft sind, bekannt, dass nicht
immer beliebig umsortiert werden darf.

So ist doch zum Beispiel auch 3-4+2-3# (3+2)-(4+3), wovon sich

jede Schulerin oder Schiler leicht Gberzeugen kann. Ein Bewusstsein
daflr, dass ein Zusammenfassen nicht immer auf einfachste Weise
maoglich ist, wenn sowohl Punkt- als auch Strichrechnung vorkommt,

kann ebenfalls in der Grundschule vorbereitet werden.

Es ist nicht davon auszugehen, dass Schilerinnen und Schiuler, die auf
der formalen Ebene die Bruchrechnung beginnen, in all diesen Punkten
fehlerlos rechnen. So kann auch ihnen der Fehler der
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Zu 6.:

Zu7.:

komponentenweisen Addition unterlaufen. Aber es ist erstens leicht zu
zeigen, dass es sich um eine fehlerhafte Strategie handeln muss. Man

lasse sie dann nur mal auf diese Weise einfache, leicht Uberzeugende

" . 1 1 1 .
Beispiele wie %JFE oderI+I ,=ausrechnen“ und schon sollten sie

deutliche Widerspruche zu dieser Fehlerstrategie erkennen.
Zweitens wird das Distributivgesetz hier starker in den Vordergrund
gestellt als bei den anderen Konzepten.

b ab .
—=""" mit
c c

Dasselbe qilt fur das falsche Multiplikationsverfahren in

SRS

dem Unterschied, dass das Additionsverfahren hier auf die
Multiplikation Gbertragen wurde.

In 5. wird auf falsche Weise eine natirliche Zahl in Bruchschreibweise
dargestellt. Wer den Bruchstrich als andere Schreibweise fur ,geteilt

1] n .
durch® kennengelernt hat, sollte sofort erkennen, dass n=— im
n

Allgemeinen nicht gilt.

Eine Fehlvorstellung nach ;—; >% kann ebenfalls nicht entstehen, wenn

ein Grundverstandnis Uber die Bruchschreibweise vorhanden ist.
Schon oben habe ich darauf hingewiesen, dass im analogen Fall bei
der Subtraktion ebenfalls nicht geschlossen werden kann, dass zum
Beispiel 132 - 109 > 25 - 1, denn es kommt nicht auf die GréBe der
Minuenden oder der Subtrahenden an, sondern auf die GrdBe der
Differenz. Das ist Schilerinnen und Schilern schon lange vor
EinfGhrung der Bruchrechnung vermittelbar.

Dieses Problem ist nicht spezifisch fir die Bruchrechnung. Das
Operieren mit falschen Grundvorstellungen kann immer ein
grundlegender Fehler beim Ldésen von Sachaufgaben sein. Auf das
Problem der Mathematisierung von Sachproblemen bin ich oben schon
eingegangen. Aber der folgende Fall, Giber den Wartha'® berichtet, ist

besonders erschreckend. Er berichtet in seinem Artikel ohne exakte

130 Wartha in mathematik lehren (142, 2007)

193



Beschreibung der Vorgehensweise Uber eine Untersuchung, die im
Rahmen der DFG-geférderten Langsschnittstudie PALMA (Projekt zur
Analyse der Leistungsentwicklung in Mathematik) durchgefihrt wurde.
Es geht zwar aus dem Bericht nicht hervor, ob es sich um dieselben
Schulerinnen und Schiler bei zwei Befragungen im Abstand von zwei
Jahren handelt oder ob es verschiedene Gruppen waren.

Das Ergebnis ist dennoch interessant.

Er berichtet von einer Aufgabe, die in zwei leicht unterschiedlichen
Formulierungen gestellt worden sei.

Formulierung A: ,Herr Brinkmeier hat bei einer Fernsehlotterie
gewonnen. Er mdéchte den sechsten Teil seines Gewinnes einem
Kinderheim spenden. Sein Gewinn betragt 2400 €. Wie viel Geld
spendet er? Schreibe auf, wie du gerechnet hast.”

So habe man diese Aufgabe in Klassenstufe 5 gestellt und sie sei von
75,7% der Kinder gel6st worden. (Gym: 88,6%, RS: 81,1%, HS: 59,4%)
Am Ende der Klassenstufe 7 hatten die Kinder Formulierung B
bekommen, die sich nur an einer Stelle von Formulierung A
unterscheide. Statt ,den sechsten Teil* stehe dort nun ,ein Sechstel®.
Das erschreckende Ergebnis sei, dass nun nur noch 58,6% der
Schilerinnen und Schiler die Aufgabe richtig gel6st hatten.
(Gym:76,1%, RS:53,3%, HS:44,6%)

Eine Auswertung der Fehlerursachen fir Klassenstufe 7 ergab, dass es
sich bei 22% der falschen Lésungen sich um Rechen- oder
Fluchtigkeitsfehler bei sonst richtiger Strategie gehandelt habe. Hierbei
seien Unsicherheiten beim technischen Ausfihren der richtig gewahlten
Rechenoperationen die Ursache gewesen. Bei 23% seien
Ausweichstrategien Uber die Prozentrechnung die Fehlerursache
gewesen und bei 35% seien falsche Rechenoperationen gewahit
worden. (27% Division, 8% Subtraktion).

Die Wahl von Ausweichstrategien diene den Schilerinnen und Schiilern
als Strategie, Briiche zu vermeiden. Warum die Subtraktion oder die
Division als Rechenart gewahlt wurden, wird in dem Artikel nicht
begrindet. Es wird vermutet, dass die Schilerinnen und Schuler eine

Verkleinerung der AusgangsgréBe anstrebten.
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Zu 8.:

Dieses Beispiel zeigt in erschreckender Weise, dass zwei Jahre
Mathematikunterricht die zwischen den fast identischen Aufgaben A
und B liegen, nicht etwa zur verbesserten Problemlésungskompetenz
beigetragen haben, sondern diese sogar verschlechtert haben.

Diese Verschlechterung der Problemlésekompetenz nach Jahren des
Unterrichts, der doch eigentlich zu einem besseren Verstandnis fihren
sollte, erinnert an einen Aphorismus von Lec: ,lch hatte viele Dinge
begriffen, hatte man sie mir nicht erklart"'®".

Aber ist es wirklich so, dass die Schulerinnen und Schiler durch den
Bruchrechenunterricht etwas verlernt haben, was sie vorher konnten?
AuszuschlieBen ist es nicht, dass der Unterricht selbst erst diese
Fehlvorstellungen erzeugt. Wir haben schon gesehen, dass er meist
Uberladen ist von Vokabeln, die weniger Ordnung stiften als falsche
Vorstellungen erzeugen und dass oftmals ein Vorgehen nach
unsinnigen Rezepten gemaB dem Prinzip ,vormachen — nachmachen®
verlangt wird, was ebenfalls nicht geeignet ist, Klarheit in die Képfe der

Jugendlichen zu bringen.

Die Aufgaben, Ausdricke zu vereinfachen, in denen naturliche Zahlen,
die nicht in Bruchschreibweise dargestellt sind und mit anderen
Brichen verknipft sind, bereiten Schilerinnen und Schilern oft groBe

Schwierigkeiten, zum Beispiel:
243 3-= 3.6 10.2
5 4 5

was sicherlich Erstaunen hervorruft. Winter erklart dazu in einer
Fehleranalyse, die Blockierung der Schilerinnen und Schiler und einer
GroBRzahl Erwachsener komme offenbar dadurch zustande, dass sie in
ihrer Regelverhaftung, die ja auch von ihnen gefordert werde, ins
Stolpern geraten. In der ersten Aufgabe verlangte die Additionsregel als
erstes ,gleichnamig machen®, es sei aber doch nur ein Nenner

vorhanden. Selbst wenn man Schilerinnen und Schiler wiederholt und

31 Lec, S. J.: Samtliche unfrisierte Gedanken, Miinchen, Wien: Hanser Verlag, 1996, S. 99
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eindringlich darldber informiere, dass ganze Zahlen als spezielle

Bruchzahlen anzusehen seien und man also 2 als %oder % USW.

schreiben koénne wund hier auch solle, so misse dieses
zeichenorientierte Wissen keineswegs verinnerlicht worden sein. Es
hange in der dinnen Luft des Regelhaften, des Syntaktischen, und es
werde weitere Fehler dieses Typs nicht ausschlieBen.'?

Weiter stellt Winter fest, dass die Schuilerinnen und Schiler durch die
jahrelange Ersterfahrung mit der Arithmetik der natlrlichen Zahlen so
gepragt sein, dass der Anfang ,2 +“ signalisiere, dass von der 2 aus
irgendwie weiter gezahlt werden musse. ,Pragungen (besonders die
eher unbewussten) sind, wie auch die Verhaltensbiologie Ilehrt,
zahlebig und modifikationsresistent. Insbesondere in Stresssituationen
drangen sie sich - unter Umstanden wider besseres Wissen - vor:
Rackgang zu Gewohnheiten, die jahrelang erfolgreich waren.”

Es ist klar, dass die Einbettung der natlrlichen Zahlen im
pragmatischen Konzept unproblematisch ist, da von den natlrlichen
Zahlen ausgegangen wird und alle Rechenregeln im Bereich der
natdrlichen Zahlen abgeholt werden. Die nattrlichen Zahlen tragen hier
auch nicht die bdse klingende Bezeichnung ,Scheinbriiche®, sondern
sie sind sogar ganz besonders gerne gesehene Vertreter der Briche,
weil man an ihnen so vieles besichtigen kann.

Die Schulerinnen und Schiler sollen dariber hinaus standig im Kopf
haben, dass der Bruchstrich nichts anderes bedeutet als ,geteilt durch®.
Es ist gerade bei Einfuhrung der Briche darauf zu achten, dass sie
dieses verinnerlichen und sofort in der Lage sind, zu jeder natlrlichen
Zahl viele verschiedene Bruchdarstellungen anzugeben.

Da die naturlichen Zahlen im pragmatischen Konzept eine viel groBere
Rolle spielen, darf man davon ausgehen, dass ihre Behandlung
weniger problematisch ist als bei Winter beschrieben.
Selbstverstandlich werden durch ein neues Konzept nicht samtliche
Fehler dieser Art verschwinden. Aber haufig entstehen diese Fehler erst

132 Winter in: mathematik lehren (123, 2004)
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deswegen, weil Schilerinnen und Schiler nicht verstanden haben, wie
mit Brlchen gerechnet wird, und sich dann fehlerhaft an
VerknUpfungsmuster erinnern oder auch schnell und oberflachlich
eigene Strategien entwerfen. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn
stumpfsinnig Regeln gelernt wurden.

Das pragmatische Konzept bietet nicht nur die Gelegenheit, die
Bruchrechenregeln zu verstehen, sondern es liefert durch den Ansatz,
die Rechenregeln im Bekannten abzuholen, eine gute MdJglichkeit,

Vergessenes zurtckzuholen und Ansatze kritisch zu hinterfragen.

7.5 Konkretisierung

Nach einer Einfihrung der Briche im Formalen muss natdrlich eine
Konkretisierung erfolgen, denn die Schilerinnen und Schuler sollen in die Lage
versetzt werden, mit Brichen in Sachzusammenhangen zu arbeiten. Sie sollen
wissen, was unter dem Bruchteil einer Gr6Be zu verstehen ist und sie sollen
auch mit Briichen als MaBzahlen von GrdBen arbeiten kénnen. Sie sollen
Zahlen miteinander ins Verhaltnis setzen kénnen und mit diesen Quotienten
umgehen kdnnen. All dieses wird nach einer formalen EinfGhrung nur schwierig
ohne Ubung allein von den Schiilerinnen und Schiller einer 6. Klasse zu
bewaltigen sein. SchlieBlich haben sie zum ersten Mal ein Konzept im Formalen
kennengelernt und so kann man nicht von ihnen erwarten, dass sie selbst in der
Lage sind, in Sachzusammenhangen mit konkretisierten Briichen zu arbeiten,
wenn dieses nicht intensiv mit ihnen gelbt wurde.

Die Konkretisierung sollte sich nicht darauf beschranken, fir das, was zuvor
formal erarbeitet wurde, konkrete Beispiele zu liefern, sondern im Vordergrund
stehen soll die Befahigung der Schilerinnen und Schiler, in konkreten
Sachzusammenhangen auf die formal erworbenen Fahigkeiten
zurtickzugreifen, um dort Problemlésungen zu finden, die anschlieBend wieder
auf die Sachsituation tUbertragen werden. Dazu muss natirlich erst einmal ein
Verstandnis fur die Briche im Konkreten geschaffen werden. Zwar kann man
sich darauf verlassen, dass alles, was im Formalen fur die Briiche erarbeitet
wurde, auch im Konkreten Gultigkeit besitzt. Aber hier ist eine andere
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Kompetenz gefordert als das rein formale Rechnen mit Briichen. Denn es geht
nun darum, die Schilerinnen und Schiler zum L&ésen von Problemen zu
befahigen, die sich im Konkreten stellen. Dartber hinaus sind
Konkretisierungen und Veranschaulichungen besonders wichtig fir das
Versténdnis und die Verinnerlichung des Gelernten. Denn frei nach Kant gilt:

,Begriffe ohne Anschauung sind leer*'®

und so ist auch der Bruchzahlbegriff
ohne Konkretisierung leer. Unsere Briiche sind zundchst nur formale Gebilde.

Erst durch Anschauung werden sie gegenstandlich und begreifbar.

Man muss den Zeitpunkt fur diese spatere Konkretisierung sorgfaltig wahlen.
Die Tatsache, dass bei der Behandlung des Themas GréBen in Klassenstufe 5
auch solche GréBen behandelt wurden, die Briiche in Kommadarstellung als
MafBzahlen besitzen, mag einerseits daftir sprechen, vor der Konkretisierung
die Kommadarstellung ausfthrlich zu behandeln. Aber eine ausfihrliche
Behandlung der Kommadarstellung wirde andererseits die Konkretisierung
stark verzégern. Bei einer Einfihrung der Briiche im Formalen, die mehrere
Wochen in Anspruch nimmt und den Schilerinnen und Schiilern viel
Anstrengung und Konzentration abverlangt, ist es normal, dass standig der
Wunsch nach einer Konkretisierung vorhanden ist. Diesem Wunsch sollte
meines Erachtens schon vor der ausfuhrlichen Behandlung der
Kommadarstellung nachgegangen werden.

Es ist klar, dass die Konkretisierung hier keiner sehr ausfuhrlichen Darstellung
bedarf, da alle bisherigen Konzepte im Konkreten beginnen und daher
ausreichend Material vorhanden ist.

Als ein Leitfaden fur die Konkretisierung kann der obige Fragenkatalog
herangezogen werden, denn auch im Konkreten soll jede dieser Fragen
beantwortet werden kénnen.

Aus alltaglichen Zusammenhangen haben die Schilerinnen und Schiiler bereits
teils klare, teils aber auch diffuse Vorstellungen von konkreten Briichen. So

haben sie eine Vorstellung davon, was unter % | oder % h zu verstehen ist. Aus

dem Erdkundeunterricht ist ihnen der MaBstab bekannt. Wenn eine Karte ein

193 Kant, |.: Kritik der reinen Vernunft, Transzendentale Elementarlehre, 2. Teil, I. Von der Logik
Uberhaupt. Originalzitat: ,Gedanken ohne Inhalt sind leer, Anschauungen ohne Begriffe sind
blind.”
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Gebiet im MaBstab 1 : 10000 zeigt, dann bedeutet das, dass jede

Streckenlange in der Karte in 10(1)00 ihrer originalen GréBe dargestellt ist. Da

den Schilerinnen und Schulern Briiche noch nicht bekannt sind, wird ihnen das
so erklart, dass jede Lange durch 10000 geteilt wurde, beziehungsweise dass
jede Strecke in der Wirklichkeit 10000 Mal so lang ist.

Weit darlber hinaus werden die Kenntnisse Uber konkrete Briiche bei den
meisten Schilerinnen und Schilern jedoch noch nicht reichen. Es muss also
zuerst einmal geklart werden, wie ein Bruch in einem konkreten

Zusammenhang zu verstehen ist.
1. Was ist ein Bruch?

Es ist klar, dass man dazu Bruchteile von GréBen oder den operativen Aspekt
der Briche betrachten kann. Dass die Trennung zwischen einem Zugang mit
GréBen und einem mit Operatoren wie im oben dargestellten gemischten
Konzept oft unscharf ist, muss hierbei nicht mehr stérend sein, da es nun nicht

mehr um eine Einfihrung der Briche geht.

Es gibt hier zwei Aspekte zu bearbeiten. Einerseits sollen die Schulerinnen und
Schiler in der Lage sein, zu verstehen, was mit einem Bruchteil einer Gré e
gemeint ist. Andererseits sollen sie auch die Fahigkeit erlangen, Anteile von
GrdBen mit Hilfe von Brichen zu beschreiben.

Eine Konkretisierung kann mit einer Visualisierung beginnen. Dabei kann man
sich geeigneter GrdBen bedienen und Bruchteile von ihnen sichtbar machen.
So kann man sehr gut Bruchteile von Streckenlédngen veranschaulichen.
Ohne in methodische Uberlegungen abschweifen zu wollen, sei darauf
hingewiesen, dass in diesem Zusammenhang Streifen mit aquidistanten
Parallelen, die auf Folien oder transparentes Papier kopiert werden, gut
geeignet sind.
Die Fahigkeit zur Konstruktion beliebiger Bruchteile von Streckenlangen sollte
genutzt werden, um Brliche auf dem Zahlenstrahl zu markieren und auch dort
zu zeigen, dass man zwischen zwei Brichen immer einen weiteren findet und
somit sogar unendlich viele weitere und dass die Briiche nicht mehr wie die
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natlrlichen Zahlen so wie Perlen auf einer Kette angeordnet sind. Es gibt hier
keinen Vorganger oder Nachfolger einer Zahl. Fir viele Schilerinnen und
Schuler ist in Grundschulzeiten die Fragestellung nach einer gréBten Zahl
interessant. Sie lernen, dass es keine gréBte natirliche Zahl gibt, weil ,man ja
immer noch 1 mehr nehmen kann®, das heiB3t, die Tatsache, dass jede
natdrliche Zahl einen Nachfolger besitzt, schlieBt die Existenz einer groBten
natUrlichen Zahl aus. Zwar gibt es mit der Null eine kleinste natdrliche Zahl,
aber jede andere natlrliche Zahl besitzt einen Vorgéanger. Auch wenn schon
geklart wurde, dass zwischen zwei Briichen immer noch unendlich viele weitere
Briiche liegen, ist es flr viele Schilerinnen und Schiler eine spannende Frage,
ob es eine kleinste positive Zahl gibt. In der Menge der nattirlichen Zahlen war
diese Frage leicht zu bejahen, weil man sie vorzeigen konnte. Hier ist
Méglichkeit zur Diskussion gegeben. Sie lauft auf eine Argumentation hinaus,
die sich in einem Bereich des Zahlenstrahls ,nahe der Null“ abspielt, in der man
eine kleinste positive Zahl finden musste, wenn es sie denn gébe. Wie klein
man sie auch annehmen mag, man erkennt bei Verfeinerung der Einteilung des
Zahlenstrahls, dass es nattrlich immer noch eine Zahl gibt, die zwischen der
Null und dieser Zahl liegt, die man als die kleinste positive angenommen hat
und man ist auch immer in der Lage, solch eine Zahl anzugeben,
beziehungsweise auf dem Zahlenstrahl zu konstruieren.

Wenn man nun in der Lage ist, beliebige Bruchteile von Streckenlangen zu
konstruieren, dann kann man auch beliebige Bruchteile von Rechteckflachen
konstruieren. In der Praxis wird man aber auch dazu tbergehen, sich die Arbeit
durch die geschickte Wahl von Seitenlangen zu erleichtern, die sich gut wie

gewdulnscht teilen lassen.
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Dieses Rechteck ist in 5 gleich groBe Teile unterteilt. Die grau gefarbte
Teilflache veranschaulicht also % des Rechteckflacheninhalts.

Eine Teilung hatte auch auf viele andere Weisen anders erfolgen kénnen, zum

Beispiel:

Die Streckenlange und der Rechteckflacheninhalt haben hier eine besondere
Bedeutung, weil sie auch spater nutzlich sind, wenn das Rechnen mit Briichen
konkretisiert wird.

Kreisflachen sind da weniger gut geeignet, denn, wahrend sich an
Streckenlangen und Rechteckflachen alle beliebigen Briiche darstellen lassen,

so kann an einer Kreisflache schon % nicht mihelos gezeichnet werden.

AuBerdem sind Kreismodelle fir die Konkretisierung des Rechnens nicht gut
brauchbar. Dennoch wird man nicht vollstandig darauf verzichten, Bruchteile
von Kreisen zu markieren, insbesondere wenn diese Bruchteile sich mit dem
Nenner 360 darstellen lassen. Denn Schiilerinnen und Schiler sollen auch

lernen Bruchteile im Kreisdiagramm darzustellen.

Figuren, in denen Symmetrien erkennbar sind oder die mehrere Wege

zulassen, sind dabei besonders reizvoll, wie zum Beispiel:
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Im rechten Bild kénnte man wie im linken die Anzahl n der kleinen Teilrechtecke

bestimmen und anschlieBend die Anzahl z der grau gefarbten abzahlen. Durch

£ wird dann der Anteil des grau markierten Teils am ganzen Rechteck
n

beschrieben also 2% beziehungsweise % Beim rechten Bild kann man auch

so argumentieren, dass in jeder Zeile ein Viertel der Kastchen markiert ist,
beziehungsweise in jeder Spalte und das deswegen die grau markierte Flache

i der Gesamtflache ausmacht. Aus dem Formalen ist natirlich schon bekannt,

dass 4 = 1 ist.
16 4

Ahnliche Ubungen kénnen auch am Geobrett durchgefiihrt werden. Dabei wird
ein Gummiband Gber ein Nagelbrett gespannt, der einen Bruchteil einer
gegebenen Flache umfasst. Dieser ist zu bestimmen.

Im linken der folgenden Bilder ist der Bruchteil zu bestimmen, den die Kreise
einer bestimmten Farbe an der Gesamtheit der Kreise einnehmen. Im rechten
Bild ist der Anteil der grau gefarbten Flache an der gesamten Dreiecksflache

gesucht.

Es gibt viele weitere Méglichkeiten, den Schilerinnen und Schilern eine
Konkretisierung der Briche zu ermdglichen. Man kann Bruchteile von Volumina

einer FlUssigkeit in verschiedene Messzylinder abflllen oder Bruchteile eines
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Gewichtes wiegen oder fihlen lassen. Dass nicht jeder Ansatz die gleiche
Wirkung haben kann, ist klar. So hat zwar ein Zitronensaft-Wasser-Gemisch,
das zu einem Drittel Zitronensaft enthalt, einen anderen Geschmack als ein
solches Gemisch, das zu einem Zehntel Zitronensaft enthélt. Dennoch ist das
Schmecken von Briichen eine véllig ungeeignete Spielerei und keine geeignete
Konkretisierung, die zum Aufbau tragfahiger Grundvorstellungen beitragt.

Auch mit anderen GréBen sollte gearbeitet werden, so sollte beispielsweise

geklart werden, was unter % m, % m, i m etc. zu verstehen ist. Eine Masse

von % kg, beziehungsweise % kg oder % kg erhalt man, indem man eine

Masse von 1 kg in 2, beziehungsweise 3 oder 4 gleich groBe Portionen teilt.
Dass es in der Praxis technische Probleme bei der Durchflihrung einer exakten
Teilung ebenso wie bei der exakten Messung einer GréBe geben kann,
entspricht den Erfahrungen, die schon in Klassenstufe 5 bei der Behandlung
des Themas GrdéBen gesammelt wurden.

In den bisherigen Beispielen kamen nur Stammbriche als MaBzahlen vor. Es

ist aber nicht schwierig, eine Erweiterung auf alle Briiche vorzunehmen.

Betrachtet man zum Beispiel % m, so ergeben sich sofort zwei Zugange zum

Verstandnis. Einerseits kann man sich mit der gleichen Uberlegung wie bei den

Stammbriichen klar machen, dass % die Zahl ist, die mit 5 multipliziert 3 ergibt,
dass also 5 Strecken der Lange % m aneinandergereiht so lang sind wie eine

Strecke der Lange 3 m. Daraus ergibt sich, dass ein Stick der Lange % m SO

lang ist wie eine Strecke, die man erhélt, wenn man eine Strecke der Ld&nge 3 m
in 5 gleich groBe Abschnitte unterteilt. Man kann also die GrdBe immer mit in
den Zahler einer Bruchdarstellung Gbernehmen. Ein zweiter Zugang nutzt das

im Formalen erworbene Wissen aus, dass §= 3 % ist und fihrt zu der Einsicht,
3 . .1
dass 5 m also 3 mal so lang sind wie 3 m.
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Es zeigt sich deutlich, dass ein Bruchteil von < einer GroBe immer auf zwei
n

Weisen interpretiert werden kann:

1. Zerteile die GroBe in n gleich groBe Teile. Dann sind z von diesen n

. Z -
Teilen zusammen genommen genau — der gegebenen GrdBe.
n

2. Nimm das z—fache dieser GroBe und zerteile diese in n Teile. Dann ist

jeder dieser Teile genau < der gegebenen GroBe.
n

Diese Vorgehensweisen sind nicht wesentlich verschieden. Sie haben eine
Vervielfachung und eine Teilung gemeinsam, unterscheiden sich dabei nur in
der Reihenfolge. In der Sprache des Operatorkonzepts wendet man einen
Multiplikationsoperator —— und einen Divisionsoperator —*— in
verschiedenen Reihenfolgen auf eine gegebene GrdBe an. In dieser
Darstellung nennt die Zahl n, in wie viele Teile die GréBe zerteilt werden soll
und die Zahl z zahlt, wie viele dieser Teile genommen werden sollen.

Die Hintereinanderausfihrung dieser beiden Operatoren wirkt genau so wie der

z
Bruchoperator —2— .

Bisher wurden nur GréBen angesprochen, die aus einer Einheit und einem
Bruch als MaBzahl zusammengesetzt sind. Oft kommt es in
Sachzusammenhéangen aber vor, dass von einem Bruchteil einer Gr6Be die
Rede ist, die selbst schon aus einer MaBzahl und einer Einheit
zusammengesetzt ist. Dabei ist besonders darauf zu achten, wie das Wort ,von*
interpretiert wird.

Diese Interpretation ist vielen Schilerinnen und Schulern nicht immer von
vornherein klar und daher muss daran gearbeitet werden, dass unterschieden
wird, ob im multiplikativen Sinne ein Bruchteil von einer GrdBe bezeichnet wird
oder ob nur ein ausgewahlter Teil einer gegebenen GrdBe bezeichnet wird.
Diese multiplikative Interpretation des Wortes ,von* liegt in dem ersten Fall
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nahe, so wie im zweiten Fall die Bruchstrich-Interpretation nahe liegt, da hier
das ,von*“ so wie der Bruchstrich den Zahler vom Nenner trennt.

Die multiplikative Interpretation ist von den natirlichen Zahlen bekannt. Wenn
eine Kiste Mineralwasser 12 Flaschen enthélt und wir 4 von diesen Kisten
kaufen, dann haben wir 4 - 12 Flaschen. Wenn Eier in Sechserpacks verkauft
werden und man 3 von diesen Sechserpacks kauft, dann hat man 3 - 6 Eier
gekauft. In diesen Fallen beschreibt das Wort ,von“ immer, wie viel Mal eine
Gr6Be vorhanden ist.

Wenn aber beispielsweise ein Schiler 4 € von 12 € ausgegeben hat, dann

beschreibt der Bruch % den Bruchteil der 12 €, die er ausgegeben hat. In

diesem Fall ist die Bruch-Interpretation notig.

Allgemein I&sst sich sagen, dass das Wort ,von* in der Struktur Anzahl — von —
GrdBe immer multiplikativ zu interpretieren ist, wahrend es im Schema Gr6Be —

erstgenannte Grofie

von — GroBe immer den Bruchteil bezeichnet. Leider ist

zweitgenannte Grofle

dies nicht immer leicht erkennbar, da in der Umgangssprache oft die erste
Gr6Be nicht als solche erkennbar ist, denn oft wird die Einheit weggelassen.
Im obigen Beispiel wird also gesagt, der Schiler habe 4 von 12 € ausgegeben,
obwohl 4 € von seinen 12 € gemeint sind.

Betrachtet man also Bruchteile von GréBen, insbesondere von GréBen, deren
MaBzahl selbst gebrochen ist, dann fuhrt dies schon zur Frage 5, namlich dazu,
wie Briche miteinander multipliziert werden kénnen. Dieses fallt aber nicht so
auf, wenn man sich zunéchst auf Bruchteile von Einheiten beschrankt.

Bei der Konkretisierung sollte auch auf die im Alltag haufig vorkommenden
Bezeichnungen wie ,jeder Dritte” oder ,zwei von funf“ eingegangen werden und

geklart werden, dass diese nicht wortlich zu nehmen sind.

Zu einer Konkretisierung gehort auch die Fahigkeit, Anteile einer Gesamtheit

mit einem Bruch zu bezeichnen, wie es oben schon fir Bruchteile von

Streckenlangen und Rechteckflachen beschrieben wurde. Dies erweist sich als

einfach. Bei Strecken, Rechteckflachen oder auch anderen Flachen, die in

gleich groBe Teile zerlegt sind, zédhle man die insgesamt markierten Teile, ihre
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Anzahl sei n. Wenn es dann z markierte Teile gibt, dann ist der Bruchteil der

markierten Flache z,
n

Um bei einer beliebigen GréBe anzugeben, welcher Bruch einen gegebenen
Teil bezeichnet, kann man genau so verfahren.

Zum Beispiel erhélt jemand 235 € von 940 € eines Lotteriegewinns. Will man
nun den Bruchteil am Gesamtgewinn bestimmen, kann man so vorgehen, dass
man den Gesamtgewinn in 940 gleich groBe Teile teilt, von denen dann jeder

aus 1 € besteht. Dann enthélt der Teilgewinn genau 235 dieser 940 Teile, also

hat die Person % des Gesamtgewinns erhalten.

Nattrlich kann man den Gewinn auch in 5 €-Scheinen auszahlen. Dann ist klar,
dass der Gewinn 188 Scheine beschert und der Teilgewinn von 235 € mit 47

solchen Scheinen ausgezahlt wird. Auf diesen Teilgewinn entfallen also %

aller gewonnen 5 €-Scheine.

Aus der Behandlung der Briiche im Formalen wissen wir, dass hier wir nicht in
Abhangigkeit von der Wahl der Zerlegung verschiedene Anteile bestimmt
haben, sondern dass wir nur verschiedene Darstellungen derselben Zahl
gefunden haben.

Dieses fuhrt aber unmittelbar zu der zweiten Frage.

2. Wie kann man Briiche darstellen?

An Rechteckflachen und an Strecken kann man sehr gut besichtigen, dass ein
Klrzen oder Erweitern einer Bruchdarstellung nur ein Vergrébern oder
Verfeinern bewirkt. Dieses lasst sich sehr gut zeichnerisch aber auch an

DIN A 4-Blattern visualisieren, auf denen ein bestimmter Anteil markiert ist.
Man kann durch mehrfaches Falten des Papiers die Einteilung verfeinern und
auf diese Weise den gleichen Bruchteil erweitert darstellen. Am Zahlenstrahl
findet flr eine Zahl bei immer weiterer Verfeinerung der Unterteilung immer
mehr Namen.

Aber auch das eben genannte Beispiel zeigt dieses. Die Einheit wurde von 1 €

auf 5 € vergrdbert. Dabei wurde die Bruchdarstellung von 5%(5) auf A7 gekurzt.

188
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Wenn es um Alltagssituationen geht, dann werden oft bestimmte Darstellungen
wie die vollstandig gekurzte oder die mit dem Nenner 100 bevorzugt benutzt.
Umgekehrt kann man auch einen Bruchoperator in mehreren verschiedenen
Darstellungen auf eine GréBe wirken lassen um festzustellen, dass jede
Darstellung dasselbe bewirkt.

Der Einwand ist richtig, dass es in der Praxis nicht das Gleiche ist, ob man
einen Teil von zweien bekommt oder 500 von 1000, weil eine Teilung in 1000
Teile mit einem viel gréBeren Aufwand verbunden ist, vielleicht weniger genau
durchgefuhrt werden kann und letztlich auch andere Teile liefert. Andererseits
galt dieses Argument auch schon fur die nattrlichen Zahlen, denn auch dort ist
es ein Unterschied, ob man 100 000 Minzen zu 1 Cent hat oder zehn 100 € -
Scheine, auch wenn beides gleich viel wert ist.

Es kann auch ein Zusammenhang zum Thema GréBen in dem Sinne hergestellt
werden, dass auf die Bedeutung der Silben ,dezi“, ,centi“ und ,milli“ als Zehntel,
Hundertstel und Tausendstel hingewiesen wird. Dann ist klar, dass man bei den

Umformungen 6 m = % m =60 - % m =60 dm und

600 1

6m=——m=600-— m =600 cm sowie
100 100
6000 1 . . e
m=——m = 6000 - —— m = 6000 mm nichts weiter macht, als die Einheit um
1000 1000

eine Zehnerpotenz zu verkleinern und die MaBzahl gleichzeitig um die gleiche
Zehnerpotenz zu vergrdBern. Das Verkleinern der Einheit ist ein Verfeinern,
also ein Erweitern der Darstellung. Dieses kann gut an dieser Stelle thematisiert
und bei der Behandlung der Kommadarstellung wieder aufgegriffen werden.

3. Wie kdnnen wir erkennen, welcher Bruch gréBer oder kleiner ist?

Wir haben gesehen, dass es schon im Formalen mehrere Mdglichkeiten far
einen GréBenvergleich gibt. Im Konkreten kann man nun davon profitieren,
dass alles, was im Formalen gilt, auch in jeder Konkretisierung gilt. Weil es in
jeder Konkretisierung gilt, reicht die Besichtigung in einem konkreten Fall. Wenn

man zum Beispiel schon weil3, dass % von 300 € mehr ist als 2 von 300 €,
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dann ist fir jede beliebige GréBe g auch % g> 2 g. Man kann also, wenn man

einen GréBenvergleich zweier Briiche vornehmen will, eine beliebige GréBe
wahlen und auf diese die Bruchoperatoren mit den gegebenen Briichen wirken
lassen. Der Operator, der das gréBere Bild liefert, gehdrt zum gréBeren Bruch.
Oft ist das aber gar nicht auf Anhieb zu erkennen.

Soll beispielsweise festgestellt werden, ob % oder % von einer beliebigen

Gr6Be groBer ist, so kann man das Problem im Formalen klaren, aber man
kann auch die gegebene GrdBe durch eine beliebige andere ersetzen und an
dieser den GrdBenvergleich durchflhren. In diesem Beispiel bietet es sich an,
eine MaBzahl zu wéahlen, die sowohl durch 5 als auch durch 7 teilbar ist. Infrage
dafir kommt also jedes Vielfache von 35. Der GrdBenvergleich kann also an

der Gr6éBe der Bruchteile % von 35 € oder % von 35 € vorgenommen werden.

Ebenso ist es moglich % und % von einer Streckenlange zu konstruieren.

Dementsprechend kann auch am Zahlenstrahl verglichen werden. Der weiter
rechts liegende Bruch ist der groBere.

Sehr gut ist auch immer ein Vergleich an einer Rechteckflache mdglich.

In diesem Beispiel zerlege man ein beliebiges Rechteck in 5 gleich groBe Teile
und markiere 2 von diesen. In die andere Richtung zerlege man es in 7 gleich
groBe Rechtecke und markiere 3 von ihnen.

FOhrt man nun beide Zerlegungen innerhalb eines Rechtecks durch, so wird es
leicht, den GréBenvergleich durchzufihren:
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Denn nun sehen wir eine Unterteilung in 35 gleich groBe Teile und sehen % als

14 .3 15
— sowie — als —.
5 7 35

In vielen Sachzusammenhangen werden Zahlen miteinander ins Verhaltnis
gesetzt und auf diese Weise Quotienten hergestellt. Die auf diese Weise
konkretisierten Briche sind dabei zunachst gar nicht zu sehen, sondern sie
werden bei Bildung des Quotienten sichtbar. Wenn zum Beispiel eine
FuBballmannschaft in 8 Spielen 12 Punkte erzielt und eine andere in 9 Spielen
13 Punkte, dann lasst sich nattrlich nicht argumentieren, die zweite Mannschaft
sei erfolgreicher, da sie 13 statt 12 Punkte erzielt hat. Denn es muss ja die
Tatsache berilcksichtigt werden, dass die zweite Mannschaft auch ein Spiel
mehr gemacht hat. Um die erfolgreichere Mannschaft zu ermitteln, miissen die

Briiche Anzahl der erzielten Punkte oder deren Kehrbriiche miteinander

Anzahl der absolvierten Spiele

verglichen werden.

In den meisten Sachsituationen besteht das Problem nun vorwiegend in der

Mathematisierung und nicht im GréBenvergleich. Dies kann einfach sein, wie im

folgenden Beispiel'>*:

,=Jwe und Jorn laufen um die Wette. Wer ist Sieger?

Gemessene Zeiten: Uwe % min, Jorn % min*“

13 Mathematik heute 6 (1978: 88)
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Es bieten sich hier sehr viele Losungswege. Neben einem Vergleich der

MaBzahlen ist natirlich auch eine Angabe in Sekunden geeignet.
4. Wie konnen wir Briiche addieren beziehungsweise subtrahieren?

Eine Addition beziehungsweise Subtraktion von Briichen ist leicht zu
konkretisieren. Im Folgenden wird nur die Addition beschrieben, weil die
Subtraktion als ihre Umkehrung sich daraus ergibt. Die Konkretisierung kann an
Streckenlangen und noch besser an Rechteckflachen vorgenommen werden.
Die Addition zweier Bruchteile einer Streckenlange kann konkretisiert werden,
indem man zunéchst beide Bruchteile konstruiert, anschlieBend beide Strecken
aneinanderhangt. Der Bruchteil, den die Summe ausmacht, ist aber nicht immer

gut sichtbar, weil nicht immer sofort eine geeignete Verfeinerung der

Langeneinteilung zu sehen ist. Um §+% einer Streckenlange zu
veranschaulichen, konstruiere man also zunachst % dieser Lange,

anschlieBend % der Lénge, hange nun Strecken dieser Langen aneinander und

bestimme den Bruchteil, den diese zusammengesetzte Streckenlange an der

Gesamtstreckenlange hat. Der Anteil ist % und man wird ihn in der Praxis nur

nach einer Verfeinerung der Unterteilung in FinfunddreiBigstel bestimmen

kdnnen.

Viel besser geeignet zur Visualisierung sind Rechteckflachen, denn hier ergibt

sich die Verfeinerung von selbst, wenn man folgendermaBen vorgeht.
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Die Abbildung zeigt die Addition %+ % Dazu wurde das Rechteck, wie schon

oben fur den GréBenvergleich, entlang einer Richtung in 5 gleich groBe Teile
zerteilt, von denen 2 grau markiert wurden. Entlang der anderen Richtung
wurde es in 7 gleich groBe Rechtecke zerteilt, von denen 3 grau markiert
wurden. Man sieht nun einen Bereich, der doppelt markiert wurde. Insgesamt
sieht man 35 kleine Rechtecke, von denen 17 einfach grau und 6 doppelt,
beziehungsweise hier dunkelgrau markiert wurden. Letztere missen natdrlich

doppelt gezahlt werden.

Daher kann auch folgende zuséatzliche Darstellung fur die Zahlung nitzlich sein.

Beide Darstellungen flihren zu 2 + 3. ﬁ.
5 7 35

5. Wie kdnnen wir Briiche multiplizieren beziehungsweise dividieren?

Fir eine Konkretisierung der Multiplikation ist zu bedenken, dass man GréBen
nicht miteinander multiplizieren kann. Auch eine Interpretation eines Produktes
als verkiirzte Schreibweise fiir eine mehrmalige Addition scheidet dann aus,
wenn nicht mindestens einer der beiden Faktoren eine natlrliche Zahl ist. Sehr
wohl aber kann man einen Bruch mit einer GréBe multiplizieren. Bei einem
solchen Produkt ist der erste Faktor als Bruchteil zu verstehen, der zweite ist
eine GroBe, deren MaBzahl ein Bruch ist. Das Produkt ist dann ein Bruchteil
von dieser GréBe. Diese multiplikative Interpretation des Wortes ,von* wurde
bereits hinreichend im Zusammenhang mit Bruchteilen von beliebigen GréBen

besprochen. Hier ist aber noch anzufligen, dass Rechteckflachen wieder
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besonders gut fir eine Visualisierung geeignet sind, weil man sich ja die
Seitenlangen in jedem Fall so wahlen kann, dass die Zerlegung besonders

einfach durchgefthrt werden kann.

% der Rechteckflache % der Rechteckflache

Man erhalt folgende Bilder:

Der dunkle Teil im linken Rechteck, beziehungsweise der grau gefarbte Teil im

rechten Rechteck ist % von % der Rechteckflache oder % . % der

Rechteckflache. Es ist leicht zu sehen, dass das Produkt % ist.

Natdrlich kann dieses auch wieder mit einem DIN A4 — Blatt oder einem
anderen Blatt Papier geschehen. Faltet man es entlang einer Mittellinie und
drittelt es anschlieBend entlang der anderen Richtung, wie in der oberen Zeile
der folgenden Abbildung dargestellt, markiert dann die duBere Flache, dann ist
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nach dem Auseinanderfalten genau % von der Halfte der Rechteckflache

markiert und das ist eben genau %% der Rechteckflache.

Man nehme ein Blatt Papier und falte

es entlang der innen markierten Linie.

Nun sieht man die Halfte des Blattes.

Dieses wird nun entlang der innen

markierten Linien gefaltet.

Nun sieht man nur noch ein Drittel von
der Halfte des Blattes. |

Den nun sichtbaren Teil markiere man
deutlich. |

Nun falte man es wieder auseinander

und erkenne, dass zunachst ein Drittel
der Halfte erkennbar wird.

SchlieBlich falte man weiter

auseinander, bis das urspringliche

Blatt wieder hergestellt ist, und

erkenne, dass man auf diese Weise

ein Sechstel des Blattes markiert hat.

Eine Division a : b kann im Bereich der naturlichen Zahlen, wenn a Vielfaches
von b ist, als eine Kurzschreibweise flr die wiederholte Subtraktion eines immer
gleichen Subtrahenden gesehen werden. In Schilersprache schaut man, wie
oft der Divisor in den Dividenden passt. Nach unserer Zahlbereichserweiterung
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ist es aber nicht mehr erforderlich, dass bei einer Division a : b noch a ein
Vielfaches von b ist, denn es ist ja gerade der Gewinn der
Zahlbereichserweiterung, dass jede dieser Divisionen, auBer fir b = 0, méglich
ist. Eine Konkretisierung kann wieder an Rechteckflachen erfolgen, jedoch ist

sie nicht so Ubersichtlich wie bei den anderen Rechenarten.

3: % kann beispielsweise veranschaulicht werden, indem 3 Rechtecke in

Teilflachen zerlegt werden, die jeweils % einer Rechteckflache einnehmen.

Der Quotient ist dann die Anzahl der Flachen, die man erhali.

Wie man sieht, gibt es 5 solcher Teile, die hier mit verschiedenen Grauténen

unterlegt sind.

% , é lasst sich beispielsweise wieder darstellen, indem man ein Rechteck

einerseits in 4 Teile teilt, von denen man 3 markiert, und es andererseits in 8

Teile teilt, von denen man einen markiert.
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Anhand dieser Rechtecke soll nun die Frage beantwortet werden, in wie viele

Stlcke, die % der Rechteckflache einnehmen, man das Stlick zerteilen kann,

das % der Rechteckflache einnimmt. Wenn man in beiden Darstellungen die

gleiche Unterteilung vornimmt, dann sieht man, dass sie in jeweils 32 gleich
groBe Rechtecke unterteilt sind, von denen links 24 markiert sind und rechts 4.

Die unterschiedlichen Grauténe im linken Bild sollen lediglich den Uberblick
erleichtern, dass die markierte Flache sich in 6 Viererbldcke teilen lasst.
3.1 24 4 24:4 6

Alsoist = : — = —:—=—""—=—=6
4 8 32 32 32:32 1

Auch bei vielen Sachzusammenhangen lassen sich mehrere Lésungswege

finden, zum Beispiel'**;

,Die rechteckige Bodenflache eines Schwimmbassins von 800 m2 GrdBe

soll mit % m? groBen Platten ausgelegt werden.

Berechne die Materialkosten, wenn eine Platte 12,50 € kostet.”

Eine im Zusammenhang mit GréBen oftmals erfolgreiche Strategie ist die
Verfeinerung der Einheit, die oft zur Folge hat, dass die MaBzahlen dann

naturlich werden.

133 Schnittpunkt (2004: 96)
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,Der Musikunterricht dauert %h. Alle Schilerinnen und Schiler sollen

ein Lied vortragen. Pro Person stehen %min zur Verfigung. Pausen soll

es nicht geben. Bestimme, wie viele Musikbeitrdge es geben kann.*

Bei dieser Aufgabe ist zu beachten, dass die GréBen mit verschiedenen

Einheiten dargestellt sind. Man kann %h als % min schreiben oder %min als

R h . Wie man es macht, ist egal, denn es ist E:L :mé.

2-60 4°2-60 4 2

Hier kann schon gesehen werden, dass der Faktor 60 aus dem Nenner des

Divisors in den Zahler des Dividenden Ubertragen werden kann, was der

Erfahrung aus dem Formalen entspricht. Es kann sogar der ganze Quotient
3-60-2

durch ein Produkt ersetzt werden, namlich durch und dieses erhalt

man in beiden Féllen, indem man den Dividenden mit dem Kehrbruch des
Divisors multipliziert. Es gibt also 18 Musikbeitrage.

Mochte man mit natirlichen MaBzahlen rechnen, dann muss man sich hier

kleinere Einheiten wahlen. Denn %h =45 min =2700 s und %min =150 s.

Natdrlich ist auch 2700 : 150 = 18.
Zu klaren ist noch
Frage 6: Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?

Von der Gultigkeit der Kommutativitat und der Assoziativitat beztglich der
Addition und der Multiplikation kann man sich leicht im Konkreten Gberzeugen.
Das gleiche gilt fir die Distributivgesetze. Es entspricht der Intuition der
Schulerinnen und Schiiler, dass diese Gesetze weiterhin gelten. Ein formaler
Nachweis, der darauf hinauslauft, dass man mit der Gultigkeit dieser Gesetze
im Bereich der natirlichen Zahlen argumentiert, verwirrt oft eher, wenn gar kein
Klarungsbedarf bestand. Man kann sich leicht an beliebigen Beispielen davon
Uberzeugen, dass diese Gesetze weiter gelten.
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Einige Sachverhalte sind fir die Schilerinnen und Schiler klar, sodass sie
keiner Konkretisierung bedirfen. Dazu zahlen die Trichotomie, die Existenz der
0 als neutrales Element bezuglich der Addition und der 1 als neutrales Element
beziglich der Multiplikation sowie die Abgeschlossenheit der Addition und der
Multiplikation.

Die Tatsache, dass nun jede Zahl auBer 0 ein multiplikatives Inverses besitzt,
kann leicht konkretisiert werden. Wenn vor der Einfihrung der Briiche zum
Beispiel Insekten in finffacher VergréBerung im Biologiebuch abgebildet waren,
dann war klar, dass man alle Langen durch 5 dividieren musste, um das Tier in
OriginalgréBe zu sehen. Umgekehrt galt, wenn im Atlas eine Landkarte ein
Gebiet im MaBstab 1 : 100000 darstellt, dann muss jede Lange mit 100000
multipliziert werden um deren Originallange zu erhalten. Es war also schon
bekannt, dass eine Verkleinerung, die durch eine Division durch eine natlrliche
Zahl entstanden ist, durch eine bestimmte Multiplikation wieder aufgehoben
werden kann und umgekehrt. Letzteres gilt auch in der Menge der Briche.
Multipliziert man nacheinander mit einem Bruch und seinem Kehrbruch, so
erhalt man wieder die AusgangsgroB3e:

Eine Neuigkeit, die in der Menge der Briiche zu besichtigen ist und die den im
Bereich der natirlichen Zahlen gewonnenen Vorstellungen der Schillerinnen

und Schuler von der Multiplikation und der Division widerspricht ist die, dass
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man durch Multiplikation mit einer von 0 verschiedenen Zahl eine Verkleinerung

und durch Division eine VergréBerung bewirki.

Hier kann gut mit Streckenlangen gearbeitet werden. Beispielsweise kénnte die
Aufgabe lauten, eine Strecke der Lange 4 cm zu zeichnen und anschlieend

Strecken nebeneinander zu zeichnen, die 4, 3, 2, 1, % % % Mal so lang sind.

Eine Multiplikation bewirkt, im Bereich der positiven Zahlen, eine VergréBerung,
wenn mit einem Faktor multipliziert wird, der gréBer als 1 ist. Schon wenn der
Faktor 1 ist, wird das Produkt nicht mehr gréBer als der andere Faktor. Und
wenn mit Uber die 1 hinaus immer kleiner werdenden Faktoren multipliziert wird,
dann wird das Produkt auch immer kleiner. So wird nach dem
Permanenzprinzip die alte Vorstellung korrigiert.

Ebenso kann es fir die Division geschehen:

Zeichne untereinander 7 Strecken der Lange 16 cm.
Unterteile sie in Teilstrecken der Lange 8 cm, beziehungsweise 4 cm,

2cm, 1 cm, l cm, l cm und i cm. Bestimme, wie viele Teilstrecken

man jeweils erhalt.

Auch hier wird nach dem Permanenzprinzip die Division eines Dividenden
durch Uber die 1 hinaus immer kleiner werdende Divisoren konkretisiert. Man
erhalt die Quotienten 2, 4, 8, 16, 32, 80, 160, die also immer grdéBer werden,
sogar gréBer als der Dividend, wenn der Divisor kleiner als 1 ist.

Falls nétig lassen sich viele weitere geeignete Beispiele mit GréBen finden, zum
Beispiel die Aufteilung einer Flissigkeitsvolumens in GeféBe, die nur Bruchteile
eines Liters fassen. Je kleiner der Bruchteil, desto mehr GefaBe lassen sich

fallen.

Bei der Konkretisierung ist immer zu beachten, dass es nicht darum geht, alles
was im Formalen erarbeitet wurde, einmal konkret vorzuzeigen, sondern es
geht darum, das Versténdnis daflir zu verbessern, wie Briiche in
Sachzusammenhangen zu interpretieren sind und darum, einen Beitrag zur

Verinnerlichung gewonnener Erkenntnisse zu leisten.
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8 Kommadarstellung von Briichen

Im Folgenden ist mit der ,Kommadarstellung“ stets die Kommadarstellung im
Dezimalsystem gemeint, wenn nichts anderes erwahnt wird. Jeder Bruch besitzt
auch eine Kommadarstellung. Die Idee, auf die Bruchdarstellung zu verzichten,
und stattdessen nur mit der Kommadarstellung

zu arbeiten, ist aus vielen Grinden abzulehnen. Die beiden
schwerstwiegenden sind meines Erachtens, dass es nicht maoglich ist, das
Rechnen in der Kommadarstellung vollstandig zu verstehen, wenn man nicht
zuvor die Bruchschreibweise verstanden hat, und dass gerade die
Bruchschreibweise in vielen Zusammenhangen sehr praktikabel ist. Neben
manchen Nachteilen bietet die Kommadarstellung aber gegeniber der
Bruchdarstellung auch einige Vorteile. Der GrdéBenvergleich, die Addition und
die Subtraktion sind oft leichter. Auch taucht diese Schreibweise haufiger im
Alltag auf. Die Multiplikation und die Division sind dagegen haufig schwieriger
als in der Bruchschreibweise. Das exakie Markieren einer Zahl auf dem
Zahlenstrahl kann ebenfalls schwieriger sein, als wenn man die
Bruchschreibweise der Zahl kennt.

Die Schilerinnen und Schiler kennen die Kommadarstellung einiger Briche
schon aus Klassenstufe 5. Dort wird das Messen und Rechnen mit GréBen
unterrichtet.

Bei einer GroBe wie 7,52 m wird haufig mit Hilfe einer Stellentafel gearbeitet,
um zu erklaren, was darunter zu verstehen ist.

Diese kdnnte so aussehen:

km m dm | cm | mm
H Z E H Z
7,52m 7 5 2

Hierbei ist darauf zu achten, dass die Schulerinnen und Schiiler verstehen, was
das Komma bedeutet und warum die 7 jetzt gerade an diese Stelle kommt und
dass sie zum Beispiel 7,52 m ebenso als 75,2 dm oder 752 cm oder 7520 mm
schreiben und lesen kdnnen. Das Verschieben des Kommas mit gleichzeitiger

Anderung der Einheit ist nichts anderes als das Kiirzen oder Erweitern mit einer
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Zehnerpotenz. Eine wichtige Erkenntnis daraus ist, dass man hinter die letzte
von 0 verschiedene Stelle, die sich rechts vom Komma befindet, beliebig viele
Nullen erganzen kann, also dass 7,5 = 7,50 = 7,500 = 7,500000000000 ist und
so fort.

Fast alle in der Grundschule und in Klassenstufe 5 behandelten Gr6Ben werden
ublicherweise im Dezimalsystem dargestellt. Die Zeit ist eine Ausnahme und an
dieser Stelle ungeeignet. Die Zeit wird oft mit mehreren Einheiten dargestellt, so
zum Beispiel 1 h 25 min 12 s. Bei Sportibertragungen sieht man auch
Doppelpunkte wie bei 1 :25 : 12 zur Trennung zwischen den Einheiten. Davon
ist abzuraten, weil jede weitere Verwendung des . -Symbols
Missverstandnisse erzeugen kann. Die Schreibweise mit den 3 Einheiten hier
etwas besser. Noch besser ist die Schreibweise 1 h + 25 min + 12 s, denn sie
kann Uberhaupt nicht zu Missverstandnissen fihren.

Die Schreibweise ohne das Additionszeichen wird leider auch in Schulblchern
oft auf andere GrdBen Ubertragen.

Haufig findet man namlich die Schreibweise 4 m 52 cm statt 4,52 m.

Diese Schreibweise ist aus mehreren Griinden problematisch:

1. Wenn Schilerinnen und Schiler das Komma als Trennzeichen
zwischen verschiedenen Einheiten erleben, dann kbénnten sie
falschlicherweise denken, dass sie 4 km 52 m analog als 4,52 km
schreiben darfen, nach der Vorstellung ,vor dem Komma die Kilometer,
hinter dem Komma die Meter*.

Besser ist hier die Schreibweise 4 m + 52 cm, wenn man schon eine

GroBe mithilfe mehrerer Einheiten ausdriicken mochte.

2. Die Schreibweise erweckt den Eindruck, dass das Komma nur eine
Trennfunktion hat. Warum sollte man dann nicht auch4 m5dm 2 cm
als 4,5,2 m schreiben durfen?

3. Noch ein weiterer fataler Fehler kdnnte spater aus der Vorstellung vom

Komma als Trennsymbol entstehen. Diese Vorstellung behindert den
GrdBenvergleich. Beim Vergleich der Zahlen 3,2 und 3,17 wird bei
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Missverstandnis des Kommas als Trennsymbol 2 mit 17 verglichen,
nachdem festgestellt wurde, dass 3 = 3 ist.

Dabei kommen Schulerinnen und Schiler zu dem falschen Schluss,
dass 3,2 < 3,17 ist.

4. Ein weiterer Fehler, der aus dem Missverstandnis des Kommas als
Trennsymbol resultiert, zeigt sich, wenn Zahlen in Kommadarstellung
addiert oder multipliziert werden und dann links und rechts vom Komma
getrennt addiert oder multipliziert wird, wenn also zum Beispiel bei
5,4 +6,13=11,17 nach dem Verfahren5+6 =11und 4 + 13 =17 oder
analog 4,2 - 4,2 = 16,4 nach dem Verfahren 4 -4 =16und2 -2 =4
gerechnet wird.

In obiger Tabelle sieht man, dass es teilweise fUr eine verzehnfachte Lange
schon wieder eine neue Einheit gibt. Das lieBe sich auch konsequent weiter
fihren, aber Einheiten wie Dekameter oder Hektometer sind ungebrauchlich.
Sogar die in der Tabelle auftauchenden Dezimeter haben keine groBe
Alltagsrelevanz.

Die Tabelle soll zum Verstandnis der Tatsache beitragen, dass der Wert sich
von jeder Spalte zur links benachbarten verzehnfacht, wahrend er sich zur
rechts benachbarten auf ein Zehntel reduziert. Das ist ja schon von Zahlen, die
im Zehnersystem dargestellt werden, bekannt.

Nun soll aber die Kommaschreibweise ohne GrdBen eingefihrt werden. Die
WeiterfUhrung nach rechts Uber die Einer hinaus knUpft an die Tafeln far
GrdBen an. Bei der konsequenten Fortsetzung, hat jede Stelle ein Zehntel des
Wertes wie ihre linke Nachbarstelle. Die Stellenwerttafel dafiir sieht so aus:

1000 | 100 | 10 |1 1 1 1
10 | 100 | 1000

13,02 1
0,253 0O |2 |5 3
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13,02 bedeutet demnach 1-10+3-1+0-i+2-i,
10 100

0,253 bedeutet 0-1+2-i+5-i+3-L.
10 100 1000

Dass 0,253 = 0,25300000 ist, lasst sich sofort nachvollziehen.

Im Zusammenhang mit diesem Thema sollte auch das Runden behandelt
werden. Dieses Thema ist mit einer Reihe von Problemen verbunden, die an
dieser Stelle zwar noch nicht im Unterricht thematisiert werden kénnen, aber
Uber die man sich als Lehrerin oder Lehrer Gedanken machen sollte.

Spater, wenn die Rechenarten behandelt werden, sollte darauf hingewiesen
werden, dass das Runden von Zwischenergebnissen zu groBen Abweichungen
fihren kann. Wenn beispielsweise vereinbart wird, dass auf eine Stelle hinter
dem Komma gerundet werden soll, so ist leicht einzusehen, dass bei einer
Multiplikation mit anschlieBender Rundung, die im folgenden Beispiel durch o
symbolisiert wird, das Assoziativgesetz auBer Kraft gesetzt wird.

Denn wahle a = 12,3, b = 0,4 und c = 0,6, dann gilt

(aob)oc = (12,3 00,4) 00,6 =4,9 00,6 =2,9 und

ao(lboc) =12,3 0(0,4 00,6) =12,3 00,2 = 2,5.

Multipliziert man dagegen zunachst vollstandig, so erhalt man

12,3 - 0,4 - 0,6 = 2,952. Rundet man dieses auf eine Stelle nach dem Komma,
so erhélt man 3,0.

Man sollte sich gut Uberlegen, ob man Uberhaupt das Runden auf eine
bestimmte Anzahl von Stellen fordert, denn dieses kann noch andere Probleme
verursachen. Angenommen man hat mit seinen Schilerinnen und Schilern
vereinbart, dass auf eine Stelle nach dem Komma gerundet werden soll. Nun
soll der Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlangen 4,3 cm und 6,5 cm
bestimmt werden. Schilerinnen und Schiler, die das Runden vermeiden
wollen, schreiben die Seitenldangen als 43 mm und 65 mm und bestimmen den
Flacheninhalt als 2795 mm?2. Andere Schulerinnen und Schiler nutzen das
Runden vielleicht folgendermaBen. 4,3 cm sind 0,043 m. Rundet man die
MaBzahl auf eine Stelle hinter dem Komma, dann erhélt man 0 m. Aus 6,5 cm

ergeben sich dann 0,1 m. Fir den Flacheninhalt ergeben sich in diesem
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Extremfall 0 m2. Es ist zu bedenken, ob man nicht besser die Anzahl der
signifikanten Stellen beim Runden festlegt.

GroBenvergleich

Es ist sehr einfach, von zwei gegebenen Zahlen in der Kommadarstellung sofort
die gréBere zu erkennen.

Man betrachte zundchst die links vom Komma geschriebenen Stellen und
vergleiche sie, wie man natlrliche Zahlen miteinander vergleicht. Sollte dieses
gleich sein, so vergleiche man nun Stelle fir Stelle hinter dem Komma. Sind die
Zahlen dabei mit unterschiedlich vielen Stellen hinter dem Komma geschrieben,
so durfen bei der Zahl, die mit weniger Stellen dargestellt ist, hinter der letzten
Stelle so viele Nullen erganzt werden, bis beide Zahlen mit gleich vielen
Nachkommastellen dargestellt sind. Findet man eine Stelle, an der
verschiedene Ziffern vorkommen, dann ist die Zahl gr6Ber, die an dieser Stelle
mit der gréBeren Ziffer geschrieben wird. Wenn es keine Stelle gibt, an der die
Ziffern sich unterscheiden, dann sind beide Zahlen gleich groB.

So ist 17305,0 > 1735,0, weil schon beim Vergleich der natlrlichen Zahlen, die
von den links vom Komma geschriebenen Ziffern gebildet werden, klar ist, dass
17305 > 1735 ist.

Aber 17,305 < 17,35, denn hier sind zwar beide Zahlen mit gleich vielen Stellen
links vom Komma geschrieben, aber nun wird Stelle fir Stelle verglichen und
der erste Unterschied taucht an der zweiten Stelle hinter dem Komma auf.

Da 0 < 5 ist, ist auch 17,305 < 17,35. Dies ist ein weiteres Beispiel daflr, dass
das Komma im Zusammenhang mit GréBen vorsichtig eingefihrt werden muss,
und dass sich keinesfalls die Fehlvorstellung durchsetzen darf, man durfe die
vom Komma getrennten Teile der Zahl isoliert behandein.

Waéhrend bei einigen Zahlen in Bruchdarstellung noch Umformungsarbeit zu
leisten ist, um die gréBere der beiden zu ermitteln, so ist dies in
Kommadarstellung sehr einfach, auch wenn das oben beschriebene Verfahren
umstandlich klingen mag.

Beispiel: % und % hier ist nicht sofort entscheidbar, welche gréBer ist.

Bei den Kommadarstellungen dieser Zahlen, ndmlich 0,6 und 0,625, ist dies
sofort deutlich.
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Von der Bruch- zur Kommadarstellung und umgekehrt

Es ist hier nicht ndétig, weitere Beispiele fir die Einfachheit des
GrdBenvergleichs in Kommadarstellung im Gegensatz zur Bruchdarstellung
anzuflhren. Stattdessen erscheint es mir sinnvoll, auf das einzugehen, was bei
diesem Beispiel schon vorausgesetzt wurde, namlich die Kenntnis, wie man von
der Bruchdarstellung zur Kommadarstellung gelangt.

Immer, wenn es maoglich ist, die gegebenen Briche mit einem Nenner in Form

einer Zehnerpotenz darzustellen, ist es sehr einfach. Im Beispiel ist %=% und

§=%. Man muss also nur noch auf die Stellenwerttafel blicken und findet

sofort die Kommadarstellung.

Immer dann, wenn der Nenner der vollstandig geklrzten Darstellung eines
Bruchs eine Primfaktorzerlegung besitzt, die nur die Primfaktoren 2 oder 5
besitzt, lasst sich der Bruch auch mit einem Nenner darstellen, der eine
Zehnerpotenz ist. Das ist leicht anzusehen, da 10 die Primfaktorzerlegung 2 - 5
besitzt.

Entscheidet man sich fir die Kommadarstellung in einem anderen System als
dem Dezimalsystem, so sind die Voraussetzungen natdrlich anders. Im
Siebenersystem ist es beispielsweise besonders leicht die Kommadarstellung
von Brichen zu finden, deren vollstandig gekirzte Darstellung im Nenner eine

Zahl besitzt, deren Primfaktorzerlegung nur den Primfaktor 7 enthalt.
o1 3
Soist —=0,1, oder — =0,03,.
7 49

Aber natdrlich ist es auch mdoglich, diese Briche im Dezimalsystem in
Kommadarstellung zu schreiben. Um die Kommadarstellung von zum Beispiel

% zu erhalten, kann man sich des altbekannten Divisionsalgorithmus bedienen.

Ich sage ausdricklich ,man kann“, denn es gibt natlrlich auch andere
Verfahren. Zum Beispiel kann man mithilfe einer Intervallschachtelung
vorgehen. Dieses Verfahren werde ich hier nicht vorstellen, weil es nicht sehr
praktikabel ist. Stattdessen werde ich einen multiplikativen Algorithmus

vorstellen.
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Doch zunachst soll kurz auf den Divisionsalgorithmus eingegangen werden.

Es ist %=1:7 =0,142857 .
Wie man ublicherweise aus der Bruchdarstellung die Kommadarstellung findet,

wird in der folgenden Tabelle am Beispiel von %dargestellt:

Uberlegung Notation

Man rechnet 1:7 =0 + 1 : 7 notiert eine 0 und ein Komma und | O,

schreibt nun den Rest 1 in Form von%.

2:7 :1:7 +i:7 :L+i:7, man notiert an der nachsten 0.1
10 10 10 10 10
. . 3 30
Stelle die 1 und schreibt den Rest —als —.
10 100
30 27 = 4 + 2 7, man notiert an der nachsten Stelle die 014
100 100 100
4 und schreibt den Rest ials ﬂ.
100 1000
20 27 = 2 + 6 :7, man notiert an der nachsten Stelle 0,142
1000 1000 1000
, . 60
die 2 und schreibt den Rest als .
1000 10000
60 7= 8 + 4 :7, man notiert an der né&chsten 0,1428
10000 10000 10000
Stelle die 8 und schreibt den Rest als 40 .
10000 100000
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40 5 5 . ) 0,14285
2T = + :7, man notiert an der nachsten
100000 100000 100000

50

Stelle die 5 und schreibt den Rest als .
100000 1000000

Lﬁ: / + ! :7, man notiet an der 0,142857
1000000 1000000 1000000

nachsten Stelle die 7 und erkennt nun, dass die Reste sich im

Folgenden wiederholen, weil nun an der Millionstelstelle der
Rest 1 bleibt, den wir schon oben hatten. Diese periodische
Wiederkehr der Ziffern wird durch einen Balken kenntlich

gemacht.

Diese Schreibweise ist hier zur Verdeutlichung viel ausfihrlicher dargestellt, als
sie gewdhnlich in der Praxis notiert wird.

In der Praxis lauft die schriftliche Division genau so ab, wie man es schon in der
Grundschule gelernt hat. Man muss nun nur darauf achten, an welcher Stelle
das Komma zu setzen ist.

Selbstverstandlich funktioniert dieses Verfahren auch bei Briichen, die man, wie
oben gezeigt, durch einfaches Erweitern der Darstellung in die

Kommaschreibweise Uberfiihren kann.

Beispiel: 1 :8 = 125 0,125
1000

Uberlegung Notation

Man rechnet 1 : 8 = 0 + 1 : 8 notiert eine 0 und ein Komma | 0,

und schreibt nun den Rest 1 in Form von%.
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10-8 L+£:8, man notiert an der nachsten Stelle die 1 0.1

10 10 10

und schreibt den Rest ials ﬂ.

10 100
20 :8= 2 + 4 :8, man notiert an der nédchsten Stelle die 0,12
100 100 100
2 und schreibt den Rest ials ﬂ.

100 1000
40 18 = , man notiert an der nachsten Stelle die 5 und 0,125

1000 1000

ist fertig, da der Rest 0 ist.

Bei solchen Brichen, die keine Periode besitzen, spricht man von einer
abbrechenden Kommadarstellung.

Die Briche mit periodischer Kommadarstellung kann man weiter unterscheiden,
es gibt welche mit reinperiodischen und andere mit gemischt-periodischen

Kommadarstellungen.

Es ist sofort einzusehen, dass zum Beispiel % ein Bruch ist, der eine gemischt

periodische Kommadarstellung besitzt, da %:%% ist und die Multiplikation

mit % die Verschiebung des Kommas um eine Stelle nach links bewirkt.

Also ist % =0,0142857 . Die Nachkommastellen, die nicht zur Periode gehdren,

werden als Vorperiode bezeichnet.
Es lasst sich leicht zeigen, dass jeder periodische Bruch der in vollstandig

gekirzter Darstellung im Nenner auch die Primfaktoren 2°-5” besitzt, eine

Vorperiode der Lange max (a, b) besitzt.

Anstelle dieses Verfahrens kann man sich aber auch des von mir entwickelten
Verfahrens mithilfe eines Multiplikationsalgorithmus bedienen, den ich in 8.1
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vorstellen werde. Dieser Algorithmus ist nicht fir die Klassenstufe 6 geeignet,
und zwar nicht deswegen, weil er zu schwierig ist, sondern weil es zu schwierig
ist, Schuilerinnen und Schuler dieser Klassenstufe die Einsicht daflr zu
vermitteln, warum dieser Algorithmus das Gewilnschte liefert. Ich werde
dennoch spater diesen Algorithmus vorstellen, weil er bisher noch nirgends

erwahnt wurde.

NatUrlich méchte man auch in der Lage sein, von der Kommadarstellung in die
Bruchdarstellung umzuschreiben. Dieses ist trivial, wenn die Kommadarstellung
nicht periodisch ist. Dadurch, dass man den Wert jeder Stelle kennt, lasst sich
jeder einzelnen Ziffer oder auch der ganzen Ziffernfolge unter Bericksichtigung
der Stellen eine Bruchdarstellung zuweisen.

Zum Beispiel ist 1,75 = 1+l+i oder 1,75 = E. Hiermit ist das Problem
1 10 100 100

geldst, auch wenn es noch méglich ist, diese Darstellung durch eine gekirzte

ZU ersetzen.

Wenn man es mit einer periodischen Kommadarstellung zu tun hat, kann man
nicht auf diese Weise verfahren. Wirde man namlich die Zahl als Summe
solcher Brliche notieren wollen, deren Nenner Zehnerpotenzen sind, dann

misste man unendlich viele Summanden notieren.

Zum Beispiel soll etwa 0,13 in Bruchdarstellung umgeschrieben werden, dann

ist
= 1 3 1 3 1 3
0,13=—+ + + + + +...
10 100 1000 10000 100000 1000000
13 13 13
= + + +...
100 10000 1000000
1 1 1
=13. + 2+ .
(100 (100) (100) )
| 1
Prazise gesagt ist O,l3=1im213-(—)k =13 ——=13 ——=13—=—
= 100 (1_L) (ﬁ) 99 99
100 100

In der Schule muss man diesen Zusammenhang natdrlich anders prasentieren.

Den Schilerinnen und Schilerinnen ist bekannt, dass eine Multiplikation mit
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10" das Komma um n Stellen nach rechts verschiebt. Dieses sollte man

ausnutzen:

Esist1-0,13=0,131313131313131313...
Hier haben wir also die gleichen Nachkommastellen wie bei
100 -0,13=13,131313131313131313...

Nun bietet sich eine Subtraktion an:

100-0,13 =13,131313131313131313...
- 1-0,13 = 0,131313131313131313...

99-0,13 =13

Die linke Seite ergibt sich wegen des Distributivgesetzes, die rechte ist
auch klar, denn jede Stelle hinterm Komma ,féallt nun weg*.

Aus 99 -0,13 = 13 ergibt sich aber 0,13 = %

Nun gibt es noch eine dritte mogliche Form der Kommadarstellung eines
Bruches, namlich die gemischt periodische. Das Problem, diese in
Bruchdarstellung zu dberfUhren, ist wieder leicht I6sbar, wenn man es auf

schon bekannte Verfahren zurtckfuhrt.
Beispielsweise soll 0,0223 in Bruchdarstellung iberschrieben werden.

Wenn man sich wieder geeignete Vielfache sucht, die identische

Nachkommastellen haben, dann wird es einfach:

10000 - 0,0223 = 223,2323232323...
- 100 0,0223 = 2,2323232323...

9900 - 0,0223 = 221
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Also ist 0,0223 = 220
9900

Rechnen in Kommadarstellung
Addition und Subtraktion

Das Rechnen in Kommaschreibweise soll nur kurz dargestellt werden.

Die Verfahren fir die Addition und die Subtraktion sind nicht besonders
schwierig herzuleiten. Jede Zahl in Kommadarstellung kann sofort in die
Bruchdarstellung tberfihrt werden, sodass eine Zehnerpotenz im Nenner steht.
Hierbei ist es sinnvoll zu erweitern, bis gleiche Zehnerpotenzen im Nenner

stehen. Beispiel: 0,7+0,44=l+ 44 _ 70 + 44 _70+44 114
10 100 100 100 100 100

=114.

Selbstverstandlich wird man dazu Obergehen, die Umwandlung in die
Bruchschreibweise wegzulassen. Denn man braucht sie nicht mehr, wenn man
verstanden hat, dass man analog zum schriftichen Additions- oder
Subtraktionsverfahren im Bereich der natirlichen Zahlen die zu addierenden
oder subtrahierenden Zahlen so untereinanderschreiben kann, dass Stellen
gleichen Wertes Ubereinander stehen. Dann kann man genau so rechnen, wie
man es gewohnt ist. Das Einzige, was zu beachten ist, geht aus dem Erweitern
auf die gleiche Zehnerpotenz hervor, namlich die Bedeutung der Stellen.

0,70
0,7+0,44 =
+ 0,44

Das Stellenwertsystem ist den Schilerinnen und Schilern aus den vorigen
Klassenstufen sehr wohl bekannt und kann hier auch gut eingesetzt werden.

(OE+7z) +(OE +4z+4h)=(0+0)E+(7+4)z+4h
=0E+11z+4h=1E+1z+ 1h

Hierbei stehen E fur Einer, z fir Zehntel und h far Hundertstel. Fur die
Rechnung werden nur das Assoziativ- und das Kommutativgesetz benutzt. Im
Zusammenhang mit GréBen haben die Schilerinnen und Schiler auch schon
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die Kommaschreibweise in der Stellenwerttafel kennengelernt. Doch leider ist
auch hierbei wieder eine Moglichkeit gegeben, Fehlvorstellungen zu férdern, die
man in vielen Schulblchern findet. So ist diese Fehlvorstellung ebenfalls sehr
weit verbreitet.

Haufig sind namlich in den Schulblchern Aufgaben zu finden, in denen verlangt
wird, eine GrbéBe, die mit einer Einheit angegeben ist, so zu schreiben, dass
zwei Einheiten vorkommen oder umgekehrt. Ob dieses Alltagsrelevanz
vorgaukeln soll, ist mir nicht klar. Ublicherweise hat man zwar im Alltag schon
einmal gehért, dass man flr etwas zum Beispiel ,19 Euro und 95 Cent“ zahlen
soll oder dass man fir den Besuch eines FuBballstadions eine Stunde und 45
Minuten einplanen muss. DarUber hinaus kommt es aber auch im Alltag sehr
selten vor, dass man GréBen mit Hilfe von zwei oder mehr Einheiten angibt.
Meistens benutzt man eine Einheit, und gerade in der gesprochenen Sprache
wird ein Komma durch die groBere Einheit ersetzt. Man sagt also im
Allgemeinen nicht ,19 Euro und 95 Cent” oder ,19 Komma 95 Euro®, sondern
spricht ,19 Euro 95 oder ,1 Meter 86“ statt ,1 Komma 86 Meter“. Ein Problem
tritt nun auf, wenn bei Aufgaben vom Typ 1,86m = __m__cm trainiert wird, mit
mehreren Einheiten zu schreiben. Das Problem, das schon oben erwahnt
wurde, liegt nicht so sehr in der Beherrschung des Stellenwertsystems.
Sondern es liegt im umgekehrten Fall darin, dass Schulerinnen und Schiiler
falschlicherweise 1m 4cm als 1,4 m schreiben, weil sie das Komma als ein
Trennsymbol sehen und weil die 0 flr die Dezimeter beziehungsweise fur die
Zehnerstelle der Zentimeter in der Schreibweise mit zwei Einheiten fehlt. Dieser
Fehler setzt sich fort, wenn ohne Einheiten falschlicherweise die Teile links und
rechts vom Komma ohne Berilcksichtigung der Stellenwerte addiert werden,
beispielsweise 2,7 + 1,25 = 3,32.

Es ist zu Uberlegen, ob es nicht lohnend ware, auf die GréBen-Schreibweise mit
mehreren Einheiten zu verzichten oder wenigstens ein ,+“ - Symbol zwischen
die TeilgréBen zu schreiben. Gegen die Schreibweise 1m + 86cm ist nichts
einzuwenden.

Die Subtraktion kann analog eingeftihrt werden. Dabei ist darauf zu achten,

dass mit dem Erganzungsverfahren gearbeitet wird.
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Multiplikation

Die Multiplikation mit einer Zehnerpotenz ist sehr einfach. Zur Einsicht ist eine

Stellenwerttafel hilfreich:

10 - 3,567
=10 - (8E + 5z + 6h + 71)
=10-3E+10-5z+10-6h + 10 - 7t
=3Z+5E+6z+7h
= 35,67

Z steht hier fir Zehner, t fir Tausendstel, E, z, h wie oben.

Es wird meistens schnell eingesehen, dass bei einer Multiplikation mit 10 das
Komma um eine Stelle nach rechts verschoben wird, analog bei einer
Multiplikation mit 100 um zwei Stellen nach rechts, usw. Allgemein bewirkt eine
Multiplikation mit 10" fir n € ¥ eine Kommaverschiebung um n Stellen nach
rechts.

Auf ahnliche Weise lasst sich herleiten, dass eine Division durch 10" far

n e N eine Kommaverschiebung um n Stellen nach links bewirkt. Naturlich
muss man hier manchmal mit einem gedachten Komma und gedachten Nullen
arbeiten, wenn noch gar kein Komma geschrieben steht.

FUr die Herleitung einer Multiplikationsregel ist es sinnvoll, die Zahlen in
Bruchdarstellung zu schreiben, sodass ihre Nenner Zehnerpotenzen sind. Das
Produkt der Zahler kann im Bereich der natlrlichen Zahlen bestimmt werden.
Das Produkt der Nenner ist dann besonders leicht zu bestimmen: Es ist wieder
eine Zehnerpotenz, sodass es wiederum besonders leicht ist, das Produkt in
Kommadarstellung zu Ubertragen.

Beispiel: 5,3 - 0,25 = 53,25 _53-25 1325 1,325
10 100 1000 1000

Schnell wird man darauf kommen, dass es reicht, 53 - 25 zu rechnen und

anschlieBend durch 1000 zu dividieren, da die Faktoren insgesamt 3 Stellen
hinter dem Komma besetzt haben und 103 = 1000 ist.
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Division

Wie kann man nun verfahren, wenn man zwei Zahlen dividieren mdchte, die in
Kommadarstellung geschrieben sind?
Die Frage ist leicht zu beantworten. Denn man kann dieses Problem wieder auf

ein bekanntes, bereits l6sbares zurlickfuhren.

Zum Beispiel: 13,4 : 1,25 |asst sich schreiben als 1340 : 125 und schon hat man
durch Erweitern der Darstellung das neue Problem auf ein bekanntes
zuruckgefuhrt. Also wird die Division zweier Zahlen in Kommadarstellung so
gelbst, dass man zunéachst erweitert, beziehungsweise durch Multiplikation von
Dividend und Divisor mit der gleichen Zehnerpotenz natlrliche Zahlen als
Dividend und Divisor, oder zumindest als Divisor erhalt und anschlieBend
dividiert.

Es lohnt sich nicht, genauer auf die Rechenverfahren mit der
Kommadarstellung einzugehen, da sie schon vielfach hinreichend beschrieben
wurden. (vgl. Padberg, Zech)
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8.1 Ein multiplikativer Algorithmus zum Finden der
Kommadarstellung von Brichen

Den im Folgenden dargestellten Algorithmus habe ich mir als Alternative zum
Divisionsalgorithmus ausgedacht. Da er bisher noch nirgends erwdhnt wurde,
findet er hier Raum zur Veroffentlichung.

Gegeben sei ein Bruch in einer Darstellung — mit m, n e N und m, n seien
n

teilerfremd.
Wir unterscheiden 2 Falle:
1. Fall: n ist teilerfremd zu 2 und zu 5.

1.1.Fall: m<n
Nach dem altbekannten Divisionsalgorithmus ist

m = a, n + 7
10 r, = q n + n
1 0 r = a, n + r

Dabeiista,=0,Vie N :q,€{0,,...9}VieN: r e {1,2,.,n-1}

Es gibt hierbei also héchstens n - 1 verschiedene Reste, die auftreten kénnen.

p sei hier die kleinste Zahl (>0) fur die r, =r,, dann hat ™ die Periodenlange p.
n

m . .
und — = hat die Periode a,a,...q, ,a,
n
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Beispiel 1:

©O 0O O 0o o o =
I

SRS, B T R N

N ONONON N NN
+

- O A O N W =

g A O NN WO =

So findet man 142857 als Periode von %

Jeder Bruch der oben angegebenen Form |asst sich darstellen mit einem

Nenner n'=9(10), zum Beispiel l:l:i:...
7 49 119

Der Divisionsalgorithmus ist natlrlich reprdsentantenunabhangig.
So lasst sich die Periode zum Beispiel ebenso auf folgende Weisen bestimmen:

7 =0 4 9 + 7
70 =1 49 + 21
210 =4-49 + 14
14 0 = 2 4 9 + 4 2
4 2 0 = 8 4 9 + 2 8
2 80 =5 4 9 + 3 5
350 =17 4 9 + 7
oder
1 7 =0 1 1 9 + 1 7
1 7 0 = 1 1 1 9 + 5 1
5 1 0 = 4 1 1 9 + 3 4
3 4 0 = 2 11 9 + 1 0 2
1 0 2 0 = 8 1 1 9 + 6 8
6 8 0 = 5 1 1 9 + 8 5
8 5 0 = 7 11 9 + 1 7
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Der Algorithmus ist der gleiche wie oben. Nur haben wir den Bruch nun mit
einem Nenner n'=9(10) dargestellt. Dies bedeutet, dass fur alle i > 0 gilt:

a; =r,mod10. Den jeweils folgenden Dividenden findet man, wie wir es gewohnt
sind, indem man r, mit 10 multipliziert.
Da nun fir alle i > 0 gilt, dass «a, -n'=—a, mod10 ist, bietet es sich an, die

Zerlegung des Dividenden auf folgende Weise vorzunehmen. Wie ersetzen n’
durchn’ + 1.

Aus den beiden obigen Beispielen erhalt man nun folgende Gleichungen:

7 =0 50 + 7
7 0 = 1 50+ 20
210 = 4 50+ 10
140 = 2 50+ 40
4 2 0 = 8 50+ 20
2 80 =5 50+ 30
350 =17 5 0 + 0
beziehungweise
1 7 = 0 1 2 0 + 1 7
1 7 0 = 1 1 2 0 + 5 0
5 1 0 = 4 1 2 0 + 3 0
3 4 0 = 2 i 2 0 + 1 0 O
i 0 2 0 = 8 1 2 0 + 6 0
6 8 0 = 5 1 2 0 + 8 0
8 5 0 = 7 1 2 0 + 1 0

Wegen der Gewbdhnung an das Dezimalsystems wird jeder es als ,leichter
empfinden, eine Zahl in ein Vielfaches einer durch zehn teiloaren Zahl (im
Beispiel 50, beziehungsweise 120) und einen Rest zu zerlegen, statt in ein
Vielfaches einer Zahl, die bei Division durch 10 den Rest 9 lasst, und einen
Rest (im Beispiel 49 und 119). Die Frage ist nur, wie man den nachsten
Dividenden, beziehungsweise die nachste auf diese Weise zu zerlegende Zahl
findet.
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Im Algorithmus far die Darstellung mit den Nenner »'=9(10) gilt fUr alle i:

10r,_, = a,n'+r,. Dabei findet man stets eine Zahl k, mit r, =10k, + a,, sodass
10r,_, = a,n'+10k; +a;, ist, also 10r,_, = a,(n'+1)+10k,, was genau die Darstellung
ist, die in dem zuletzt angegebenen Algorithmus zu sehen ist. Der
nachstfolgende Dividend, beziehungsweise die nachste auf diese Weise zu
zerlegende Zahl ist also 107, und es ist 10r, =10(10%, +a,) .

Die zuletzt genannten Gleichungen lassen sich problemlos durch folgende

ersetzen:

7 = 1 5 + 2
2 1 = 4 5 + 1

4 = 2 5 + 4
4 2 = 8 5 + 2
2 8 = 5 5 + 3
3 5 = 7 5 + 0

7 = 1 5 + 2

beziehungsweise

17 = 1 1 2 &+ 5
5 1 = 4 1 2 4+ 3
3 4 = 2 12 +10

102 = 8 1 2 4+ 6
6 8 = 5 1 2 + 8
8 5 = 7 1 2 4+
17 = 1 1 2 &+ 5

Diese Gleichungen stellen ndmlich schon wieder eine Vereinfachung dar.
Die erste Zeile wurde weggelassen. Die letzte Zeile zeigt nur an, dass der
Algorithmus abzubrechen ist, weil eine Wiederholung auftritt.

Aus 107, =10(10k; + a,) folgt sofort r, =10k, + @, und damit r, = a, mod10
Das erlaubt es uns, diesen Algorithmus umzudrehen, ihn also durch einen

multiplikativen zu ersetzen.
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Al

Man erinnere sich, dass flr den gegebenen Bruch ™ eine Darstellung ﬂ mit
n n

n'=9mod10 gewahlt wird. Dabei ist m' die Startzahl, mit der nun der

multiplikative Algorithmus beginnt, und m'mod10 ist die hinterste Stelle der

\J

gesuchten Periode. Der Multiplikator ist nl—;l

Bei dieser Umkehrung des obigen Algorithmus erhalten wir:

m'mod10 n'+l  + m'—m'mod 10 = X,
10 10
x, mod10 n'+l  + x, —x, mod10 = X,
10 10
x, ,mod10 n+l  + x, , —x, ,modl0 = X,
10 10
x, mod10 n'+1 + x, —x,mod10 = X, =m
10 10 Abbruch!

Der Algorithmus wird durchgefiihrt, bis eine Summe x , ., auftaucht, mit

x,,, =m Setze nunfiralleimit 1 <i<p+1: y, = x, mod10 und y, = m'mod10

Die Periode ist y,y, ..., ,

FUr das Beispiel % wahle man nun zunachst a, b € N mit %:ﬁ und b =9(10).
n

In der Darstellung 47—9 ist die Startzahl 7 und der Multiplikator 5, da P+l 5
Der neue Algorithmus liefert ndmlich:
.49+1 + 7 —7mod10 = 35
7mod10 10 10
49+1 + 35-35mod10 = 28
35mod10 10 10
.49+1 + 28 — 28 mod 10 = 42
28mod10 10 10
49 +1 + 42 —42mod10 = 14
42mod10 10 10
.49 +1 + 14 —14mod10 = 21
14mod10 10 10
49 +1 + 21-21mod10 = 7
21mod10 10 10 Abbruch!
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Was hier vielleicht kompliziert aussehen mag, ist aber in der praktischen

Umsetzung sehr einfach, da sich alles sehr leicht im Kopf rechnen lasst. Etwas

einfacher notiert sieht es so aus:

- A~ DD 0O O N

o o1 o1 o1 01 O

nNn = A ND W O

35
28
42
14
21
7(Abbruch)!

Jeder Zahl m’ und x, fur 1 <i <7 wird nun noch ihr Zehnerrest zugeordnet:

35

28

42 114 | 21

5

8

2 14 |1

Nun lese man noch die untere Zeile von rechts nach links und schon erhalt man

die Periode 142857.

In der Darstellung 11T79 ist die Startzahl 17 und der Multiplikator 12, da

119+1
10

12

Der neue Algorithmus liefert:

12
12
12
12
12
12

- M o g

+ + o+ o+

+

85

68

102

34

51
17(Abbruch)!

Jeder Zahl m’ und x, fir 1 <i <7 wird nun noch ihr Zehnerrest zugeordnet:
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1718568 | 102 | 34 | 51

Die Zahlen lassen sich oft sehr leicht im Kopf berechnen. Oftmals kann die
Division durch mehrstellige Zahlen ersetzt werden durch die Multiplikation mit

ein- oder zweistelligen Zahlen. Beispielsweise entféllt bei der Herleitung der

Periode von % die Division durch 13 und kann ersetzt werden durch die

Multiplikation mit 4, die von den meisten Menschen als einfacher empfunden
wird :

Wihle (m’, ) = (3,39), dann ist %: 4

Die Zahlen, die man nach diesem Algorithmus erhalt, sind 3, 12, 9, 36, 27, 30,
3.

Far die Periode sind nur die Zehnerreste der ersten 6 Zahlen interessant, da die
siebte Zahl wieder die Startzahl ist: 3,2,9,6,7,0.

Um die Periode zu erhalten, muss die Reihenfolge nur noch umgekehrt werden:

L =0,076923
13

Ebenso wird bei der Entwicklung der Dezimaldarstellung von % die Division

durch 17 ersetzt durch die Multiplikation mit 12:

Wahle (m', n') = (35,119), dann ist ”‘1—(+)l= 12

Man erhalt die Zahlen 35, 63, 42, 28, 98, 105, 70, 7, 84, 56, 77, 91, 21, 14, 49,
112 und wieder 35 also bricht die Periode hier ab. Die Zehnerreste dieser Zahl
bilden in umgekehrter Reihenfolge die gesuchte Periode:

% = 0,2941176470588235
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1.2. Fall m>noderm=n
Im Falle m = n ist n =1 und es ist nichts zu tun.
n

Sei also m > n. Dann findet man k, s e N mitm =k - n + s und O<s<n, und m_
n

k + > . Man verfahre mit > wie oben und addiere anschlieBend k.
n n

2. Fall: n ist nicht teilerfremd zu 2 oder nicht teilerfremd zu 5

Dann findet man c¢,d,f mit n = 2°5¢ f , sodass f teilerfremd zu 2 und zu 5 ist.

c—d
O.b.d. A.seic>d, dann ist 7% = I 5"m
no 10° f

Da nun wieder 5“mund f teilerfremd sind, kann wie im 1. Fall verfahren

werden.
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Multiplikatoren

Die folgende Tabelle gibt fir alle von 10 teilerfremden Zahlenn mit1 <n <
1000 die kleinsten méglichen Multiplikatoren fur die Konstruktion der Periode

von ! sowie die Lange der Periode (im Dezimalsystem) an.

n

n kleinster | Periodenlange n kleinster | Periodenlange
moglicher 1 moglicher 1
Multiplikator von Multiplikator von —
3 1 1 103 31 34
7 5 6 107 75 53
9 1 1 109 11 108
11 10 2 111 100 3
13 4 6 113 34 112
17 12 16 117 82 6
19 2 18 119 12 48
21 19 6 121 109 22
23 7 22 123 37 5
27 19 3 127 89 42
29 3 28 129 13 21
31 28 15 131 118 130
33 10 2 133 40 18
37 26 3 137 96 8
39 4 6 139 14 46
41 37 5 141 127 46
43 13 21 143 43 6
47 33 46 147 103 42
49 5 42 149 15 148
51 46 16 151 136 75
53 16 13 153 46 16
57 40 18 157 110 78
59 6 58 159 16 13
61 55 60 161 145 66
63 19 6 163 49 81
67 47 33 167 117 166
69 7 22 169 17 78
71 64 35 171 154 18
73 22 8 173 52 43
77 54 6 177 124 58
79 8 13 179 18 178
81 73 9 181 163 180
83 25 41 183 55 60
87 61 28 187 131 16
89 9 44 189 19 6
91 82 6 191 172 95
93 28 15 193 58 192
97 68 96 197 138 98
101 91 4 199 20 99
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Man vergleiche die Schwierigkeit beider Verfahren beispielsweise bei der

Bestimmung der Periodenlange von é

Bei Nutzung des Divisionsalgorithmus beginnt man wie folgend dargestellt.
Links ist der Beginn der Divisionskette zu sehen, rechts die ersten Stellen der

Periode:

1=0-199 +1 0,...
10=0-199 + 10 0,0...
100=0-199 + 100 0,00...
1000=5-199 +5 0,005...
50=0-199 + 50 0,0050...
500=2-199 + 102 0,00502...
1020 =5-199 + 25 0,005025...
250 =1-199 + 51 0,0050251...
510=2-199 + 112 0,00502511...

Die Division durch 199 lasst sich fast ebenso leicht im Kopf durchfiihren wie die
Division durch 200 und die Bestimmung der Reste ist ebenfalls nicht schwierig.
Dennoch wird sicher jeder die Berechnung mit Hilfe des multiplikativen
Algorithmus fur noch einfacher halten.

Bei Nutzung des Multiplikationsalgorithmus beginnt man mit der Suche eines
Vielfachen von 199, das kongruent 9 modulo 10 ist. Die Suche ist sofort
beendet, denn die Zahl 199 selbst ist eine solche Zahl. Zu dieser Zahl addieren
wir 1 und erhalten 200. Nun dividieren wir noch durch 10 und haben mit der
Zahl 20 unseren Multiplikator gefunden.

Wir beginnen mit der Startzahl 1 und multiplizieren mit 20 modulo 199. Wir
fahren fort, die erhalten Produkte mit 20 modulo 199 zu multiplizieren, bis wir
wieder 1 erhalten. Diese Multiplikation lasst sich leicht durchfihren. Wir
zerlegen jedes erhaltene Produkt x in die beiden Summanden 10 a + b, so
dass b gerade der Zehnerrest von x ist und erhalten das nachste Produkt

20 x mod 199 =20 (10 a + b) mod 199 = 200 a + 20 b mod 199
=20 b +a mod 199.
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Die Rechnung ist dann kinderleicht im Kopf durchfihrbar und beginnt wie
folgend dargestellt. Links sind die ersten Multiplikationen dargestellt, rechts die

auf diese Weise gefundenen letzten Stellen der Periode:

1 .

1-20 =20 ...01
0-20+2=2 ...201
2-20=40 ...0201
0-20+4=4 ...40201
4-20=280 ...040201
0-20+8=8 ...8040201
4-20=160 ...08040201
0-20+16 =16 ...608040201
6-20+1=121 ...1608040201

Nun war dieses Beispiel auch noch mit dem Divisionsverfahren recht einfach.
Deutlicher wird der Vorteil des multiplikativen Verfahrens in anderen Beispielen.
Der Blick auf obige Tabelle zeigt beispielsweise, dass eine fortwahrende

Division durch 197 zur Bestimmung der Periode von é ersetzt werden kann

durch eine Multiplikation mit 138. Wenn man sich nun noch vergegenwartigt,
dass immer nur die Zehnerreste, also einstellige Zahlen mit 138 multipliziert
werden mussen, und dann noch eine einfache Addition durchzufihren ist, dann
durfte klar sein, dass dieses Verfahren die Konstruktion der Periode erleichtert.

Natdrlich ist dieses Verfahren, wie schon oben erwahnt, nicht flir den Einsatz in
Klassenstufe 6 geeignet, da es kaum maoglich sein durfte, den Schilerinnen und
Schiulern zu erklaren, warum es auf diese Weise mdglich ist, die
Kommadarstellung zu finden.

Dass dieses Verfahren véllig unabhéngig von der Wahl des gewéhlten

Stellenwertsystems funktioniert, ist selbstverstéandlich. Aber dennoch ist es eine

lohnende L"Jbung, es einmal in einem anderen Stellenwertsystem anzuwenden.
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Beispielhaft wird die Herleitung der Kommadarstellung von % hier im Zweier-

und anschlieBend im Dreiersystem durchgefuhrt.

Im Zweiersystem schreibt sich 7 als 111. Gesucht ist nun die

Kommadarstellung von % , alle nun folgenden Zahlen sind im Zweiersystem
@)

geschrieben. Es wird das gleiche Verfahren angewendet wie oben.
Zunachst ist ein Vielfaches von 111 zu suchen, das kongruent zu - 1 mod 10 ist.

Da schon 111=-1mod 10 ist, ist die Suche beendet, und man kann beginnen.

Die Startzahl ist 1 und der Multiplikator ist I+l 100.
I11+1 + I-1mod10 = 100
Imod10 10 10
11141+ 100—100mod10 = 10
10 10
100mod10
11+1 + 10-10mod 10 = 1
10mod10 10 10

Nach drei Stellen endet also im Zweiersystem die Periode von %

Es ist nur noch die Reihenfolge der Nachkommastellen zu beachten:

Wir hatten die Startzahl 1 und erzeugten danach mithilfe des Algorithmus die
Zahlen 100, 10 und wieder 1, die aber nur den Abbruch des Verfahrens
mitteilen soll. Also bilden die Endziffern der Zahlen 1, 100, 10 in umgekehrter
Reihenfolge die Periode:

b 0001,
Taoy 111

Ubrigens ist es, da an der dritten Stelle hinter dem Komma im Zweiersystem die
Achtel geschrieben werden, der Grenzwert der geometrischen Reihe

Z(l)i und es ist
o 8
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lim(—1+2(%)i):%—1:+—1:§—1:%.
i=0 I _
8 (8)

Ein anderer Weg der Selbstkontrolle ist natlirlich wieder gegeben, indem man
das oben genannte Verfahren zur Umschreibung der Kommadarstellung in die
Bruchdarstellung benutzt, bei dem man ein geeignetes Vielfaches der
gegebenen Zahl sucht und die Differenz bildet:

Esist 1000 ,, -0,001) = 1,0010

1(2) ‘0,@(2) = 0,@(2)

also 111, -0,0010 =1, also 0,001 =1L

12

Im Dreiersystem schreibt sich 7 als 21 und es ist Lol Zuder 21, ist

any 21
nun zunachst wieder ein Vielfaches zu finden, das kongruent zu -1mod10 ist,
beziehungsweise kongruent zu 2mod 10. Das Doppelte der Zahl erflillt die

Bedingung. Esist 2-21,, =112, und L 2

3) =— . Unsere Startzahl ist also
213 112

. . 1125 +1
die 2, und der Multiplikator ist ———=12,,

(3)

112+1 + 2-2mod10 = 101
2mod10 10 10
11241+ 101-101mod 10 = 22
10 10
101mod10
112+1 + 22 —-22mod10 = 110
22mod10 " g 10
11241+ 110-110mod 10 = 11
10 10
110mod10
112+1 + 11-11mod10 = 20
11mod10 10 10
112+1 + 20-20mod10 = 2
20mod10 " g 10 Abbruch!
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Abgesehen von der zuletzt erzeugten Zahl 2, die den Abbruch anzeigt, weil sie
mit der Startzahl Gbereinstimmt, haben wir mit unserem Algorithmus
nacheinander die Zahlen 2, 101, 22, 110, 11, 20 erzeugt, von denen wir aber
nur die Endziffern bendtigen 2, 1, 2, 0, 1, 0 und diese noch in ihrer Reihenfolge
umkehren missen: 0, 1, 0, 2, 1, 2 sind die ersten 6 Nachkommastellen, die sich

danach periodisch wiederholen.

Esist also % :% =0,010212,. Auch hier kann man natlrlich wieder
10) 3)

mithilfe des bereits gezeigten Verfahrens fur die Umwandlung von
Kommadarstellung in Bruchdarstellung oder mithilfe einer geometrischen Reihe
die gefundene Darstellung auf ihre Richtigkeit Gberprifen.

Ich fand den Algorithmus bei der Beschaftigung mit sogenannten
Karussellzahlen. Letztere begegneten mir erstmals bei einer Denksportaufgabe.
Das Problem hieB3 folgendermaBen:

Gesucht ist eine natlrliche Zahl mit der Eigenschaft, dass man eine
doppelt so groBe Zahl erhalt, wenn man die letzte Ziffer dieser Zahl von
hinten nach vorne stellt und alle anderen Ziffern eine Stelle nach rechts

ricken.

Es zeigte sich, dass die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft 18 Stellen hat:
105263157894736842. Denn durch das Stellen der letzten Ziffer nach vorne
und Verschiebung aller anderen Ziffern um eine Stelle nach rechts, erhalt man
mit 210526315789473684 die Zahl, die doppelt so grof ist.

Es fallt auf, dass es die Perioden der Zahlen % und % sind. % hat die

Periode 052631578947368421 und wenn eine links stehende Null erlaubt ware,
dann wére dieses die kleinste Zahl, die als Lésung der Denksportaufgabe
infrage kommt. Man findet sie leicht, in dem man sie von der Einerstelle
ausgehend konstruiert. Setzt man dort eine 1, so muss an der Zehnerstelle eine
2 sein, da man beim Verschieben der Zehnerstelle um eine Stelle nach rechts
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das Doppelte erhalt. Somit muss an der Hunderterstelle eine 4, an der
Tausenderstelle eine 8 sein und so weiter.

Man kann die Denksportaufgabe naturlich leicht abdndern und eine Zahl
suchen mit der Eigenschaft, dass man das Funffache der Zahl erhalt, wenn
man die letzte Ziffer nach vorne stellt und jede weitere Ziffer um eine Stelle
nach hinten verschiebt.

Eine solche Zahl ist 142857, denn ihr Finffaches ist 714285. Es sind Ubrigens

die Periodenlangen von % und %

Man kann leicht viele weitere Beispiele suchen und finden.
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9 Zur Erprobung des Konzepts im Unterricht

Im Folgenden werde ich Uber die erste Erprobung des Konzeptes im Unterricht
berichten. Denn ich winsche mir Nachahmer flr die Arbeit nach diesem
Konzept. Dieser Bericht soll einerseits Uber die praktische Erfahrung mit diesem
Konzept Auskunft geben, andererseits soll er potenziellen Interessenten auf
verschiedene Weise Hilfestellung fir die eigene Arbeit nach diesem Konzept
geben. So kann der Bericht als eine Art Leitfaden betrachtet werden, an dem
man sich orientieren kann. Da das Konzept einiger bereits erwahnter
Grundvoraussetzungen bedarf, die nicht zwangslaufig gegeben sind, werde ich
auch dartber berichten, wie ich diese vor dem Start zu schaffen bemuht war.
Bei der Beschreibung des Konzeptes werde ich bewusst nicht Uber die
Methodik berichten. Denn wie jedes didaktische Konzept lasst auch dieses die
Freiheit der Methode unberuhrt.

Nicht verschweigen werde ich Hindernisse und Schwierigkeiten, die bei der
Arbeit nach diesem Konzept vorgekommen sind und die vielleicht auch nur

schwer vermeidbar sind.

9.1 AuBere Hindernisse und Schwierigkeiten

Alle Mathematiklehrerinnen und -lehrer, die mit den bisherigen didaktischen
Konzepten fur die Bruchrechnung unzufrieden sind und einem neuen Konzept
gegenlber aufgeschlossen sind, werden auch {ber mdgliche Probleme
nachdenken, die ein neues Konzept mit sich bringt, ehe sie abwégen, ob es
sich lohnen wird, nach dem neuen Konzept zu arbeiten. Die Prognose von
potenziellem Nutzen eines Konzeptes und potenziellen Problemen, die den
Nutzen behindern, ist schwierig und kann aus verschiedenen Grinden sehr
unterschiedlich ausfallen.

Uber den erhofften Nutzen dieses Konzeptes habe ich schon geschrieben und
es folgt noch ein Bericht Gber den erfolgreichen Einsatz dieses Konzeptes.
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Nicht verschwiegen werden sollen die potenziellen Probleme, die man bei der
Arbeit nach diesem Konzept sehen kann, um zu zeigen, dass die Sorge, diese
potenziellen Probleme stellten Schwierigkeiten dar, unberechtigt ist.

Vermutete Probleme sollen nicht die Arbeit nach diesem Konzept verhindern.
Denn es kann gezeigt werden, dass sie Uberschatzt werden.

Im Folgenden wird klar, dass alle vorherigen Beflrchtungen Uber Hindernisse
und Erschwernisse aufgrund auBerer Umstande sich als Ubertrieben erweisen
und der Unterricht nach diesem Konzept sehr wohl ohne grdBere
Schwierigkeiten gestaltet werden kann.

Zunachst mag es tatsachlich so scheinen, als gdbe es einige grundsatzlich
verschiedene Hindernisse, welche die Arbeit nach diesem Konzept
erschwerten. Oben wurde Uber Fehlvorstellungen berichtet, die im
Primarstufenunterricht erworben wurden beziehungsweise Uber gunstige
Voraussetzungen, die den Einstieg nach diesem Konzept erleichtern.

Nun hat man im Normalfall als Mathematiklehrer in Klassenstufe 6 keinen
Einfluss auf den Primarstufenunterricht. Wie diesem Problem begegnet werden
kann, wird in 9. 2 behandelt.

Daneben gibt es auBere Faktoren, welche die Arbeit nach diesem Konzept zu
behindern scheinen.

Ich werde zeigen, dass diese duBeren ,Hindernisse” sich als Scheinhindernisse
entpuppen. Aus Gesprachen mit Lehrerinnen und Lehrern gingen folgende

beflirchtete ,Hindernisse” hervor:

1. Die Arbeit nach einem neuen Konzept erfordert viel gedankliche Arbeit.
Warum sollte jemand, der schon mehrfach Bruchrechnung unterrichtet
hat, sich diese Arbeit machen?

2. Das Lehrbuch ist ein Problem, denn es gibt kein Lehrbuch, das nach
diesem Konzept vorgeht. Alle bisher erhaltlichen Lehrblcher beginnen
auf der konkreten Ebene. Eine Einfihrung der Briche auf der konkreten

Ebene widerspricht aber diesem Konzept
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Die Eltern oder die Nachhilfelehrerinnen und -lehrer sind mit diesem
Konzept nicht vertraut und werden ihren Kindern schon frihzeitig mit
Konkretisierungen helfen, die in dem Konzept erst spater vorgesehen
sind.

Durch institutionelle Zwange wie Parallelarbeiten oder Vergleichstests
fihlen sich viele Lehrerinnen und Lehrer verpflichtet, mit ihren
Kolleginnen und Kollegen parallel zu arbeiten und detailliert
abzusprechen, wie didaktisch und methodisch gearbeitet werden soll.

Da mussten sich alle fir das gleiche Konzept entscheiden.

All dies sind keine Hindernisse, wie gleich gezeigt wird.

zu 1.:

zZu 2.:

Der Grund fur einen Konzeptwechsel ist offensichtlich und wurde
auch schon genannt: Alle bisherigen Konzepte sind gescheitert.
Wie aus der Beschreibung der Erprobung ersichtlich wird, ist die

Arbeit mit zumutbarem Zusatzaufwand zu bewaltigen.

Es empfiehlt sich, das Lehrbuch nur als Aufgabensammlung zu
verwenden. Es ist klar, dass ein Ansatz im Formalen auch andere
Ubungsaufgaben erfordert als ein Ansatz im Konkreten. Somit ist
darauf zu achten, dass die gewahlten Aufgaben nicht im Konflikt
mit dem Konzept stehen, was bei vielen Aufgaben aus dem Buch
der Fall sein durfte. Eine Alternative dazu besteht darin, die
Blcher sogar wahrend der Zeit des Bruchrechenunterrichts
einzusammeln und selbst geeignete Aufgaben zur Ubung
zusammenzustellen.

Was das ,Hindernis“ Lehrbuch betrifft, so ist festzustellen, dass
die Voraussetzungen nicht ideal sind. Aber das kann auch gar
nicht anders sein. Wenn ein neues Konzept umgesetzt wird, dann
ist klar, dass im Buch nach einem anderen Konzept vorgegangen
wird. Entscheidend ist, dass es unabhangig vom Lehrbuch gut
mdglich ist nach diesem Konzept zu arbeiten — falls nétig, dann
eben mit vollstandigem Verzicht auf das Lehrbuch.
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ZU 3.:

zu 4.:

Wenn dieses wirklich ein Hinderungsgrund ware, hatte es noch
niemals eine Entwicklung neuer didaktischer Konzepte geben
kénnen, da es diese Voraussetzungen immer gibt. NatUrlich ist es
nicht optimal, wenn im Unterricht bewusst darauf verzichtet wird,
einen Zugang im Konkreten zu wahlen und die Eltern oder
Nachhilfelehrer diesen Zugang im Konkreten ungefragt
nachliefern. Aber es muss entgegnet werden, dass ein
Unterrichtskonzept sich niemals an den Fahigkeiten oder
Kenntnissen der Eltern oder an den Konzepten von
Nachbhilfelehrern orientieren darf. Der Unterricht wird schlieBlich
flr die Schulerinnen und Schiler gemacht.

Nebenbei bemerkt zeigt sich natirlich besonders deutlich, bei
welchen Schilerinnen und Schilern die Eltern intensiv mitgewirkt
und dadurch leider sogar manchmal die Arbeit behindert haben.
Denn es kam zum Beispiel vor, dass in den Hausaufgaben bei
einigen die gemischte Schreibweise auftauchte, ohne dass sie
jemals Gegenstand des Unterrichts war.

Grundsétzlich lasst es sich nicht vermeiden, dass andere
Personen Einfluss nehmen und selbst mit anderen Konzepten
arbeiten. Schon in einer einzigen Vertretungsstunde, die ein
Kollege erteilt, kbnnte das passieren. Das ist aber keine spezielle
Eigenschaft dieses Konzepts, sondern es trifft auf alle Konzepte
zu und ist deswegen auch kein Argument gegen dieses Konzept.

Man kann nicht davon ausgehen, dass alle Kolleginnen und
Kollegen, die im Jahrgang parallel Mathematik unterrichten,
ebenfalls das Interesse und die Bereitschaft mitbringen, nach
einem neuen Konzept zu arbeiten. Man muss sich da auf
Widerstand einstellen, denn manche haben die Problematik der
bisherigen Konzepte noch gar nicht erkannt. Man sollte bereit
sein, dann auch alleine nach diesem Konzept zu arbeiten und
kann anschlieBend, wenn man sich selbst vom Erfolg Uberzeugt
hat, bei den Kolleginnen und Kollegen erneut daflir werben. Sie
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werden vermutlich auch offener daflir sein, wenn sie erste positive
Erfahrungsberichte und natirlich auch Hinweise auf mdogliche
Problembereiche erhalten.

Der Wunsch nach Zusammenarbeit mit Kolleginnen und Kollegen
oder der Zwang zur Teilnahme an Parallelarbeiten oder
Vergleichstests darf nicht dariber entscheiden, nach welchem
didaktischen Konzept man arbeitet. Denn sonst hieBe es, dass die
Orientierung an Kolleginnen und Kollegen oder an verordneten
Tests wichtiger waren als der Lernerfolg der Schiilerinnen und

Schiler.

Méoglicherweise werden vereinzelt noch weitere ,Hindernisse“ gesehen. Wenn
man aber von der Qualitat eines Konzeptes Uberzeugt ist, dann sollte man sich
bei jedem der angeflhrten ,Hindernisse“ die Frage stellen, ob es nicht nur ein

Scheinhindernis ist.

9.2 Grundvoraussetzungen

Der Bruchrechenunterricht findet in Klassenstufe 6 statt. Es gibt eine Reihe von
Vorkenntnissen, die die Schilerinnen und Schiler far die Bruchrechnung
beherrschen sollten. Dafir kann man als Lehrperson sorgen, indem man
gegebenenfalls entsprechende Ubungen veranlasst, sodass die Schiilerinnen
und Schuler sich die fehlenden Kenntnisse und Fahigkeiten aneignen kénnen.
AuBerdem gibt es neben den nétigen Vorkenntnissen auch eine Reihe von
bereits erwahnten Fehlvorstellungen, deren Existenz man berilcksichtigen
muss, um diese, falls méglich, zu beseitigen.

Zu den Vorkenntnissen, die die Schilerinnen und Schiler haben sollten,
kommen weitere Vorkenntnisse, die sie zum Beispiel im Alltag erworben haben.

So kennen sie einige konkrete Briiche aus dem Alltag und aus dem Unterricht

der GroBen in Klassenstufe 5: die %-Liter - Flasche, die %-Stunde, aber auch

1,99 € oder 1,65 m und viele andere konkrete Briche in Kommadarstellung.
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Auf diese konkreten Briche als Einstieg zurlick zu greifen, scheint sich nach
der vorherrschenden Meinung anzubieten, denn ein Alltagsbezug kann
motivierend wirken. Aber der Schein trligt. Sogar Padberg rdumt ein, dass der
Nutzen dieser Vorerfahrungen tberschatzt wird: ,Vielmehr wird von den weitaus

meisten Schilern in unserer Untersuchung bislang kaum ein Zusammenhang

zwischen der Zahlenwelt der Briche (Beispiel: %) und der Bilderwelt konkreter

GrbéBen (Beispiel: dreiviertel Pizza) gesehen. [...] Daher sollte man zu Beginn
der systematischen Bruchrechnung in Klasse 6 die vorhandenen anschaulichen
Vorerfahrungen der Schiler zum Bruchzahlbegriff keineswegs (berschétzen

und rasch zur symbolischen Bruchebene iibergehen.“%

Dass die Vorerfahrungen unserem Konzept sowieso nicht als Grundlage
dienen, ist klar, denn dieses Konzept beginnt im Abstrakten und flhrt erst
spater zum Konkreten. Dass auBerdem der Beginn des Bruchrechenunterrichts
auf der Anschauungsebene fur viele Fehlvorstellungen verantwortlich ist, wurde
oben schon als ein guter Grund genannt, diese Ebene zu Beginn des
Unterrichts zu vermeiden.

Die Grundlagen liegen also auBerhalb der Vorerfahrungen mit Brichen und
auBerhalb ihrer Anschauung.

Von allen Inhalten, die in den Klassenstufen 1 bis 5 unterrichtet werden, wird
natUrlich besonders die Beherrschung der Grundrechenarten benétigt. Dabei
sollte besonders Wert darauf gelegt werden, dass die Schilerinnen und Schiler
sicher mit dem Einmaleins umgehen und das Kommutativ- und Distributivgesetz
beherrschen.

FOr die Umwandlung in die Kommadarstellung sind die Beherrschung des
Stellenwertsystems und der Divisionsalgorithmus besonders wichtig.

Auch wenn es immer wieder vorkommt, dass Sechstklassler groBe Defizite bei
der Beherrschung der Grundrechenarten oder beim sicheren Umgang mit dem
Stellenwertsystem haben, so sind die oftmals im Grundschulunterricht
erworbenen Fehlvorstellungen das viel gréBere Hindernis bei der Einflhrung
der Briche. Diese Fehlvorstellungen gilt es zu korrigieren, bevor mit dem
Bruchrechenunterricht nach diesem Konzept begonnen werden kann.

13 Padberg (2002: 34)
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Oben wurden bereits ausfihrlich einige dieser Fehlvorstellungen genannt, von
denen die schwerstwiegenden, wie erwahnt, das Missverstandnis zwischen
Zahl und Aufgabe sowie die falsche Notation der Division mit Rest zu sein
scheinen.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass die Lernvoraussetzungen einerseits
Fahigkeiten sind, die die Schilerinnen und Schiiler haben sollten, andererseits

Fehlvorstellungen, die sie nicht haben sollten:

1. Sicherer Umgang mit den Grundrechenarten einschlieBlich der
schriftlichen Rechenverfahren und der Division mit Rest

2. Sicherer Umgang mit den Rechengesetzen
Sicherer Umgang mit den Teilbarkeitsregeln, ggT und kgV
Klarheit dartber, was Zahl und was Aufgabe ist

In den meisten Féllen ist es wahrscheinlich unumganglich, das Missverstandnis
zwischen Zahl und Aufgabe aus der Welt zu schaffen, sodass keine Aufgabe —
Ergebnis — Deutung mehr vorliegt, sondern von allen akzeptiert wird, dass eine
Zahl viele Darstellungsmoglichkeiten hat.

9.3 Erfahrungsbericht Gber die Erprobung des Konzepts

Die Ausgangslage in meiner Klasse, in der ich das Konzept zum ersten Mal in
der Praxis erprobt habe, war folgende:

Es handelte sich um die 6. Klasse einer Realschule. In der Klasse waren zum
Beginn des Schuljahres 22 Kinder, davon 14 Madchen und 8 Jungen. 19 der
Kinder waren schon seit der 5. Klasse zusammen, drei kamen erst zu Beginn
des 6. Schuljahres dazu. Zwei von diesen Dreien absolvierten die 5. Klasse auf
einem Gymnasium, eine wiederholte bei uns die 6. Klasse, die sie zuvor auf
einer Gesamtschule erfolgreich absolviert hatte. Ein Schiler verlieB nach ein
paar Monaten die Klasse wegen eines Umzugs in eine andere Stadt, ein
anderer stie3 fast gleichzeitig aus einer Parallelklasse dazu, die er als Folge
einer OrdnungsmaBnahme wegen permanenter Unterrichtsstérungen verlassen

musste.
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Ein weiterer Schiler kam im letzten Drittel des Schuljahres aus einer anderen
Stadt dazu. Wéhrend der meisten Zeit bestand die Lerngruppe also aus 22
Schulerinnen und Schilern, von denen acht eine Hauptschulempfehlung haben.
10 Schalerinnen und Schiler dieser Klasse haben eine Lese-Rechtschreib-
Schwéche. Ich unterrichtete in der Klasse schon im 5. Schuljahr Mathematik
und bin auch seitdem ihr Klassenlehrer gewesen. Die Leistungsstarke der
Lerngruppe war insgesamt zunachst als schwacher zu bezeichnen, als ich sie
aus 5. Klassen der Vorjahre gewohnt war. Dagegen war die Einsatzbereitschaft
deutlich Gberdurchschnittlich.

Wenn im Mathematikunterricht Ruhe zur Bearbeitung von Problemen oder zum
Erklaren erforderlich war, zeigte die Klasse sich auBerst diszipliniert. Durch eine
gute Arbeitsatmosphéare und auch wegen der geringen GréBe der Lerngruppe
konnten die meisten der leistungsschwécheren Schilerinnen und Schuler ihre
Leistungen in ihrer Realschulzeit verbessern und die Aufgaben auch meist
erfolgreich absolvieren. Benachteiligt wurde die Klasse allerdings durch meine
Klassenlehrertatigkeit. Denn da keine Zusatzstunde fur die Bewaltigung der
Klassenangelegenheiten zur Verfligung stand, mussten diese alle wahrend der
wenigen Mathematikstunden geklart werden, sodass weniger Unterrichtszeit fir
die Mathematik zur Verfigung stand.

In Klassenstufe 5 zeigte sich schon, dass manche Schilerinnen und Schaler
aus der Grundschulzeit nicht auf ausreichende Fahigkeiten bei Multiplikationen
oder Divisionen im Einmaleins zurtckgreifen konnten. Teils fehlte es auch an
Sicherheit, wenn es um Additionen oder Subtraktionen zweistelliger Zahlen im
Kopf ging. Auch im Bereich der schriftichen Rechenverfahren musste
nachgearbeitet werden, insbesondere bei der Multiplikation und der Division.
Wie eine Division mit Rest notiert wird, war nicht bekannt, stattdessen hatten
die Schilerinnen und Schiler die bereits mehrfach erwahnte falsche Notation
gelernt und verinnerlicht, zeigten sich aber schlieBlich einsichtig, dass diese
gelernte Notation falsch sein muss. Es war nicht leicht, die Schilerinnen und
Schiler davon zu Uberzeugen, dass etwas, was sie in der Grundschule gelernt
haben, falsch oder nicht gut ist, beziehungsweise ihnen antrainierte Notationen
oder Verfahren abzugewdhnen.

So Uberzeugte ich sie, wie in 3.2 beschrieben, davon, dass ihre Schreibweise
nicht gut ist und durch eine korrekte Schreibweise ersetzt werden muss.

256



Solche Voraussetzungen wie der Umgang mit den Rechenregeln, zum Beispiel

dem Distributivgesetz, wurden lang vorher, schon in Klassenstufe 5 vorbereitet.

Bei den Rechengesetzen ging es nicht darum, sie stur anwenden zu lassen,
sondern die Schilerinnen und Schiler an zahlreichen Beispielen merken zu
lassen, dass diese Gesetze nuUtzlich sind, um sich Rechenvorteile zu
verschaffen. Diese Vorteile haben wir an vielen Aufgaben genutzt.

Einige Beispiele, an denen die Rechenvorteile, die sich aus einem cleveren
Umgang mit dem Distributivgesetz ergeben, sind:

157 - 42 + 143 - 42 = (157 + 143) - 42 = 300 - 42 = 12600
1956 + 19 - 44 = 19 - (56 + 44) = 19 - 100 = 1900

Beim Kopfrechnen benutzten die meisten Schilerinnen und Schiler ebenfalls
das Distributivgesetz, ohne dass sie sich dessen bewusst waren. Sie zerlegten

namlich meist einen der beiden Faktoren in zwei Summanden:

23:12=23-(10+2)=23-10+23 -2 =230 + 46 = 276 oder
23-12=(20+3)12=20-12+3 - 12 =240 + 36 = 276.

Wir sahen, dass auch fr die Division beide Richtungen nitzlich sein kbnnen:

175:5+325:5=(175+325): 5=500:5=100
378:7=(350+28):7=350:7+28:7=50+4=>54

Zum Beginn des Schuljahres befassten wir uns mit Teilbarkeitseigenschaften
von Zahlen. Die Schilerinnen und Schuler lernten, woran man die Teilbarkeit
durch Zahlen wie 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 20, 50, 100 und so weiter leicht erkennen
kann. In diesem Zusammenhang lernten sie auch die Neunerprobe kennen und
anzuwenden. Sie lernten, was Primzahlen sind, wie man sie mit dem Sieb des
Eratosthenes finden kann, dass man jede zusammengesetzte Zahl als Produkt
von Primzahlen darstellen kann, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Sie
befassten sich mit Teiler- und Vielfachenmengen, machten sich auf
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verschiedene Weisen auf die Suche nach gemeinsamen Teilern und Vielfachen
gegebener Zahlen und lernten Verfahren zur Bestimmung besonderer
gemeinsamer Teiler und Vielfache, ndmlich dem gréBten gemeinsamen Teiler
(9gT) und dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV). Das Wissen Uber

diese Inhalte war an vielen Stellen im spateren Bruchrechenunterricht nitzlich.

SchlieBlich musste ich daflir sorgen, dass der 4. Punkt in obiger Liste der
Lernvoraussetzungen erflllt wird, namlich dass die Schilerinnen und Schiiler
Klarheit dartber besitzen, was eine Zahl ist.

Auch in meiner Lerngruppe herrschte das Missverstandnis zwischen Zahl und
Aufgabe in Klassenstufe 5 noch aus Grundschulzeiten vor. Folglich stellte ich,
insbesondere vor Beginn der Einheit, Aufgaben, deren Ziel es war, dieses
Missverstandnis zu beheben.

Beispielsweise teilte ich die Tafelflache in 6 Bereiche, von denen jeder einen
Quadratmeter groB war, und forderte dann 6 Schilerinnen und Schiler auf, sich
Zahlen zu winschen. Sie winschten sich die Zahlen 6, 8, 0, 2, 15 und

2000000.

Sie durften jede dieser Zahlen ungefahr in die Mitte eines quadratmetergroBen
Feldes schreiben. AnschlieBend forderte ich alle Schilerinnen und Schuler der
Klasse auf, nach vorne zu kommen und gab ihnen den Auftrag, andere
Schreibweisen dieser Zahlen in das jeweilige Feld zu notieren.

Bei der 6 begann es zum Beispiel mit ,sechs®, ,six*, ,VI*, HH 1%, ,110,% ehe sich

einige an Schreibweisen wie ,2 - 3 oder ,5 + 1" wagten. Es dauerte nicht lange,
bis die Tafel voll beschrieben war, und es hatte auch jeder aus der Klasse
seinen Anteil daran. Es wurde zwar, wie erwartet, die Frage geauBert, ob nicht
. + 1% eine Aufgabe sei, aber dieses Bedenken wurde schnell aus dem Weg
geraumt mit der Gegenfrage, wie viel denn 5 + 1 sei und der Bemerkung, dass
es also das gleiche sei wie 6.

Die Frage, auf wie viele Weisen sich die Zahl 6 schreiben |asst, konnte danach
jeder mit ,unendlich“ beantworten. Dass dasselbe auch fur jede andere Zahl

zutrifft, konnte problemlos eingesehen werden.
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Es fiel auf, dass bei diesen Darstellungen bestimmte Verknipfungen haufiger

auftauchen als andere. Wir untersuchten, woran das liegen kdnnte und fanden

heraus:

Addition: Die Anzahl der Méglichkeiten scheint von der GréBe der
Zahl abzuhangen.

Multiplikation: Die Anzahl der Méglichkeiten scheint von der Anzahl der
Teiler abzuhangen.

Subtraktion: Die Anzahl der Moglichkeiten ist unendlich.

Division: Die Anzahl der Méglichkeiten ist unendlich.

Aufschlussreich war die Seite mit der 0. Denn dort wurde 0 additiv als 0 + 0
sowie als 0 + 0 + 0 dargestellt. Das veranlasste eine Schilerin zu der Einsicht,
dass obige Aussage Uber die Anzahl der Mdglichkeiten bei der Addition
korrigiert werden muss. Denn dort gibt es auch unendlich viele Mdglichkeiten,
da man ja immer wieder .+ 0“ anh&ngen darf. Ich fragte dann provokativ, ob die
Multiplikation die einzige Rechenart sei, bei der man eine begrenzte Anzahl von
Moglichkeiten habe. Mir wurde geantwortet, dass man ebenso wie ,+ 0“ auch
,- 1“ beliebig oft anfigen durfe. Wahrend man also bei der Subtraktion und der
Division unendlich viele wesentlich verschiedene Mdéglichkeiten fir die
Darstellung einer Zahl finden kann, so ist man bei der Addition und bei der
Multiplikation auf die wiederholte VerknUpfung mit dem fir die jeweilige
Verknipfung neutralem Element angewiesen, wenn man unendlich viele

Darstellungsmdglichkeiten finden mdéchte.

Zum Einstieg in die Bruchrechnung wiederholten wir, was oben beschrieben
wurde: Die Tafel sollte mit ganz vielen Namen far eine Zahl beschrieben
werden. Das Resultat wurde bereits beschrieben, diese Aufgabe wurde von der
Lerngruppe gerne und erfolgreich bewaltigt. Die vollgeschriebene Tafel lieferte
nun eine Menge Material, das sich ausnutzen lieB, um durch Ordnung nach der
jeweils benutzten VerknUpfung die Invarianzen zusammenzutragen. Dass dies
in einer 6. Klasse nicht auf formaler Ebene geschehen soll, ist klar. Es reicht,
wenn die Lerngruppe die Invarianzen erkennt, sie erkldren kann und dann auch

wieder anwenden kann. Dass diese Invarianzen an dieser Stelle nicht zum
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ersten Mal auftauchten, ist auch klar. Sie sollten schon in der Grundschule zur
Erleichterung von Rechnungen ausgenutzt worden sein. In jedem Fall nutzten
wir sie zu diesem Zweck in der Klassenstufe 5, in der viel Unterrichtszeit fir das
vertiefende Uben der Grundrechenarten vorgesehen ist. Es bot sich aber an,

diese Invarianzen hier noch einmal besonders herauszuheben.

Ist eine Zahl als Summe geschrieben, so kdnnen wir den einen Summanden
um eine Zahl verkleinern und den anderen Summanden um die gleiche Zahl
vergréBern und erhalten wieder eine Darstellung der Zahl als Summe zweier

Zahlen.

Das heiBt, es gilt:

Va,b,ce No: a+b=(a—c)+(b+c)

Selbstverstandlich beschrankt man sich auf Beispiele, die in Klassenstufe 6
,gehen®, namlich auf solche, bei denen a - ¢ > 0 ist. Auch fur die folgenden
Invarianzen soll gelten, dass wir im Bereich der positiven und zun&chst auch im
Bereich der natlrlichen Zahlen bleiben.

Ist eine Zahl als Differenz dargestellt, so erhalten wir wieder eine Darstellung
derselben Zahl als Differenz, wenn wir Minuend und Subtrahend um die gleiche
Zahl vergréBern oder verkleinern:

Va.b.ce No a-b=(a+c)—(b+c)
a-b=(@a-c)—(b-c)

Ist eine Zahl als Produkt zweier Zahlen dargestellt, so erhalten wir wieder eine
Darstellung derselben Zahl als Produkt zweier Zahlen, wenn wir den einen
Faktor durch eine Zahl dividieren und den anderen Faktor mit derselben Zahl

multiplizieren:

Va,be Mo VeeN:a-b=(a:c)-(b-c)
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Ist eine Zahl als Quotient zweier Zahlen dargestellt, so erhalten wir wieder eine
Darstellung als Quotient zweier Zahlen, wenn Dividend und Divisor durch

dieselbe Zahl dividieren oder mit derselben Zahl multiplizieren:

Yae No Vb ceN-a:b:(a'C):(b'c)
’ “a:b=(a:c):(b:c)

Man erleichtert sich den Einstieg in die Bruchrechnung auf der formalen Ebene,
wenn man dieses ausfuhrlich behandelt. Dass all dieses auch zum Ausnutzen
von Rechenvorteilen genutzt werden kann, wurde noch einmal zum Thema

gemacht und auch an Beispielen angewendet.

Beim Kopfrechnen bedient man sich oft solcher Rechenvorteile. Soll zum
Beispiel die Summe von 234 + 397 berechnet werden, so ist man im Vorteil,
wenn man sich erinnert, dass es immer besonders leicht ist, Vielfache von 10,
100, 1000 und so fort zu addieren. Wenn man dann noch sieht, dass beim
zweiten Summanden nur 3 bis zur 400 fehlen, dann addiere man dort 3, die

man gleichzeitig vom ersten Summanden subtrahiere.

234 + 397 = (234 - 3) + (397 + 3) = 231 + 400 = 631

Auch bei Subtraktionen kann man geschickt vorgehen, zum Beispiel:

597 - 423 = (597 + 3) - (423 + 3) = 600 - 426 = 174 oder noch besser
597 - 423 = (597 - 23) - (423 - 28) = 574 - 400 = 174, da die meisten Menschen
es als leichter empfinden ein Vielfaches von Hundert zu subtrahieren als von

einem Vielfachen von Hundert zu subtrahieren.

NatUrlich erreicht man das auch, wenn man 597 und 423 jeweils um 77
vergréBert oder um 97 verringert. Es soll sich im Idealfall jede Schilerin und
jeder Schiler die fir sich selbst beste Weise aussuchen. Es soll auch nicht
zwanghaft ein Rechenvorteil geschaffen werden, da viele Schilerinnen und
Schuler auch schon so gut rechnen kénnen, dass sie manche Rechnungen viel
schneller und ebenso sicher ohne einen solchen Zwischenschritt ausfihren
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kénnen und deswegen seinen Sinn nicht nachvollziehen kénnen. Diese wollen
dann meistens auch viel lieber zeigen, wie gut und schnell sie rechnen kénnen
als dass sie bereit sind, sich auf solch einen Rechenvorteil, ,mit dem es ja viel
langer dauert, einzulassen. Aber es sollte jeder einsehen, dass man so
rechnen darf und auch fir die besten Rechner lassen sich Aufgaben finden, bei
denen sie einen Rechenvorteil erkennen, beziehungsweise zumindest sehen,
dass andere, die sich dieses Vorteils bedienen, plotzlich sicherer und schneller

rechnen kdnnen als sie selbst.

Bei der Multiplikation ist dieser Rechenvorteil ebenso gut brauchbar,

beispielsweise

36-20=(36-2)-(20:2)=72-10 = 720
12-25=(12:4) - (25-4) =3 - 100 = 300

Auch bei der Division ist es vorteilhaft, sich Rechnungen auf diese Weise zu

vereinfachen, zum Beispiel:

100 000 000 : 50 000 000
= (100 000 000 : 10 000 000) : (50 000 000 : 10 000 000) =10:5=2

oder auch in beliebigen anderen geeigneten Schritten, etwa:

1440 : 160 = (1440 : 10) : (160 : 10) =144 : 16 = (144 :4) : (16:4) =36 :4=9
3125 :25 = (3125 - 4) : (25 - 4) = 12500 : 100 = 125

Ich lieB zahlreiche Ubungen bearbeiten, um den Blick fiir Rechenvorteile zu
scharfen. Leider gab es ein Problem, das sich hierbei immer ergibt: es fallt
natdrlich gerade einigen rechenschwachen Kindern am meisten schwer, zu
erkennen, dass sie sich die Rechnung durch geschickte Umformungen
erleichtern kdnnten. Das heiBt: Die Rechenvorteile werden meistens gerade
von denjenigen Schilerinnen und Schiilern am ehesten erkannt, die diese
Vorteile am wenigsten brauchen. Etwas anders verhalt es sich oft mit den
schon genannten Schnellrechnern, die zunéchst glauben, dass sie bei
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Benutzung eines anderen als des gewohnten Verfahrens langsamer werden
und deswegen gerne freiwillig auf Rechenvorteile verzichten wollen. Sie werden
aber zunehmend bereitwillig, solche Rechenvorteile zu nutzen, wenn die
Rechnungen so schwierig werden, dass auf anderem Wege Fehler entstehen
oder wenn andere, die sonst langsamer rechneten, pl6tzlich wegen der
Ausnutzung von Vorteilen schneller rechnen.

Wir Gbten viel wahrend des Unterrichts. Aber auch zuhause bekamen die
Schulerinnen und Schiler Zahlen, die miteinander verknipft sind, mit dem
Auftrag, sie unter Nutzung der oben beschriebenen Rechenwege méglichst
einfach darzustellen. Analogien zwischen Punkt- und Strichrechnungen werden
vielen, die anfangs noch nicht den Uberblick haben, natiirlich bei haufiger
Wiederholung ahnlicher Aufgaben deutlich. Insbesondere ist das der Fall, wenn
man der Lerngruppe durch saubere Notation den Uberblick erleichtert.

Hausaufgaben zu diesem Thema sahen zum Beispiel so aus, dass
Rechnungen ohne Verwendung schriftlicher Rechenverfahren aber mit
Zwischenschritten zu bearbeiten waren, in denen Vorteile genutzt werden

sollten. (hier mit kursiv gedruckten Losungsvorschlagen):

397 + 625 = (397 + 3) + (625 - 3) = 400 + 622 = 1022
407 + 388 = (407 - 7) + (388 + 7) = (400 + 395) = 795

523 - 497 = (523 + 3) - (497 + 3) = 526 - 500 = 26

876 - 312 = (876 - 12) - (312 - 12) = 864 - 300 = 564

72-25=(72:4)- (25-4) = 18- 100 = 1800

45-12=(45:5)- (12-5) =9 - 60 =540

2700000 : 30000 = (2700000 : 10000) : (30000 : 10000) = 270 : 3 = 90
3280 :80 = (3280 :10) : (80 :10) =328 : 8 = (320 :8) + (8 :8) = 40 + 1 = 41

Ich wiederhole, es geht nicht darum, zwanghaft Rechenvorteile zu nutzen. Es
ging vielmehr darum, durch diese Ubungen die Kenntnis und Nutzung der
Invarianzen zu Uben und den Blick fiir diese zu scharfen. Solche Ubungen
wurden natdrlich in gréBerem Umfang bearbeitet als hier dargestellt.

Spater wurde die oben beschriebene Tafellbung wiederholt. Nur schrieb ich
diesmal eine naturliche Zahl mithilfe eines Rechenzeichens namlich 28 : 4 in die
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Mitte der Tafel. Ich wollte sehen, in welcher Weise die Schilerinnen und
Schiuler reagieren, da es natirlich in Klassenstufe 5 noch welche gab, die einen
Ausdruck wie 28 : 4 nicht als Zahl akzeptieren wollten, sondern als Aufgabe
bezeichneten, ,weil da ja noch nichts ausgerechnet” sei.

Eine solche Reaktion blieb nun aus. Uberhaupt behandelten die Kinder den
Ausdruck genau so, wie ich es erwartet hatte, wenn ich stattdessen 7
angeschrieben hatte, was ich als Fortschritt wertete.

AnschlieBend wurde eine andere Seite der Tafel genutzt, um die gefundenen
Darstellungen nach VerknUpfungsart zu sortieren. Dies sollte die oben formal
beschriebenen Invarianzen deutlich sichtbar machen und hatte nebenbei die
Wirkung, dass durch Darstellungen wie 14 : 2, 35 : 5, 70 : 10 und so weiter. das

Kirzen und Erweitern vorbereitet wurde.

Nun wollte ich diese Aufgabe verédndern und einen nichtnatirlichen Quotienten
wie 30 : 4 an die Tafel schreiben. Zwar waren solche Quotienten schon aus der
Behandlung des Themas Division mit Rest bekannt, aber es ist ja sonst nicht
weiter mit solchen nichtnatirlichen Quotienten gearbeitet worden. Es gab also
Klarungsbedarf.

Ich musste an dieser Stelle fir die allgemeine Akzeptanz solcher Quotienten
wie 30:4 als Zahl sorgen. An dieser Stelle folgte der einzige Ausflug ins
Konkrete wahrend der gesamten Einfihrungsphase.

Zu diesem Ausflug ins Konkrete sei ein methodischer Hinweis gestattet. Um bei
allen Schalerinnen und Schilern fir die Akzeptanz solcher Quotienten als Zahl
zu sorgen, bietet es sich an, dafiir zu sorgen, dass die Schilerinnen und
Schiuler selbst die Argumentation dafiir Gbernehmen, dass auch nichtnatirliche
Quotienten sinnvoll sind. In Kleingruppen bekamen sie kleine Schachteln mit
Kaubonbons und einer Auftragskarte. Die Anzahl der Bonbons war niemals
Vielfaches der Anzahl der Gruppenmitglieder. Der Auftrag lautete nun, die
Bonbons zu gleichen Teilen an alle Gruppenmitglieder aufzuteilen und die
Vorgehensweise zu beschreiben. Sollte ihnen eine solche Teilung und ihre
erfolgreiche Beschreibung gelingen, dann durften sie die Bonbons behalten.
Anderenfalls sollten sie die Bonbons zuriickgeben. Bei den Kaubonbons
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handelte es sich um langliche Kaustreifen mit Fruchtgeschmack, die bei
Jugendlichen sehr beliebt sind. Ebenso gut sind kleine Schokoladenriegel
geeignet. Es geschah, was zu erwarten war. Jeder Gruppe gelang eine solche
Teilung und jede Gruppe konnte ihre Vorgehensweise beschreiben. Die
Schilerinnen und Schiler traten mit ihrer Teilung und deren Beschreibung
selbst daflir ein, dass von nun an nichtnatirliche Quotienten als Zahl
verstanden wurden.

Bei den Beschreibungen zeigten sich unterschiedliche Strategien. Wenn
beispielsweise 11 Kaubonbons an 3 Personen verteilt werden sollten, dann
wurde einerseits erklart, man kdnne ja zunachst jeder Person 3 Bonbons geben
und miasse dann noch jeden der Ubrigen Bonbons in 3 Teile teilen, so dass
auch diese an die 3 Personen geteilt werden kénnten. Andererseits wurde auch
erklart, man kénne jeden der 11 Bonbons in drei Teile teilen, dann hatte man 33
Teile, von denen jeder 11 bekdme. AnschlieBend wurde erfolgreich Gberprift,
dass beide Strategien das gleiche liefern. Analog wurde auch von Paaren
argumentiert, die 7 Bonbons unter sich aufteilen durften.

Im Folgenden stellte ich ein weiteres Problem. Die Gruppen sollten sich
Uberlegen, wie viele Kaubonbons ich in eine Schachtel legen musste flur eine
Gruppe, die aus zwei- oder dreimal so vielen Personen besteht, wenn es
gerecht zu gehen solle? Es gab niemanden, der dieses Problem nicht I6sen
konnte. Ebenso war es bei zahlreichen weiteren Beispielen. Damit war die

Grundlage fur das Kirzen und Erweitern geschaffen.

Um herauszustreichen, dass es sich bei diesen Quotienten um Zahlen handelt,
kehrte ich zurlick zu den Gruppen, die sich mit dem Quotienten 11 : 3 befasst
hatten. Diese hatten zunachst 11 Bonbons, die an 3 Schilerinnen und Schiiler
aufgeteilt werden sollten. Auf die Frage, wie viele Bonbons jede Person
bekommen sollte, konnte nur die Antwort 11 : 3 gegeben werden. Ich stellte nun
die Aufgabe, welchen Anspruch jede Person hatte, wenn die Gruppe 7 weitere
Bonbons bekadme. Es ist natlrlich sofort klar, dass dann jede Person weitere
7 : 3 Bonbons bekommen soll. Hier kamen einige Schilerinnen und Schiiler
sehr schnell zu der Erkenntnis, dass nun jede Person 6 Bonbons bekommen

sollte. Inr Argument war, dass insgesamt 18 Bonbons an 3 Personen aufgeteilt
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werden, da sie ja zuerst 11 und dann noch einmal 7 bekommen. Nun wurde
zum ersten Mal auch mit diesen neuen Zahlen gerechnet. Nattrlich war es nicht
mein Anliegen, innerhalb einer Unterrichtsstunde die Akzeptanz nichtnattrlicher
Briche als Zahlen, das Kirzen und Erweitern sowie die Addition zu
unterrichten. Die einfachen angefuhrten Beispiele fir das Kirzen und Erweitern
und die Addition stellten keinerlei Uberforderung der Schiilerinnen und Schiiler
dar und trugen sehr zu meinem Ziel bei, namlich fir die Akzeptanz der
nichtnattrlichen Quotienten als Zahlen zu sorgen.

Bei der Addition wurde einfach, wenn auch intuitiv, das Distributivgesetz auf die
Bruche Ubertragen, formal war alles korrekt:

(11:3)+(7:3)=(11+7):3=18:3=6

Mit dem Ergebnis dieser Aufgaben musste ich sehr zufrieden sein. Denn ich
hatte mit den Schulerinnen und Schilern schon sehr viel erreicht: Es hat nun
wirklicher jeder in der Klasse eingesehen, dass diese neuen Zahlen sinnvoll
sind.

Aber ich zeigte an einigen Beispielen, dass noch viele Fragen offen waren.

So war es nicht sofort zu sehen, ob nun die Schilerinnen und Schiler, die 11
Bonbons fir ihre Dreiergruppe hatten, ebenso gut oder besser oder schlechter
versorgt wurden als die beiden, die 7 Bonbons fur sich hatten. Auch musste mit
diesen Zahlen das Rechnen mdglich sein, denn das erwartet man schlieBlich
von Zahlen. Beruhigend war, dass schon in einem Beispiel die Addition
durchgeflihrt wurde, aber es gab noch sehr viel zu tun.

Der nachste Schritt in der Folgestunde war, die oben erwédhnte Veranderung
der Aufgabe. Ich schrieb 30 : 4 an die Tafel und forderte die Schilerinnen und
Schuler auf, weitere Darstellungen anzugeben.

Es stellte sich heraus, dass einige der Schilerinnen und Schiler nun eher
Probleme hatten, andere Namen zu finden als in den Féllen, in denen eine
natUrliche Zahl vorgegeben war. Aber die Tafel flillte sich schnell mit Quotienten
wie 15:2, 300:40, 600:80 wund auch in extremer Form wie
300000000000 : 40000000000 mit der vom Schuler gelieferten Begrindung:
,Die Nullen kann man doch alle wegstreichen®.
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Diskussionsbedarf gab es im Falle von 15:2, denn es war zwar nach der
letzten Stunde schon klar, dass man Dividend und Divisor mit demselben
Faktor multiplizieren darf, ohne dass dadurch der Quotient verandert wird. Nun
wurde einerseits daflr pladiert, dass der Quotient auch gleich bleiben musste,
wenn man Dividend und Divisor durch dieselbe Zahl teilt, da dies ja friher bei
den natirlichen Quotienten auch so gewesen sei, zum Beispiel 20 : 4 =10 : 2.
Das beste Schilerargument daflir war jedoch das folgende:

,Wenn man mit 15 : 2 anfangt und dann beide Zahlen mit 2 malnimmt, dann hat
man 30 : 4 und wenn 30 : 4 dasselbe ist wie 15 : 2, dann ist doch auch 15:2
das gleiche wie 30 : 4.

Ein Gesprach zur Ergebnissicherung zeigte, dass nun alle Schilerinnen und
Schuler in der Lage waren, sowohl zu Uberprifen, ob es sich in jedem Fall um
Darstellungen der Zahl 30 : 4 handelte, als auch selbst eigene Darstellungen zu

finden.

Wir hatten zwar schon die Invarianzen im Bereich der natlrlichen Zahlen
behandelt. Aber ich hatte nicht damit gerechnet, dass es den Schulerinnen und
Schuilern so leicht fallen wirde, die Invarianz der Division vom Bereich der
nattrlichen Zahlen auf den Bereich der rationalen Zahlen zu Gbertragen, die wir
ja noch gar nicht richtig kennengelernt hatten. Es bereitete ihnen also kein
Problem, Dividend und Divisor mit demselben Faktor zu multiplizieren oder sie
durch dieselbe Zahl zu dividieren, auch wenn es sich um einen nichtnattrlichen

Quotienten handelte.

Wir bezeichneten nun alle Quotienten zweier naturlicher Zahlen, von denen der
Divisor stets von 0 verschieden sein sollte, als Briiche.

Selbstverstandlich mussten damit auch alle natlrlichen Zahlen Briiche sein.
Denn wir haben ja schon auf vielfaltige Weise gesehen, dass jede nattrliche
Zahl sich als Quotient zweier natlrlicher Zahlen schreiben lasst.

Was in vielen Lehrblchern aber auch in der Didaktik-Literatur, siehe 3. 2, so oft
als eine besondere Eigenschaft der Briche angepriesen wird, als ob diese
Eigenschaft nicht von den natlrlichen Zahlen schon immer bekannt sei, namlich
dass jeder Bruch unendlich viele Darstellungen oder Namen hat, war hier
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Uberhaupt kein Thema. Es konnte auch keines sein, da dies nichts besonderes
war.

Da nun die Akzeptanz der Briiche als Zahlen gegeben war und wir uns darauf
geeinigt haben, dass jeder Quotient zweier natirlicher Zahlen ein Bruch sein
sollte und ferner schon klar war, dass jeder Bruch sich auf unendlich viele
verschiedene Weisen darstellen lasst, stellten sich auf natirliche Weise die
weiteren Fragen 3. bis 6. aus dem Fragenkatalog, der oben zur Bewertung der

Konzepte aufgestellt wurde:

1. Was ist ein Bruch?

2. Wie kann man Brliche darstellen?

3. Wie kdnnen wir erkennen, welcher Bruch gréBer oder kleiner ist?
4. Wie kénnen wir Briiche addieren beziehungsweise subtrahieren?
5. Wie kénnen wir Briiche multiplizieren beziehungsweise dividieren?

6. Welche Regeln gelten in der Menge der Briiche?

Bevor wir uns mit weiteren Inhalten befassten, fihrte ich die Bruchschreibweise
ein. Ich wollte, dass die Schuilerinnen und Schiler sich frihzeitig an sie
gewOhnen, um auf diese Weise auch zu verhindern, dass spater bei der
Behandlung weiterer Themen, neue Schwierigkeiten noch durch eine
ungewohnte Schreibweise Uberlagert werden. Der Bruchstrich sollte lediglich
eine andere Schreibweise fir das Divisionszeichen sein. Die Zahl Uber dem
Bruchstrich nennen wir den Zahler der Darstellung, die unter dem Bruchstrich
nennen wir den Nenner der Darstellung. Ich achtete zu Beginn konsequent
darauf, dass nicht vom Zahler oder Nenner eines Bruchs, sondern immer von
Zahler oder Nenner einer Darstellung gesprochen wurde. Spater konnte im
Sprachgebrauch auch nur vom Zahler oder Nenner gesprochen werden, weil
schon klar war, dass diese Begriffe sich nur auf die Darstellung beziehen. Da
jeder Quotient auf unendlich viele Weisen darstellbar ist, gibt es auch fur jeden
Bruch unendlich viele Darstellungen. Es sollte immer im Bewusstsein der
Schulerinnen und Schiler sein, dass ein Bruch nicht an einen bestimmten
Zahler oder Nenner gebunden ist. Wir Gbten die neue Schreibweise, indem wir

Zahlen von der Quotientendarstellung in die Bruchdarstellung tbertrugen.
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Der Vorteil der Bruchschreibweise war noch nicht ganz klar, aber ich zeigte an
einigen Termen, dass die Ubersichtlichkeit bei der Bruchschreibweise
gegenilber der Quotientenschreibweise zunimmt. Auch wenn wir noch gar nicht
gelernt hatten, mit Brichen zu rechnen, hatte ich den Eindruck, dass das
Argument der Ubersichtlichkeit iberzeugend war als die Tatsache, dass diese
Schreibweise allgemein tblich ist.

Bruche, die im Zahler und im Nenner mit Briichen dargestellt sind, werden oft
als ,Doppelbriche” bezeichnet. Klar ist, dass sich der Begriff Doppelbruch nur
auf die Darstellung bezieht. Auf diese Doppelbriche konnte im Zusammenhang
mit dem Argument der Ubersichtlichkeit natiirlich noch nicht eingegangen
werden, weil ja noch gar nicht geklart werden konnte, ob es sich dabei
Uberhaupt um Briche handelt, denn nach unserem Verstédndnis waren Brlche

Quotienten zweier natdlrlicher Zahlen.

Es folgten zundchst Ubungen zum Kiirzen und Erweitern in der
Bruchschreibweise. Dabei wurden auch diese beiden Begriffe eingefuhrt. Es
war mir wichtig, darauf zu achten, dass wir vom Kirzen oder Erweitern einer
Darstellung statt vom Klrzen oder Erweitern eines Bruches sprachen. Denn die
Begriffe Kiirzen und Erweitern lassen eine Anderung der Zahl vermuten, wenn
nicht auf genaue Sprache geachtet wird. Dieses Problem ist nicht zu
unterschatzen, da umgangssprachlich ein Erweitern (zum Beispiel eines
Gebaudes) oft mit einem Ausbau, jedenfalls mit einer VergréBerung
gleichgesetzt wird und Kirzen (beispielsweise einer Hose) mit einer
Verkleinerung.

Durch Kirzen oder Erweitern andern wir also nicht den Bruch, sondern nur
seine Darstellung. Es lohnte sich an dieser Stelle, die Quotientenschreibweise
der Bruchdarstellung gegentberzustellen, denn von ersterer war schon die
Invarianz der Division bekannt, die nur eine Analogie zum Klrzen und Erweitern
der Bruchdarstellung ist.

Es fiel schon bald auf, dass jeder Bruch eine Darstellung besitzt, die sich nicht
mehr weiter kirzen lasst. Das ist dann der Fall, wenn der Zahler und der
Nenner den gr6Bten gemeinsamen Teiler 1 besitzen. Diese Darstellung
nannten wir die vollstandig gekirzte Darstellung.
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AnschlieBend Ubten wir das Kirzen und Erweitern anhand vieler Beispiele.
Weitere Ubungen erforderten das Kiirzen oder Erweitern der Darstellungen, um
Briche mit vorgegebenen Zahlern oder Nennern darzustellen. AuBerdem gab
es natiirlich Ubungen, deren Ziel es war, die vollstiandig gekiirzte Darstellung
gegebener Briche zu finden.

Es zeigte sich bei diesen Ubungen, dass die natiirlichen Zahlen genau die

Briiche sind, die sich mit dem Nenner 1 schreiben lassen.

In vielen Blchern wird nach dem Kirzen und Erweitern oft die gemischte
Schreibweise eingeflihrt, oft wird sogar von ,gemischten Zahlen® gesprochen.
Ich habe aus den oben genannten Grinden auf die Einfihrung der gemischten
Schreibweise verzichtet und erst spater, wahrend der Konkretisierung
gemischte Schreibweise mit Additionszeichen eingefihrt.

Das Kurzen und Erweitern war natdrlich fir das danach folgende Thema

,aréBenvergleich® sehr natzlich.

Um fUr das Problem, welcher von zwei Brichen der gréBere ist, eine Lésung zu
finden, motivierte ich eine Verlagerung in einen bekannten Bereich. Ich forderte
die Schuilerinnen und Schiler auf, einige nattrliche Zahlen zu wahlen und sie in
verschiedenen Bruchdarstellungen gegenlberzustellen, um auf diese Weise
eine Regel fir den GrdéBenvergleich zu finden. Man weiB3 schlieBlich, welche
von zwei gewahlten natirlichen Zahlen gréBer ist. Wenn zum Beispiel 4 und 5

gewahlt wurden, und argumentiert wurde, dass %<% sei, weil 12 <20 und

3 <4 sei, dann konnte leicht widersprochen werden, dass mit derselben
Begrindung auch %<% sein musste, also insbesondere %<¥. Dies ist

jedoch nicht méglich. Somit ist klar, dass ein Bruch, der sowohl mit gréBerem
Zahler als auch mit gr6Berem Nenner dargestellt ist als ein anderer, nicht
gréBer sein muss als dieser. Ubrigens folgt dies ja schon aus der Erkenntnis,
dass man durch das Kirzen oder Erweitern der Darstellung keine kleinere oder
groBere Zahl erhalt. Es ware sonst ja jede Zahl sowohl gréBer als auch kleiner
als sie selbst.

Es fiel auf, dass man genau dann, wenn 4 und 5 mit dem gleichen Nenner
dargestellt waren, die 5 den gr6Beren Zahler besal3 und genau dann, wenn 4
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und 5 mit dem gleichen Zahler dargestellt wurden, die 4 den gr6Beren Nenner
besaB.

Analoge Vergleiche flhrten zu einer ersten Regelvermutung:

Wenn zwei Briiche mit dem gleichen Z&hler dargestellt sind, dann hat der
groBere Bruch den kleineren Nenner.

Wenn zwei Briche mit dem gleichen Nenner dargestellt sind, dann hat der

gréBere Bruch den gréBeren Zahler.

Diese Regeln waren sehr gut nachvollziehbar, wenn man sich daran erinnerte,
dass die Briche nichts anderes als Quotienten sind. Denn wenn zwei
Quotienten mit gleichem Dividenden gegeben sind, dann ist der mit dem
kleineren Divisor der gr6Bere und wenn zwei Quotienten mit gleichem Divisor
gegeben sind, dann ist der mit dem gréBeren Dividenden der groBere. Es war
plausibel, dass dies immer gelten musste, also auch bei nichtnatirlichen
Quotienten und so wurde die Regel Ubertragen.

Daraus ergab sich aber schon, wie man einen GrdéBenvergleich vornehmen
konnte, wenn die gegebenen Briche nicht mit dem gleichen Zahler oder dem
gleichen Nenner dargestellt waren. Denn dann sorgen wir eben dafir, dass sie
mit dem gleichen Zahler oder mit dem gleichen Nenner dargestellt werden.
Weitere Strategien fanden sich bei weiteren Beispielen. Um zu entscheiden,

dass %>% ist, kann man natdrlich auf eine der beiden eben genannten

Strategien zuriickgreifen, denn sie fihren immer zum Ziel.

Leicht lasst sich aber auch erkennen, dass eine der beiden Zahlen groBer als 1
ist und die andere kleiner als 1. Es reicht, wenn Schilerinnen und Schuler mit
einer ,dazwischen liegenden® Vergleichszahl argumentieren. Die Suche nach
einer dazwischen liegenden Vergleichszahl ist meistens dann besonders leicht,
wenn eine natUrliche Zahl dazwischen liegt. Aber auch der Vergleich mittels
anderer Vergleichszahlen konnte motiviert werden. So lieB sich anhand der

dazwischen liegenden Vergleichszahl % entscheiden, dass % >i—; ist.

Dass man immer Zahlen findet, die zwischen zwei gegebenen Zahlen liegen,
wussten die Schilerinnen und Schiler ja noch nicht.
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Wir sahen spater, dass manchmal auch andere Strategien geeignet waren.

Zum Beispiel lasst sich ? als 6+i schreiben und g als 6+%. So konnte

schon entschieden werden, dass ? > g ist.

Es ist i>i, daher weiB man, dass 1—i<1—L ist, also ist auch E<E.
15 16 6 16

Wir sahen, dass es viele Mdglichkeiten fiir den GréBenvergleich gab.

Ich wollte nicht wie im Lehrbuch eine Regel erarbeiten, schon gar nicht sollte so
ein falscher Satz wie schon oben zitierter in meinem Unterricht vorkommen:
,Bei ungleichen Nennern mussen wir die Briche zuerst gleichnamig
machen.“'” Denn die Schiilerinnen und Schiiler waren schon weiter, als dieses
Schulbuch ihnen zugetraut hatte. Sie wussten schon, dass man Briche fir

einen GréBenvergleich keineswegs gleichnamig machen muss.

Die Darstellung mit dem gleichen Nenner hat gegeniber den anderen
Strategien nur den Vorteil, dass man nicht nur sieht, welche Zahl gréBer ist,
sondern den GrdéBenunterschied sofort ablesen kann. Wenn es aber allein um
den GréBenvergleich geht, ist natirlich in jedem Fall neu zu entscheiden, wie

man vorgehen mochte.

Nach zahlreichen Ubungen zum GrdBenvergleich stellte ich aber noch das
Problem, ob die Strategie mit einer dazwischen liegenden Zahl vielleicht nicht
nur manchmal unpraktisch ist, sondern vielleicht auch manchmal gar nicht
moglich ist. Ich wollte erarbeiten, dass es zu zwei gegebenen Brichen immer
einen Bruch gibt, der zwischen ihnen liegt.

Es gibt keine natirliche Zahl, die zwischen 17 und 18 liegt. Warum sollte es

also einen Bruch geben, der zwischen ;—Z) und % liegt. Andere sollten sich mit

dem Problem beschéftigen, ob zwischen ! und ! noch ein Bruch liegt.
10000 9999

Diese und ahnliche Probleme lie3 ich von mehreren Gruppen untersuchen und
spater vortragen. Im ersten Beispiel wurde sehr schnell gesehen, dass

137 Schnittpunkt 6 (2004: 68)
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171 172 ,179 zwischen ;—Z) und % liegen. Natlrlich fragte ich nach, ob

2007 200" 7 200

dieses alle seien oder ob es weitere dazwischen liegende Briiche gebe. Es kam

nach kurzer Uberlegung die Antwort, dass es natiirlich weitere dazwischen
liegende Briiche gebe, denn man kénne ja das gleiche noch mal machen, also
,=auf Zweitausendstel erweitern und immer weiter*.

Das zweite Beispiel stellte schon manche vor eine Schwierigkeit. Sie erkannten

L _ 9999 .4 1 _ 10000
10000 99990000 9999 " 99990000

dann aber davon abschrecken, dass diese Darstellungen sehr hohe Zahlen im

schnell, dass

ist. Einige lieBen sich

Zahler und im Nenner enthielten und wussten dann nicht, wie sie weiter
arbeiten sollten. Als aber die Lésung des ersten Problems vorgetragen wurde,
konnte daraus insofern Profit gezogen werden, dass bei einer erweiterten

Darstellung dieser Briche auf _ 99990 und __100000 sofort dazwischen

999900000 999900000
liegende Briche genannt werden konnten.
Eine andere Gruppe fand auf andere Weise, die mir besonders gut gefiel eine
dazwischen liegende Zahl. Sie stellten fest, dass man eine solche schon durch
2 1 2
= und = ,
10000 20000 9999 19998

Erweitern mit 2 finden kann. Es ist namlich

also liegt 19;99 zwischen den beiden gegebenen Zahlen.

Es wurde schnell die Einsicht gewonnen, dass es zu je zwei Brichen immer
nicht nur einen dazwischen liegenden Bruch gibt, sondern sogar unendlich

viele.

Als erste Rechenarten fihrten wir die Addition und die Subtraktion ein. Dabei
bedienten wir uns der natirlichen Zahlen, weil wir die Summe oder Differenz
zweier natlrlicher Zahlen schon lange berechnen konnten. Mit ,berechnen® ist
das Finden einer mdglichst einfachen Schreibweise, am besten ohne
Rechenzeichen, gemeint. Mit ,Ergebnis® ist diese einfachste Schreibweise
gemeint. Nach unserem Verstandnis war klar, dass 5 + 3 die Summe von 5 und
3 ist. Aber wenn es darum ging, diese Summe zu ,berechnen® sollte die
einfachste Schreibweise, also 8 als ,Ergebnis* angegeben werden.
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Nun ist ein Bruch, wenn er keine natlrliche Zahl ist, nicht ohne Rechenzeichen
schreibbar. Denn nach unserem Verstandnis ist der Bruchstrich nur ein anderes
Symbol fir das Divisionszeichen. So musste die Einschrankung gemacht
werden, dass das ,Ergebnis” noch einen Bruchstrich enthalten darf.

Ich forderte die Schilerinnen und Schdiler auf, sich zwei nattirliche Zahlen zu
wahlen und diese in verschiedenen Bruchdarstellungen zu notieren, um an
geeigneten Darstellungen eine Regel fir die Addition zu finden.

Wenn man nun zum Beispiel 5+ 3 in beliebige Bruchdarstellung UGbertragt,

dann kdnnte es so aussehen: %+§ Wir wissen naturlich, dass die Summe 8

ist. So ist sofort klar, dass die komponentenweise Addition von Zahler und

Nenner nicht die Summe liefert, denn % #8.

Ich erinnerte die Schilerinnen und Schiler nicht an das schon mehrere Tage
zurlckliegende Beispiel mit den Bonbons, bei dem das Distributivgesetz
genutzt werden konnte, denn dieses lieferte spéater die Begrindung fur die
gefundene Regel. Diese musste aber erst gesucht werden. Viele versuchten
mehrfach, die Zahlen in unterschiedlichen Darstellungen additiv zu verknupfen,
konnten dabei aber zunachst keine Regel erkennen. Sie wussten ja immerhin,
dass die Summe 8 sein muss und waren insofern in der Lage, Vermutungen zu
falsifizieren. Es dauerte aber nicht lange, bis sie geeignete Darstellungen

fanden, wie zum Beispiel @+£ , 2+§oder é+§, die etwas erkennen
10 10 2 2 1 1

lieBen. Es wurde voéllig analog mit anderen natlrlichen Zahlen wiederholt, bis
wir zu folgender Regel kamen: Wenn die Briiche mit dem gleichen Nenner
dargestellt sind, dann erhdlt man die Summe, wenn man den gemeinsamen
Nenner behalt und die Z&hler addiert. Eine analoge Ubertragung auf die
Subtraktion fiel nicht schwer. Wir erweiterten diese Regel auf alle Briche und
(ibten ausfiihrlich. Besonders einsichtig fiir die Legitimation dieser Ubertragung
zeigten sich die Schulerinnen und Schiler meines Erachtens deswegen, weil

wir die Briiche als Quotienten eingeflihrt haben. Denn dass §+g = 10;6 = %

ist, konnte nun mit dem Distributivgesetz begriindet werden, nur schrieben wir
frOher:10:2+6:2=(10+6):2=16:2.

274



Was wir gerade an den natirlichen Brichen erkannt hatten, Gbertrugen wir
permanent auf alle Briche. Statt 17:4+11:4=(17+11):4=28:4

schreiben wir nun %+%: 7l :§, was ja auch durch das Bonbon-Beispiel

3

gerechtfertigt war.

Wie aber konnten wir vorgehen, wenn zwei Briche gegeben waren, die mit
verschiedenen Nennern dargestellt sind? Die Lésung dieses Problems war
wieder sehr einfach und die Strategie schon vom Problem des
GrdBenvergleichs bekannt. Wir fihrten dieses Problem namlich auf ein
bekanntes zurlck. Wir wussten ja schon, dass jeder Bruch unendlich viele
Darstellungen besitzt und wir wussten schon, wie sich die Summe zweier
Briche vereinfachen lasst, die mit dem gleichen Nenner dargestellt sind.

Also lief das Problem nun darauf hinaus, dass man flr zwei gegebene Briiche
Darstellungen mit dem gleichem Nenner finden muss. Aus dem Unterricht Gber
Teiler und Vielfache war bekannt, dass es immer mdoglich ist, zu zwei
natlrlichen Zahlen ein gemeinsames Vielfaches zu finden. Zu zwei gegebenen
Brichen suche man also ein gemeinsames Vielfaches der Nenner, mit denen
sie dargestellt sind, dann stelle man beide Briche so dar, dass ihr Nenner
dieses gemeinsame Vielfache ist und schon kann man so verfahren wie oben.
Keinesfalls bestand ich darauf, dass ein solcher gemeinsamer Nenner das kgV
der beiden Nenner sein muss. Dass das kgV der Nenner immer ein geeigneter
gemeinsamer Nenner ist, fanden die Schuilerinnen und Schuler spéater heraus,
nachdem sie gesehen hatten, dass gefundene Darstellungen, die nicht mit dem
kgV dargestellt wurden, immer noch gekirzt werden konnten. Es ist meines
Erachtens auch nicht sinnvoll, auf der Darstellung mit dem kleinsten
gemeinsamen Nenner zu bestehen, trotz der Vorteile, die im Wesentlichen
darin bestehen, dass man mit einfacheren Darstellungen arbeitet und alle in der
Klasse dieselbe Darstellung ,rausbekommen® kénnten. Die Nachteile sind die,
dass der Zwang zur Darstellung mit dem kleinsten mdéglichen Nenner den
Eindruck erweckt, andere Darstellungen seien falsch. Denn wieso sollte man

nicht % sondern stattdessen % schreiben missen, wenn es doch die gleiche

Zahl ist? DarlOber hinaus kommt es bei Rechnungen oft vor, dass errechnete

Ergebnisse spater weiter verarbeitet werden sollen. Da ist es viel sinnvoller,
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einen Blick darauf zu werfen, wie die weitere Verarbeitung stattfinden soll, statt

zwanghaft die Darstellung mit dem kleinsten moglichen Nenner zu suchen.

Beispielsweise kdnnte man in einer Rechnung % als Zwischenergebnis

erhalten haben. Ein zwanghafter Mechanismus, der das vollstandige Kirzen

der Darstellung bewirkt, fuhrt zur Darstellung % Wenn aber nun das eben

errechnete Zwischenergebnis zu 410 addiert werden soll, zeigt sich beispielhaft,

dass das automatische Kurzen keinesfalls immer sinnvoll ist. Denn man macht
hier einen Gberflissigen Rechenschritt. Ein weiteres Beispiel dafir, dass eine
Darstellung mit dem kleinsten mdglichen Nenner nicht immer erwinscht ist,
liegt ebenfalls nahe. Denn oft mdchte man Briche miteinander vergleichen.
Und da ist es doch in jedem Fall geschickter, erst einmal alle Briiche so ,stehen
zu lassen®, anstatt sie umzuformen, denn mdglicherweise erschwert die
Umformung die Vergleichbarkeit, sodass ein zusatzlicher Umformungsschritt
notig wird. Manchmal sind aber auch Darstellungen mit einem festgelegten
Nenner, der nicht der kleinstmogliche ist, erwinscht.

So werden die Schilerinnen und Schiler im 7. Schuljahr aufgefordert, Briche
mit dem Nenner 100 oder 1000 darzustellen. Sie lernen anschlieBend, dass
man statt Hundertstel auch Prozent sagt und statt Tausendstel Promille.

Die Addition und auch die Subtraktion wurden an vielen Beispielen gelbt,
natUrlich auch an solchen, wo es sinnvoll war, zuerst die Darstellung des einen

Bruchs oder auch beider Briiche zu kirzen, um die Rechnung zu vereinfachen.

AnschlieBend beschaftigten wir uns mit der Multiplikation. In der Grundschule
wird die Multiplikation als verklrzte Schreibweise einer wiederholten Addition
dargestellt. Das ist nun natdrlich nur dann auf die Briche Ubertragbar, wenn

einer eine natlrliche Zahl ist. So kann man 3% als §+§+§ auffassen. Aber

wie soll man %% verstehen? Ich verzichtete darauf, die Multiplikation des Typs

,nhatirliche Zahl - nichtnattrlicher Bruch“ einzufihren, sondern forderte, wie
schon bei der Einfihrung der Addition, die Schilerinnen und Schiiler dazu auf,
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Bruchdarstellungen flr natarliche Zahlen zu suchen, um dann eine Regel fur die
Multiplikation zu finden. Wieder war der Vorteil, dass man ja schon wusste, was
,herauskommen® soll. Auf diese Weise konnte sehr schnell gesehen werden,
dass eine komponentenweise Multiplikation der Zahler und Nenner zum Ziel
fUhrt.

Ein Vorgehen analog der Addition, namlich multiplikative VerknUpfung der
Zahler bei Beibehaltung des gemeinsamen Nenners, konnte schnell verworfen
werden. Denn ein Beibehalten des Nenners, vorausgesetzt beide Briche sind
mit dem gleichem Nenner dargestellt, bei ausschlieBlicher Multiplikation der
Zahler, fihrt immer dann zu einem falschen Ergebnis, wenn der Nenner von 1
verschieden ist und beide Zahler von 0 verschieden sind.

AnschlieBend folgten zahlreiche Ubungen zur Multiplikation.

Nach zahlreichen Ubungen, auch mit gréBeren Zahlen als Zahler oder Nenner
erwies sich die Notation mit einem Zwischenschritt als gunstig, in der das
Produkt der Zahler nicht ,ausgerechnet” im Zahler und das Produkt der Nenner

nicht ,ausgerechnet® im Nenner notiert wurde, zum Beispiel: %-%:%. Denn

das fuhrte zu der Einsicht, dass man ,uber Kreuz“ kiirzen darf. SchlieBlich ist

auch %%: %. Man erhalt also das gleiche Produkt, denn Zahler und Nenner

sind ja bei beiden Produkten gleich. Das Klrzen, das bei den Darstellungen der
Faktoren im zweiten Produkt mdglich ist, kann im zuerst dargestellten Produkt
also ,uber Kreuz® erfolgen.

Es ging nicht darum, das Kirzen ,uber Kreuz“ zur wichtigsten Aufgabe bei der
Multiplikation zu machen, denn man kann auch vollstandig darauf verzichten.
Aber unter dem Aspekt, dass geschicktes Rechnen zur Vermeidung von
Fehlern beitragen kann, war es nicht schwierig, geeignete Beispiele zu finden,
die das Kurzen ,uber Kreuz“ motivierten. Wenn man zum Beispiel den Ausdruck

35 42 vereinfachen mochte oder soll, ist man im Vorteil, wenn man erkennt,

36 55
dass 42 und 36 den gemeinsamen Teiler 6 sowie 35 und 55 den gemeinsamen
Teiler 5 haben. Denn dann liegt die Vereinfachung zu

e A A . nahe. Deswegen wurde die Teilbarkeitslehre vor der
36 55 6 11 6:-11 66

Behandlung der Bruchrechnung unterrichtet. Es ist fraglich, ob diejenigen, die
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hier nicht die gemeinsamen Teiler entdecken, Gberhaupt noch eine so einfache

Darstellung finden. Denn wenn man zuerst E-E:wzﬂ rechnet,

36 55 36-55 1980
sieht man vielleicht noch, dass die letzte Darstellung sich mit 10 kirzen Iasst.
Aber es ist fraglich, ob noch der gemeinsame Teiler 3 von 147 im Zahler und
198 im Nenner entdeckt wird, wenn man ihn schon vorher als gemeinsamen
Teiler von 36 und 42 nicht finden konnte. Ich bestand, wie schon in den oben
genannten Fallen, jedoch nicht darauf, dass Briche immer vollstandig gekirzt
dargestellt werden, sondern hoffte auf Einsicht in den Vorteil, der beim
Vergleich der Rechenwege offensichtlich werden sollte. Beim ersten Beispiel
werden 35 und 55 durch 5 dividiert und 36 und 42 durch 6 dividiert. Das sind
einfache Rechnungen auf Grundschulniveau. Beim zweiten Beispiel wird 35 mit
42 multipliziert und 36 mit 55 multipliziert. Zwar gibt es in manchen 6. Klassen
Schuilerinnen und Schuler, die solche Produkte fehlerfrei auch im Kopf
,<ausrechnen® koénnen, die Mehrheit braucht dafir aber eine schriftliche
Rechnung. Ein erhdhtes Fehlerpotenzial gegenltber den einfachen Divisionen

ist auf jeden Fall gegeben.

Nach vielen Ubungen stellten wir fest, dass es zu jedem positiven Bruch einen
multiplikativ inversen Bruch gibt, ohne allerdings diesen Begriff zu verwenden.

Wir nannten ihn den Kehrbruch zu dem gegebenen Bruch. Das Produkt aus
einem Bruch und seinem Kehrbruch ist 1. Wenn irgendein positiver Bruch
gegeben ist, dann wéhle man sich irgendeine Bruchdarstellung, vertausche
anschlieBend Zahler und Nenner und schon hat man eine Darstellung des
Kehrbruchs des gegebenen Bruchs. AuBerdem fanden wir, dass der Kehrbruch

des Kehrbruchs eines Bruchs wieder der Bruch selbst ist.

Bei der Einfihrung der Division konnte man sich wieder der Beispiele aus dem
Bereich der natirlichen Zahlen bedienen. Dazu sollten also zunachst wieder
natdrliche Zahlen in Bruchdarstellung geschrieben werden, und zwar solche,
deren Quotient wieder naturlich ist, sodass wir wissen, ,was herauskommt®,
zum Beispiel: 6 : 2 = 3.

Es zeigte sich wieder, dass nicht jede Darstellung gleich gut geeignet ist.

Beispiel:
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2 6 3 3 30 5
In jedem der drei Beispiele a), b) und c) ist 6:2 in Bruchdarstellung
geschrieben. Im Fall a) ist nicht klar erkennbar, wieso dies 3 ist. Im Fall b) liefert

eine komponentenweise Division von Zahler und Nenner % :% = 3. Ebenso

liefert die komponentenweise Division von Zahler und Nenner im Fall c)

180:10:§:3_ Wie sollten wir die Vermutung der komponentenweisen

30:5 6
Division als richtige Strategie mit a) vereinbaren? Dort liefert die
12:12 1 1

2:6 :1:3:[1)
3

sollte das sein? Ein solches Objekt hatten wir noch nicht gesehen. Ist dies

komponentenweise Division von Zahler und Nenner Was

Uberhaupt ein Bruch? Ein Bruch sollte doch nach unserer Definition ein
Quotient zweier naturlicher Zahlen sein.

Da die Division die Umkehroperation der Multiplikation ist und die Multiplikation
komponentenweise  stattfindet, war es naheliegend, dass auch
komponentenweise dividiert werden kann. Wie wir an obigem Beispiel sahen,
kébnnen die gegebenen Darstellungen dazu fihren, dass man bei
komponentenweiser Division im Zahler oder im Nenner eine nichtnatdrliche
Zahl erhalt. Also hieB es nun zu versuchen, die gegebenen Darstellungen so zu
verandern, dass eine komponentenweise Division sowohl im Zahler als auch im

Nenner natirliche Quotienten liefert. Beispiele daflir sind:

12 12 36 12 36:12 3
—="—:—="—"""== o0de

12 1236 12 rg'g 12 4 12:4
26 6 6 6:6 1 26

3 .
—:—=—" == und so weiter.
2 2 2:2 1

Diese beiden Rechnungen und zahlreiche weitere Beispiele fluhrten zu der
Vermutung, dass man komponentenweise dividieren darf, zumindest, wenn die
Quotienten natirlich sind. Kann man aber immer zwei Briche so darstellen,

dass dieses mdglich ist? Dazu wahlte ich 4 paarweise teilerfremde Zahlen, die
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Zahler und Nenner zweier Briche darstellen sollten, damit der Blick nicht durch

. . . — 3 4
gemeinsame Teiler erschwert wird. Das sah zum Beispiel so aus: 5 : -

Die Frage war nun, wie man die Darstellungen verandern konnte, sodass man
bei komponentenweiser Division der gegebenen Z&hler und Nenner natlrliche
Quotienten erhalt. Fir den Z&hler reichte es, die Darstellung des ersten
Bruches mit 4 zu erweitern. Fir den Nenner reichte es, die Darstellung des
ersten Bruches mit dem Nenner des zweiten zu erweitern.

Es konnte gezeigt werden, dass es immer reicht, den Dividenden mit dem
Zahler und dem Nenner, mit dem der Divisor dargestellt ist, zu erweitern. Dann
liefert eine komponentenweise Division immer natlrliche Quotienten. Was man
dann erhalt, fanden einige Schuilerinnen und Schiler lustig. Denn der Quotient
ist die gleiche Zahl, wie das Produkt aus Dividend und dem Kehrbruch des

Divisors.
An obigem Beispiel:

3.4 3474
57 5477

3.7-4:4 3.7
5.4.7:7 5.4

3.7
5 4

In der Folge verzichteten die Schilerinnen und Schiler auf das eben
beschriebene ,Schrittweise Erweitern®, da die Multiplikation mit dem Kehrbruch
viel einfacher ist.

Da wir schon zu Beginn den Bruchstrich als gleichwertigen Ersatz fir das

Divisionszeichen eingeflhrt haben, stellt sich die Frage, ob man statt %:%
)

auch % schreiben darf? Wir haben urspringlich definiert, dass die Briiche die
)

Zahlen sind, die sich als Quotienten zweier nattrlicher Zahlen schreiben lassen.

Nach dem, was gerade herausgefunden wurde, ist dies natlrlich ein Bruch,

denn die Division eines Bruchs durch einen anderen Bruch ist nichts anderes

als die Multiplikation des Bruchs mit dem Kehrbruch des anderen Bruchs. Das
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Produkt ist wieder ein Bruch. Also ist diese Zahl eine solche Zahl, die sich auch
als Quotient zweier natirlicher Zahlen darstellen lasst.

Wir kdnnen daraus den Schluss ziehen, dass wir beliebige Briche im Zahler
und Nenner eines Bruches zulassen dirfen, denn wir erhalten dadurch keine
Zahlen, die uns nicht schon vorher bekannt waren.

Damit ist auch die Frage nach dem Objekt + geklart, die nun beantwortet
)

werden kann. Allein durch Verdnderung der Darstellung fanden wir heraus,
dass es sich um eine andere Schreibweise der Zahl 3 handelt.

Nach der eben gefundenen Regel ist %zl%

)
auch aus der Uberlegung, dass + der Kehrbruch von % ist, und da auch 3
)
der Kehrbruch von % ist, muss += 3 sein.
)

Es wurden in mehreren Abschnitten die Mdéglichkeiten des GréBenvergleichs

=3. Das ergibt sich Ubrigens

und die Grundrechenarten behandelt. Natlrlich folgte auf jeden Abschnitt eine
Ubungseinheit, deren Lange jeweils davon abhing, wie lange die Schiilerinnen
und Schiler bendétigten, um die behandelten Inhalte zu verinnerlichen.

Selbstverstandlich konnte das Schulbuch (Schnittpunkt 6) nur gelegentlich und
dann auch nur als Aufgabensammlung eingesetzt werden. Ich wollte sowieso
nicht eine groBe Anzahl von &hnlichen Aufgaben desselben Typs bearbeiten
lassen. Daher war mehr Variation der Aufgabentypen noétig, als sie vom
Schulbuch geboten wurden. Da diese Arbeit aber ein didaktisches Konzept zur
Bruchrechnung vorstellt, folgt hier keine Aufgabensammlung. Lediglich anhand
einiger Beispiele wird gezeigt, dass es auch dann sehr gut mdglich ist,
geeignete Aufgaben zur Ubung zu finden, wenn das Lehrwerk, wie in den
meisten Fallen, nicht sehr viel anbietet, was sich mit diesem Konzept
vereinbaren lasst. Beispielsweise bietet das Schulbuch zur Addition und
Subtraktion auf mehreren Seiten Aufgaben an. Davon findet ein GroBteil auf der
anschaulichen Ebene statt und ein anderer, nicht ganz so groBer Teil enthalt
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Sachaufgaben mit Bruchteilen von GréBen. Diese Aufgaben lie ich zunéachst
weg, da ich erst einmal konsequent auf der formalen Ebene arbeiten wollte. Der
gréBte Teil der Aufgaben im Schulbuch war vom Typ ,Berechne®, wo man die
Summe oder Differenz zweier oder mehrerer Briche bestimmen sollte. Viele
dieser Aufgaben waren ebenfalls nicht fir den Einsatz tauglich, da in ihnen die
gemischte Schreibweise vorkam. Neben einigen Aufgaben dieses Typs waren
nur wenige andere Aufgaben im Buch zu finden, die gut geeignet waren.

Deswegen werde ich einige Aufgaben vorstellen, die sich als gut geeignet
erwiesen haben. Dabei achtete ich darauf, die Aufgaben nicht zu einfach zu
stellen, denn zu einfache Aufgaben stellen keine Herausforderung dar.
AuBerdem vermied ich es, zu viele Aufgaben des gleichen Typs zu stellen,
denn die Schilerinnen und Schiler sollen Verfahren lernen und keine

Schemata.

Eine spielerische Ubungsaufgabe zum Kirzen und Erweitern war es

beispielsweise, Darstellungen von Briichen wie 11112132345

65435253456
zu finden. Dazu war ein Schema mit zwei Feldern fir Z&hler und Nenner und
ein Bruchstrich gegeben. An die Stelle des Z&hlers durften Kértchen benutzt
werden, die mit den Zahlen 2, 4, 5, 6, 8, 10, 12 bedruckt waren. Fur den Nenner
lagen Kartchen mit den Zahlen 10, 12, 16, 18, 20, 24, 25 bereit. In Kleingruppen
wurde dieses so gespielt, dass eine Zeit vorgegeben wurde. Nach dieser Zeit
wurden den Gruppen Punkte fir jede richtige gefundene Darstellung gegeben.

In einer Variation dieses Spiels wurde der Wettkampf innerhalb der einzelnen
Gruppen ausgetragen, die nicht zu klein sein sollten. Das Spiel wurde durch
einen Stopp-Ruf einer der Spielerinnen oder eines der Spieler beendet. Dann
werden die Briche verglichen. Fur jede richtige Darstellung gibt es einen Punki.
Fir eine richtige Darstellung, die niemand sonst in der Gruppe gefunden hat,
gibt es einen weiteren Punkt. Wenn als einzige Person zu einem gegebenen
Bruch eine Darstellung gefunden hat, erh&lt man einen dritten Punkt.

So genannte Rechenpyramiden, bei denen die Summe zweier benachbarter

Steine bestimmt und in den darUber liegenden Stein eingetragen werden soll,

waren als Ubungen ebenfalls gut geeignet, weil man den Schiilerinnen und
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Schilern durch Vorgabe des Eintrags im obersten Stein eine gute Mdglichkeit
zur Selbstkontrolle der eigenen Rechnung anbieten konnte.

Magische Quadrate waren mit geeigneten Vorgaben auch gut geeignet. So
genannte Triominos lieBen sich sowohl beim Kirzen und Erweitern als auch bei
allen Rechenarten gut einsetzen und boten ebenfalls die Moglichkeit zur
Selbstkontrolle, wenn am Ende bei richtiger Lésung ein schénes Muster

erschien.

Es wurden Aufgaben gestellt, bei denen man sich durch Ausnutzung der
Kommutativitat und Assoziativitdt von Addition und Multiplikation sowie der
Distributivitat der Multiplikation (und Division) Uber der Addition (und der
Subtraktion) die Rechenarbeit vereinfachen konnte. Es gab Aufgaben, bei
denen man eine gegebene Anzahl von Brichen finden sollte, die zwischen zwei
anderen gegebenen Brlichen liegen. Es wurde dabei auch eingesehen, dass

Briche weder Vorganger noch Nachfolger haben.

Aufgaben zu Stammbriichen boten sich an, weil die Schilerinnen und Schiler
sich mit vielen interessanten Fragestellungen dazu beschaftigen kdnnen, wie
zum Beispiel, ob sich alle Briiche auf nicht triviale Weise als Summe zweier
oder mehrerer Stammbriche darstellen lassen, in welchen Fallen es mehrere

Darstellungen gibt.

Als Stammbruch definierten wir alle Briiche, die eine Darstellung 1 mit einer
a

positiven natirlichen Zahl a besitzen.
Wir erarbeiteten, dass es immer eine triviale Darstellung eines Stammbruches

als Summe von zwei oder auch beliebig vielen Stammbrutchen gibt.

1 1 1 1 1 1 1
= 4+~ oder—= + + und so fort.
a 2-a 2-a a 3-a 3a 3-a

AuBerdem gilt immer 1 + ! .
a a+l1 a-(a+))

Bei einer Aufgabe sollten die Schilerinnen und Schiler Stammbriche auf
andere Weise als Summe von Stammbrichen darstellen.
Dabei fanden sie so schdne Darstellungen wie:
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1 1 1 1 1
—+—+—+—=—und
28 14 7 4 2
1 1 1 1 1 1 1
+ + + + + =
63000000 31500000 15750000 7875000 3937500 1968750 1000000

Beim GréBenvergleich hie3 eine Aufgabe, alle méglichen Zahlen zu suchen, die

man bei %<2—O<% in die Lucke schreiben kann, sodass eine wahre Aussage

entsteht. Es ist klar, dass dabei auch das Kirzen und Erweitern gelibt wurde.
Zur Ubung aller Rechenarten war auch dieser Aufgabentyp gut geeignet:

Setze in das Késtchen eines der Symbole +, -, -, : ein, sodass a) eine méglichst

groBe, b) eine méglichst kleine Zahl entsteht. % o %

Ebenso konnten die Rechenzeichen vorgegeben werden und die Aufgabe hiel3
dann:

Verteile die Zahlen 3, 4, 6, 7, 11, 12 so auf die sechs Plétze (iber und unter den
Bruchstrichen, dass Du eine mdglichst groBe (oder mdglichst kleine) Zahl

erhéltst: —: (— + —] )

Auch wenn es nicht allen Schiilerinnen oder Schiilern gelingt, diese Aufgaben
zu I8sen, also die groBt- oder kleinstmdgliche Zahl zu finden, so sind sie doch
alle damit beschaftigt, mit Brichen zu rechnen und sehen dabei selbst, dass die
in der Grundschule erworbene Vorstellung, Multiplikation bedeute VergéBerung

und Division Verkleinerung, nicht auf alle Briiche tGbertragen werden kann.

Dieser Aufgabentyp wurde auch so abgewandelt, dass man Zahlen und
Rechenzeichen einsetzen sollte, um mdglichst nah an eine vorgegebene Zahl
zu kommen. Es ergab sich schnell eine Fllle von Aufgaben, bei denen nicht
das ,Ausrechnen“ im Vordergrund steht, sondern die Losung eines gegebenen
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Problems. Beim L&sen dieser Probleme trainiert man sowieso seine
Rechenféhigkeit. Leicht lassen sich aus derartigen Aufgaben auch Spiele
machen, die wettkampfartig durchgefiihrt werden kdénnen und mehr
Begeisterung wecken als ein Domino oder Quartett mit Brichen.

Aus der Erkenntnis heraus, dass bei den Briichen das Produkt zweier Zahlen
kleiner sein kann als jeder der Faktoren ergab sich die Fragestellung, ob es
Briche a, b gibt mit der Eigenschaft, dass a-b<a-b<a+b<a:b,
beziehungsweise auch in beliebiger Variation der Reihenfolge. Klar war ja
bisher nur, dass nicht a + b < a - b sein konnte, da uns ja die negativen Zahlen
noch nicht bekannt waren.

Schén ist zum Beispiel auch folgende Aufgabenstellung mit der Méglichkeit zur
Selbstkontrolle aus dem Sammelband ,Ideen fiir Vertretungsstunden'®: Nach
folgender Regel sollst du eine Serie von Briichen berechnen: Die ersten beiden
Briche darfst du beliebig auswahlen. Den dritten Bruch erhaltst du, wenn du zu
dem zweiten Bruch 1 addierst und die Summe durch den ersten Bruch teilst.
Den vierten Bruch erhaltst du, wenn du zu dem dritten Bruch 1 addierst und die
Summe durch den zweiten Bruch teilst. Und so weiter: Immer mufBt du zu dem

letzten Bruch 1 addieren und die Summe durch den vorletzten teilen.”

Der erste Bruch muss hierbei von 0 verschieden sein.
Man kann den Beginn auch mit Schilerinnen und Schilern gemeinsam an

einem Beispiel betrachten, um fir besseres Verstandnis des Textes zu sorgen:

Zum Beispiel wahle man 1. Bruch: % 2. Bruch: %

Addiere 1 zum zweiten Bruch und erhalte als Zwischenergebnis %!

Dividiere die Summe durch den ersten Bruch %

1 §, also ist der 3. Bruch:
2 3
Addiere 1 zum dritten Bruch und erhalte als Zwischenergebnis %!

Dividiere die Summe durch den zweiten Bruch %%z% also erhalt man als

4. Bruch: 11 und so weiter.

138 Wittmann in mathematik lehren (Sammelband, 2003)
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Es ist vollig egal, welche beiden Startzahlen man sich wahlt. Es Iasst sich leicht
zeigen, dass der sechste Bruch, den man erhalt, der gleiche ist wie der erste
und der siebte Bruch der gleiche ist wie der zweite. Dies trifft sogar auf alle
reellen Startzahlen aund b zu, firdiea#0,b#0,b#-1unda+ b = -1 ist,
denn seien solche a, b als Startzahl gegeben.

Dann soll zunachst b um 1 vergroBert werden. Die so erhaltene

Zwischensumme ist b + 1. Nun wird die Zwischensumme durch die erste Zahl

dividiert und man erhélt die 3. Zahl: b+1 . Die nachste Zwischensumme erhalt
a
. - . b+1l+a . u
man wieder durch Addition von 1, sie ist also . Die 4. Zahl erhalt man
a

durch Division der Zwischensumme durch die zweite Zahl, also ist die 4. Zahl

btl+a . Hierzu addiert man wieder 1 und erhilt w. Diese Zahl wird

ab ab

2 2
durch die 3. Zahl dividiert und so erhalt man die 5. Zahl abtata +a’b . Nun

ab® + ab

2 2 2
wird wieder 1 addiert und man erhalt abtata ;a b[: ab +ab. Dividiert man
a +a

diese Zahl nun durch die 4. Zahl, dann erhalt man die 6. Zahl namlich

ab-(ab+a+a’ +a’b+ab® +ab) _a-(ab’ +ab+a’b+a’b’ +ab’ +ab”) .
(b+1+a)-(ab® +ab) ab’® +ab* +a’b*> +ab* +ab+a’b

Addiert man hierzu 1, erhalt man a + 1 und teilt man a + 1 durch die 5. Zahl, so

(a+1)-(ab® +ab) _a’b* +ab* +a’b+ab _

2 2 2 2 b
ab+a+a” +a’b ab+a+a +a'b

erhalt man die 7. Zahl, namlich

Erst als alle Grundrechenarten ausfiihrlich behandelt und gelbt worden waren,
wendeten wir uns der anschaulichen Ebene zu. Wir beschéaftigten uns mit
Bruchteilen von GréBen, natirlich auch von Kreis- oder Rechteckausschnitten,
aber auch im Zusammenhang mit Sachproblemen sowie mit der Darstellung
von Brichen auf dem Zahlenstrahl. Mit Hilfe von Parallelen, die auf Folie kopiert

wurden, konnten beliebige Bruchteile gegebener Strecken markiert werden.

Man findet nattrlich auch in den Schulblchern eine Fllle geeigneter Aufgaben.
Doch nicht alle Aufgaben sind gut. Vorsicht ist auch geboten, wenn man
anhand von Sachaufgaben diagnostizieren mdchte, wie gut die Schilerinnen
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und Schuler die Bruchrechnung verstanden haben. Abgesehen vom Einfluss,
den der Sachkontext auf die Lésbarkeit durch Schulerinnen und Schiler hat,
und von der Problematik, die vom unzureichenden Sprachverstandnis ausgeht,
gibt es auch Aufgaben, deren schriftiche Bearbeitung keinen Aufschluss
dartiber gibt, ob das Sachproblem richtig mathematisiert werden konnte. Ein
Beispiel dafir ist die folgende Aufgabe, die mir sinngemaB in folgender Form

von einer Kollegin zugetragen wurde:

Noch Platze frei?

Im Zirkus gibt es 90 Pléatze. % der Pldtze wird von Schilern besetzt, 6 Plitze

mehr werden von Eltern besetzt und 12 Plitze sind flir Lehrer reserviert.

Die Notation, die in einigen Heften ihrer Schilerinnen und Schiler zu finden

war, ist folgende: %-90 -6-12=12.

Sie erlaubt zwei verschiedene Schllsse. Erstens kénnte man denken, diese
Schulerinnen und Schiler haben im Kopf berechnet, dass ein Drittel der Platze
der Schuler und ein Drittel der Platze, die in ,6 Platze mehr werden von Eltern
besetzt” enthalten sind, zusammen zwei Drittel von 90 Platzen ausmachen,
sodass nur noch ein Drittel von 90 Platzen tbrig bleibt, von denen nun noch 6
weitere Platze fir die Eltern und 12 Platze fir die Lehrer subtrahiert werden
mussen, um die Anzahl freien Platze zu erhalten.

Zweitens kdnnte man aber auch denken, dass diese Schulerinnen und Schuler
die Aufgabe, wie oben im Zusammenhang mit den ,Kapitansaufgaben®
beschrieben, behandelt haben, namlich so, dass sie die im Text erkannten
Zahlen mit einer flr sie naheliegenden Rechenart verknipft haben. Man wird es
erst erfahren, wenn man ein Gesprach dartber fihrt, denn an obiger Gleichung
ist nichts falsch, auch wenn sie einen falschen Lésungsansatz vermuten lasst.
Aus einem anderen Grund problematisch fiir die Uberpriifung des
Verstandnisses ist eine Aufgabe aus einer zentralen Abschlussprafung fir
Hauptschulen in Schleswig-Holstein. Dabei ist ein Rechteck in 15 Quadrate
zerlegt, von denen 7 schwarz gefarbt und die anderen weiB3 gefarbt sind. Der
Aufgabentext heiBt nur: ,Welcher Bruchteil ist dargestellt? Das Problem
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entsteht dann, wenn man als Lehrerin oder Lehrer auf die Antwort % fixiert ist,

da 7 der 15 Quadrate gefarbt sind. Denn ebenso musste man auch % als

Lésung akzeptieren, da ja an keiner Stelle gesagt wurde, ob schwarz auf weil3

oder weiB auf schwarz markiert wurde.'®®

Nach Einfihrung der Bruchrechnung und ihrer spateren Konkretisierung war
ganz deutlich erkennbar, dass die Schilerinnen und Schiler ein gutes
Verstandnis far die Briche hatten und dass sie mit Briichen rechnen konnten.
Natlrlich tauchten auch Probleme und Schwierigkeiten auf. Obwohl ich auf
einem Elternabend angekindigt hatte, die Bruchrechnung nach einem neuen
Konzept zu unterrichten, sodass es stéren wirde, wenn die Schilerinnen und
Schiler durch ihre Eltern oder Nachhilfelehrer mit anderen Konzepten in
Berihrung kdmen, kam dieses naturlich vereinzelt vor. Allerdings hatte dies gar
nicht so eine groBe Verwirrung der betroffenen Schilerinnen und Schuler zur
Folge, wie ich es vermutet hatte. Es gab aber weitere Probleme und
Schwierigkeiten, die ich aber vorhersehen konnte:

1. Die Schulerinnen und Schuiler hatten teilweise in der Grundschule nur
unzureichende Fahigkeiten im ,Einmaleins® erworben. Diese Schwache fuhrte
auch beim Rechnen mit Brichen oft zu falschen Ergebnissen. Dieses Problem
wirde sich aber ebenso in jedem anderen Konzept zeigen. Die Schwierigkeit
kann nur behoben werden, wenn die betroffenen Schilerinnen und Schuler zu
intensive zusatzlichen Ubungen dieses Grundschulstoffs bereit sind.

2. Nach der Einfihrung auf der formalen Ebene beschéftigten die Schilerinnen
und Schiler sich auch mit Sachaufgaben. Dabei gab es Probleme, die richtige
Mathematisierung der Texte zu finden. Dieses ist ein klassisches Problem, das
unabhangig vom Unterrichtsgegenstand immer wieder auftaucht. Eine
Hilfestellung bestand in einem ,Gerlst® zur Bearbeitung solcher Aufgaben.
Wenn alle Begriffe im Text geklart sind, dann ist es wichtig zu erkennen, welche

Informationen gegeben sind und was gesucht ist. Danach ist zu untersuchen,

1% http://za.lernnetz2.de/docs/mathe_hs_bsp.pdf (Stand: 17.8.2009)
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welche weiteren Informationen der Text gibt, die Zusammenhéange erkennen
lassen. Oft erweist es sich dabei flir Schilerinnen und Schiler als hilfreich, den
Text mit eigenen Worten neu zu formulieren.

Ein mehrfach auftretendes Problem bei den Sachaufgaben wéahrend der
Bruchrechnung war die richtige Interpretation des Wortes ,von* in Abhangigkeit

vom Kontext.

Beispiel:
a) 5 von 20 Schilern kommen mit dem Rad. Bestimme den Bruchteil der
Rad fahrenden Schililer.

b) Die Klasse hat 20 Schdiler. i von ihnen kommt mit dem Rad. Bestimme

die Anzahl der Rad fahrenden Schiiler.

In a) ist das Wort ,von“ als Bindeglied zwischen der BezugsgroBe, im Beispiel
20 Schdler, und einem Teil davon, nédmlich hier 5 Schiler zu interpretieren.

Gesucht ist der Bruchteil, den 5 von 20 ausmachen. Dieser kann nur i sein.

In b) verbindet das Wort ,von® einen Bruchteil einer BezugsgréBe, im Beispiel

lmi’[ 20.
4

Die Interpretation in a) war natdrlich vor der EinfUhrung der Briche nicht

moglich. Natdrlich war eine Aussage wie in a) auch schon vorher méglich, aber

die Beschreibung des Anteils der Radfahrer an der Klasse durch die Zahl 2%

war zuvor nicht méglich, weil man diese Zahl ja nicht kannte.

Dass in a) der Quotient beschrieben wird, wird vielleicht besser sichtbar, wenn
man ,5 Schiler von 20“ oder ,5 Schuiler von 20 Schilern® formuliert. Denn
immer dann, wenn beide Zahlen mit einer Einheit versehen sind, dann zeigt das

Wort ,von*, dass ein Quotient beschrieben wird.
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Neben diesen beiden haufiger vorkommenden Problembereichen, die nicht auf
das benutzte Konzept zurickfihren sind, sondern auch in jedem anderen
Konzept Problembereiche darstellen, gab es zwei auffallige Fehlermuster, die

aber nur vereinzelt auftauchten:

3. Ein Schiler machte bei der Multiplikation von Briichen diese zunachst
gleichnamig, multiplizierte anschlieBend die Z&hler der neuen Darstellung und

behielt deren Nenner, Beispiel: 2381 @.
54 20 20 20

Einige andere Schiler machten bei der Multiplikation ebenfalls die Briche
zunachst gleichnamig, multiplizierten aber richtig, sodass kein Schaden

entstand.

4. Zwei Schilerinnen nahmen bei der Division zweier Briiche den Kehrbruch
des Dividenden und multiplizierten ihn anschlieBend mit dem Divisor, sodass
sie als falschen Quotienten den Kehrwert des eigentlichen Quotienten erhielten,
Beispiel:

23_53_15
54 4 8

|

Hierzu ist zu sagen, dass die Schilerinnen und Schuler, bei denen die beiden
zuletzt genannten Fehlertypen vorkamen, leicht davon Uberzeugt werden
konnten, dass die Rechnungen fehlerhaft sind. Oben wurde als eine Starke des
Konzepts angesprochen, dass die Schilerinnen und Schiler durch
Rackfuhrung ihrer Rechenweisen auf das Bekannte, also auf den Bereich der
natlrlichen Zahlen, selbststandig Gberprifen kénnen, ob sie auf dem richtigen
Weg sind. Dieses Argument wird keineswegs dadurch entkraftet, dass trotzdem
solche Fehler vorkommen. Denn erstens wére es illusorisch anzunehmen, dass
es irgendein Konzept gabe, das alle Fehler verhindert. Zweitens brauchen die
Schillerinnen und Schiller natiirlich auch viel Zeit und Ubung in dieser
Methodenkompetenz. Natlrlich kdnnen sie selbststandig tGberprifen, ob die in
3. und 4. gemachten Rechenwege richtig sind. Sie tun es nur nicht immer
selbststandig, weil sie in dieser Methodenkompetenz ,Uberpriifung durch
Anwendung der vermuteten Methode im Bekannten“ noch nicht geubt sind.
Moglicherweise auch deshalb, weil sie gar nicht daran dachten, dass dort ein
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Fehler stecken konnte. Schulerinnen und Schiler Uberprifen nur selten
Rechenwege, insbesondere wenn sie sich in der Sache sehr sicher fihlen.

Ich gehe noch kurz auf die bei Padberg und Wartha beschriebenen
Fehlerstrategien ein, die ich schon in 7.4 aufgefihrt habe.

1. Zahlen in Bruchdarstellung werden, anders als in Kommadarstellung,
kaum mit normalen Zahlvorstellungen verbunden.

2. Die Schilerinnen und Schuiler sehen standig zwei oder mehr natlrliche
Zahlen, die miteinander verknupft sind. Dadurch wird ihnen viel

Ubersicht abverlangt.

3. Falsche Addition: &+ £ =4%¢
b d b+d
4. Falsche Multiplikation: 4.2 =%
c C C
5. Falsche Darstellung der nattrlichen Zahlen: n = n
n

6. Falscher GréBenvergleich: zum Beispiel ;—; >%, weil 17 > 1 und 92 > 2.

7. Operieren mit falschen Grundvorstellungen bei Sachaufgaben

Die in 1 und 2 beschriebenen Probleme tauchten nicht auf, was vermutlich
durch die Vorbereitung begrindet ist. Summen, Produkte, Differenzen und
Quotienten zweier Zahlen wurden schon vorher als legitime Darstellung von
Zahlen akzeptiert. Somit konnte es hier keine Identifikations- oder
Ubersichtsprobleme geben.

Fehlertyp 3 tauchte nur sehr selten auf. Ich vermute, dass dieser Fehlertyp
durch einen Einstieg im Konkreten beglnstigt wird und daher wegen des
formalen Einstiegs so selten vorkam.

Die Fehlertypen 4 und 7 kamen wie beschrieben vereinzelt vor.

Fehlertyp 5 kam gar nicht vor. Ich vermute die Ursache darin, dass der
Bruchstrich als Ersatz fir das Divisionszeichen eingefihrt wurde.

Fehlertyp 6 kam gelegentlich vor.

Dies sind aber nur Beobachtungen an einer Klasse.
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SchlieBlich wurde nach der Einfihrung der Bruchschreibweise, Behandlung
aller Rechenarten und der anschlieBenden Konkretisierung noch die
Kommaschreibweise eingefiihrt. Das Vorgehen dabei war eher ,traditionell®.
Sehr wichtig war mir dabei, wie in der ganzen Einheit, die Wahl des Vokabulars.
Denn es sollte vermieden werden, durch Vokabeln wie Dezimalbruch,
Dezimalzahl oder Kommazahl die Fehlvorstellung zu nahren, es handle sich um
neue Zahlen. Briche und Kommazahlen sind zun&chst dasselbe, da wir in
Klassenstufe 6 noch keine irrationalen Zahlen kennen. Deswegen wurde nur
von Bruchdarstellung oder Kommadarstellung gesprochen und auch wirklich
klar gemacht, dass es sich jeweils nur um verschiedene Schreibweisen
derselben Zahl handelt.

Es war schon aus der 5. Klasse eine Stellenwerttafel bekannt. Schaut man sich
die Stellenwerttafel fir das Zehnersystem an, so sieht man, dass rechts die
Einer, und an den links davon platzierten Stellen nacheinander die Zehner,
Hunderter, Tausender und so fort folgen. Das bedeutet bei jedem Schritt nach
links verzehnfacht sich der Wert der Stelle. Ebenso wird der Wert der Stelle
nach rechts mit jedem Schritt gezehntelt. Diese Zehntelung wurde nun einfach
von der Einerstelle an fortgesetzt, sodass wir rechts davon Zehntel, Hunderstel,
Tausendstel und so weiter, erhielten. Es folgten Ubungen zur Ubertragung von
Kommaschreibweise in Bruchdarstellung und umgekehrt. Dabei fiel auf, dass
eine Umwandlung von Bruchdarstellung in Kommadarstellung zunachst nur
dann problemlos gelang, wenn man den Bruch mit einer Zehnerpotenz im
Nenner schreiben konnte.

Im Folgenden lernten die Schilerinnen und Schiler, dass man die
Kommadarstellung auch mithilfe des Algorithmus fur die schriftliche Division
finden kann.

AnschlieBend beschaftigten wir uns mit Brlchen, die eine Periode in
Kommadarstellung besitzen, wobei wir unterschieden zwischen solchen, bei
denen die Periode sofort hinter dem Komma beginnt und solchen, die eine
Vorperiode besitzen. Wichtig war mir dabei die Erkenntnis, dass jeder Bruch
eine endliche oder eine nicht endliche, dann aber periodische
Kommadarstellung besitzt, die rein- oder gemischt-periodisch sein kann.
AuBerdem wurde naturlich auch gelbt, die Bruchdarstellung zu einer
gegebenen rein- oder gemischt-periodischen Kommadarstellung zu finden.
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Es wurde anschlieBend der GréBenvergleich thematisiert, ehe auf die Addition
und Subtraktion eingegangen wurde. Bis hierhin fanden die Schilerinnen und
Schiler den Umgang mit der Kommadarstellung leichter als den Umgang mit
der Bruchdarstellung. Einzige Ausnahme war die Addition oder Subtraktion von
Brichen mit periodischer Kommadarstellung, wo eingesehen werden musste,
dass es in vielen Féllen sinnvoll ist, zunachst in die Bruchdarstellung zu
Ubertragen. In den meisten Féllen als schwieriger als in der Bruchdarstellung
wurde aber die Multiplikation und die Division in Kommadarstellung empfunden,
insbesondere dann, wenn die Zahlen in Kommadarstellung tber mehrere

signifikante Stellen verfligen. Beispiel: Lt lasst sich nach
16 40 640

allgemeinem Empfinden leichter rechnen als 0,0625 - 0,025 = 0,0015625.

Da die Multiplikation im Wesentlichen so ablauft wie die Multiplikation von
natdrlichen Zahlen, musste nur das Problem geklart werden, wo sich im Produkt
das Komma befindet. Im eben genannten Beispiel ist es leicht, wenn man die
Bruchschreibweise mit Zehnerpotenzen im Nenner verwendet:

0,0625-0025= 02 . 2 _ 15625 _ 4 4015605, So kann man leicht die

10000 1000 10000000
Multiplikation durch eine Multiplikation im Bereich der natdrlichen Zahlen

ersetzen und findet leicht die Stelle, an der das Komma gesetzt werden muss.

Bei der Division wurde schnell klar, dass sich jede Division durch Erweitern von
Dividend und Divisor um eine geeignete Zehnerpotenz auf eine Division

zurtckfuhren lasst, deren Divisor eine natirliche Zahl ist.

SchlieBlich wurde natirlich noch dem Problem nachgegangen, wo man Zahlen
in Kommadarstellung auf dem Zahlenstrahl lokalisieren kann. Es wurde auch

das Rechnen mit der Kommadarstellung an Sachproblemen geibt.

Die Problembereiche beim Rechnen in der Kommadarstellung waren die
klassischen: das Komma wurde gelegentlich fir ein Trennsymbol gehalten und

so kam es zu Fehlern wie:

4,7<4,12
4,3 + 5,26 = 5,29
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52-3,3=15,6

Diese Fehler waren aber meistens Resultate der Fahrldssigkeit, denn wenn die
Schilerinnen und Schiler, die diese Fehler gemacht hatten, aufgefordert
wurden, ihr Vorgehen zu begrinden, dann stieBen sie meist selbst auf ihren
Fehler.
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10 Fazit

Insgesamt muss die Erprobung dieses Konzepts als erfolgreich beurteilt
werden. Insbesondere in den Bereichen Addition und Subtraktion von Briichen,
die sonst haufig Problembereiche waren, zeigten sich die Schilerinnen und
Schuler auch zu Beginn des folgenden Schuljahres sehr sicher.

Dies ist zurtuckzufuhren auf den Beginn im Formalen, da so die durch den
Einstieg im Konkreten begunstigte Fehlerstrategie von vornherein fernlag.

Es gab keinen Bereich, in dem zu Beginn des Folgeschuljahres auffallige
Schwéchen festzustellen waren.

Eine groBe Starke des Konzepts liegt darin, dass die Schilerinnen und Schuler
sich alles aus dem Bekannten abholen kénnen, wozu sie natirlich zunachst
angeleitet werden mulssen. Eine weitere Starke liegt darin, dass im Gegensatz
zu den anderen Konzepten kein Missverstdndnis dartber entstehen kann, ob
die natdrlichen Zahlen zu den Briichen gehdren oder nicht.

Eine in der Zukunft wirksame Starke liegt darin, dass die Vorgehensweise, die
Rechenregeln aus dem Bereich der natlrlichen Zahlen abzuholen, den
Schilerinnen und Schilern spater, wenn einmal einzelne Regeln in

Vergessenheit geraten sein sollten, helfen wird, diese zu rekonstruieren.
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