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Einleitung

»,Die Mehrheit der Bevdlkerung hat grofse Wissensdefizite tiber
Okonomie und Finanzen. Mehr Bildung wdre notig.”

Die ,, Frankfurter Allgemeine“ vom 02.05.2016 greift mit diesem Zitat die
aktuelle bildungspolitische Diskussion iiber eine dkonomische Allgemein-
bildung in Schulen auf. Diese geht einher mit der Forderung nach einem
eigenen Fach Wirtschaft. Wurde etwa in Baden-Wiirttemberg bislang der
Fiacherverbund GWG (Geographie, Wirtschaft und Gemeinschaftskunde)
unterrichtet, steht ab dem Schuljahr 2016/17 ein eigenstéindiges Fach Wirt-
schaft, Berufs- und Studienorientierung auf dem Stundenplan. Allgemein ist
die Umsetzung Lindersache, von den Zielen und Inhalten ganz zu schweigen:
In Bayern lernen Schiiler! Wirtschaft und Recht, in Hamburg wird PGW
— Politik, Gesellschaft und Wirtschaft gelehrt (KRUBER 2005, S. 76). Da-
bei ist der Wunsch nach Eigensténdigkeit nicht neu. Wirtschafts- und Ge-
werkschaftsverbénde votieren schon seit Jahren fiir ein unabhéngiges Fach
(z. B. die Deutsche Gesellschaft fiir konomische Bildung). Sie argumentie-
ren, dass ein gelegentliches Ansprechen wirtschaftlicher Problemstellungen
zum Verstehen komplexer Funktionsweisen von etwa Mérkten und Unterneh-
men nicht ausreiche. Lehrerverbédnde befiirchten in diesem Zuge eine Strei-
chung der Stunden von Gemeinschaftskunde oder Erdkunde. Des Weiteren
wird als Argument zur Beibehaltung eines Féacherverbundes angefiihrt, dass
okonomische Probleme mehrperspektivisch und nicht ohne politische sowie
gesellschaftliche Zusammenhénge zu untersuchen seien (vgl. HEDTKE et al.
2010).

Losgelost von der Diskussion zum Unterrichtsfach Wirtschaft kann der Ma-
thematikunterricht einen Beitrag zur ékonomischen Bildung leisten: Okono-
mische Themengebiete besitzen viele Schnittstellen mit Inhalten der Analy-
sis, so dass sie fiir einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht geeignet
sind. Dieser beinhaltet neben der Auffassung von Mathematik als Wissen-
schaft mit eigenen Regeln und Symbolen auch realitéitsnahe Anwendungen,
die zum Versténdnis der Welt beitragen (vgl. WINTER 1995). Existiert wie
in Baden-Wiirttemberg ein eigenstéindiges Fach Wirtschaft, kann der Ma-
thematikunterricht facheriibergreifend neue Perspektiven ertffnen. Einzelne
Aufgaben in Schulbiichern unterstiitzen diese Vorhaben ansatzweise, zusam-
menhéngende Unterrichtsvorschlége fehlen bisher. Ziel der vorliegenden Dis-
sertationsschrift ist es daher, unter Beriicksichtigung der Bildungsstandards
Mathematik ein zusammenhéngendes und spiralférmig aufgebautes Curri-
culum mit beispielhaften Unterrichtseinheiten zu entwickeln.

'Der besseren Lesbarkeit halber wird im Folgenden nur die ménnliche Form genutazt.
Die weibliche Form sei impliziert.



Wir zeigen 6konomische Fragestellungen auf, die fiir einen versténdnisvol-
len, anschaulichen Einstieg in mathematische Themengebiete geeignet und
zur Entwicklung tragfihiger Begriffe dienlich sind. Den Schwerpunkt legen
wir dabei auf die Betrachtung der schulischen Vermittlung des Ableitungsbe-
griffs. Zu diesem gibt es verschiedene, in der Mathematikdidaktik diskutierte
Zuginge (vgl. DANCKWERTS und VOGEL 2006, S. 45 ff.):

— Ableitung als Tangentensteigung
— Ableitung als lokale Anderungsrate
— Ableitung als lokale Linearisierung.

Der geometrische Ansatz von der Sekanten- zur Tangentensteigung ist zwar
anschaulich, schwierig gestaltet sich jedoch die Vermischung geometrischer
und analytischer Aspekte. Im Mathematikunterricht hat sich die lokale An-
derungsrate z. B. beim Gang von der mittleren zur momentanen Geschwin-
digkeit durchgesetzt, wie es auch die Bildungsstandards Mathematik fiir die
allgemeine Hochschulreife fordern (KMK 2012, S. 20). Trotz ihrer hohen
praktischen Bedeutung belegen aktuelle Studien zur Vermittlung des Ablei-
tungsbegriffs, dass der Zugang iiber die lokale Anderungsrate wenig nach-
haltig ist (WITZKE 2014). Es zeigt sich, dass Schiiler nach einer Einfiihrung
in die Differenzialrechnung in ihren Vorstellungen zum Tangentenbegriff
hauptséchlich an Grundvorstellungen aus der Kreis- und Koordinatengeo-
metrie ankniipfen. Aspekte der lokalen Anderung wurden nur wenig, die
Grundvorstellung der lokalen Linearitit gar nicht angesprochen (BUCHTER
2014). Ahnliche Ergebnisse bestitigt KRAMER (2013), der feststellt, dass
»elementare Kennzeichen des analytischen Tangentenbegriffs fehlen — wie et-
wa die lokale Eigenschaft und der Aspekt der lokalen Linearitét [...]* (KRA-
MER 2013, S. 87). Da nur wenige Schulbiicher auf die Grundvorstellung
der Tangente als lokale Linearisierung eingehen, scheint deren Fehlen nach-
vollziehbar. Der Wert der Ableitung einer 6konomischen Funktion wird in
der Wirtschaftsmathematik als Ndherung zur Funktionswertdnderung auf-
gefasst (vgl. TIETZE 2010, S. 241). Folglich bleibt zu priifen, welcher der
zuvor genannten Zuginge zum Ableitungsbegriff im 6konomischen Umfeld
geeignet ist.

Mit den zu entwickelnden Unterrichtseinheiten mochten wir nicht nur ein
aktuelles fachdidaktisches Thema der Mathematik aufgreifen, sondern wirt-
schaftliche Fragestellungen auf ihre praktische Umsetzung und ihren Beitrag
zu einem allgemeinbildenden Mathematikunterricht untersuchen. Wahrend
der Anwendungsbezug impliziert ist, bleibt zu priifen, inwiefern innerma-
thematische Themen anschlieen kénnen. Dabei ist zu iiberlegen, welche
O0konomischen Inhalte Schiiler beherrschen miissen, um entsprechende Auf-
gaben zu bearbeiten. Die Dissertationsschrift ist dazu in vier Teile gegliedert:



Im ersten Teil werden dem Leser die wichtigsten mathematischen und ékono-
mischen Grundlagen aus fachwissenschaftlicher Sicht aufgezeigt, deren Inhal-
te u. E. im Mathematikunterricht sinnvoll umzusetzen sind. Zunéchst fithren
wir grundlegende Groflen der Wirtschaftsmathematik sowie deren Funktio-
nen (Angebot, Nachfrage, Preis-Absatz, Erlos, Kosten, Gewinn) im Umfeld
verschiedener Marktformen ein (Kap. 1). Es folgt die Differenzialrechnung
fiir Funktionen mit einer Variablen sowie deren 6konomische Anwendungen
(Kap. 2). Eine Erweiterung auf Funktionen mit zwei Variablen (Kap. 3)
schliefft den fachwissenschaftlichen Teil.

Der zweite Teil ergédnzt aus fachdidaktischer Sicht den theoretischen Be-
griindungsrahmen dieser Arbeit. Mafigebend sind der allgemeinbildende Cha-
rakter des Mathematikunterrichts (Kap. 4) und die Vorgaben der Bildungs-
standards Mathematik (Kap. 5). Anschlieflend betrachten wir im Umfeld
der Didaktik der Analysis, welche der diskutierten Grundvorstellungen zum
Ableitungsbegriff sinnvoll mit 6konomischen Funktionen zu erarbeiten sind
(Kap. 6). Nach einem kurzen Uberblick iiber die Verwendung des Rech-
ners im Mathematikunterricht (Kap. 7) zeigen wir anhand von ausgewéhlten
Schulbuchaufgaben sowie Abituraufgaben exemplarisch auf, wie sich die ak-
tuelle Umsetzung der Wirtschaftsmathematik im allgemeinbildenden Gym-
nasium darstellt (Kap. 8).

Im dritten Teil stellen wir unter Beriicksichtigung der theoretischen und
didaktischen Rahmenbedingungen konkrete Unterrichtsvorschlége in Form
von drei Unterrichtseinheiten dar. Thr Aufbau ist spiralférmig angelegt und
inhaltlich an vielen Themen giéingiger Lehrpline? orientiert. Die Unterrichts-
einheiten widmen sich folgenden Themen:

— ,Von Mirkten und Unternehmen‘: Modellierung von Angebot
und Nachfrage mittels linearer Funktionen und Analyse grundlegender
okonomischer Funktionen (Kap. 9)

— ,,Anderung 8konomischer Funktionen I¢: Einfiihrung in die Dif-
ferenzialrechnung mittels 6konomischer Funktionen und Bedeutung
der ersten Ableitung als Grenzfunktion (Kap. 10)

— ,,Anderung 6konomischer Funktionen II“: Weiterfiihrung der
Differenzialrechnung mittels der zweiten Ableitung einer 6konomischen
Funktion und durch Analyse der Exponentialfunktion im ¢konomischen
Kontext (Kap. 11).

*Weitere Synonyme sind Rahmenpline (Berlin-Brandenburg), Fachanforderungen
(Schleswig-Holstein), Kernlehrpléne (Nordrhein-Westfalen) oder Kerncurriculum (Nieder-
sachsen).



Der vierte Teil befasst sich mit der Frage, ob die vorgestellten Unterrichtsein-
heiten im schulischen Alltag realisierbar sind. Dabei fithrten die Einheit ,, Von
Mérkten und Unternehmen® und das Ergénzungsmodul ,,Preis-Elastizitét
der Nachfrage“ aus der Einheit ,,Anderung 6konomischer Funktionen I¢,
die an einer Mannheimer Gesamtschule erprobt wurden, zu positiven Er-
fahrungen und Reaktionen seitens der Schiiler und Lehrer. Die schulprak-
tischen Beschreibungen schliefen mit den Ergebnissen einer Sequenz zur
»Analyse ertragsgesetzlicher Kosten mittels zweiter Ableitung® aus dem Ba-
sismodul ,,Anderung skonomischer Funktionen IT¢ in einer zwolften Klasse
(Kap. 12). Es folgt die Schilderung von auflerschulischen Erprobungen der
Wirtschaftsmathematik im Rahmen des Wiirth Bildungspreises und eines
Studienvorbereitungskurses. In diesem testeten wir das Basismodul der Un-
terrichtseinheit ,,Anderung Ookonomischer Funktionen I“ einschliefSlich dem
zugehorigen Ergénzungsmodul ,,Die Ableitung als lokale Linearisierung* so-
wie das Ergidnzungsmodul ,, Approximation von Funktionen“ aus der Unter-
richtseinheit , Anderung 6konomischer Funktionen IT“ (Kap. 13). Abschlie-
Bend fassen wir die wichtigsten Befunde dieser Arbeit zusammen (Kap. 14).



I Grundlagen der Wirtschaftsmathematik



1  Okonomische Funktionen mit einer Variablen

Dieses Kapitel behandelt die wichtigsten mathematischen und 6konomischen
Grundlagen fiir diese Arbeit. Zunéchst gehen wir auf einzelne Marktformen
ein (Abschn. 1.1). Anschlieflend greifen wir die Idee der Regression auf, um
aus fachwissenschaftlicher Sicht das Verhalten von Anbietern und Nachfra-
gern auf einem Markt zu untersuchen (Abschn. 1.2). Wir beschreiben die
grundlegenden Gréfien Preis-Absatz, FErlos, Kosten und Gewinn sowie deren
funktionale Darstellung (Abschn. 1.3). Dabei setzen wir beim Leser elemen-
tare Kenntnisse zum Funktionsbegriff voraus.

Die (wirtschafts-)mathematischen Inhalte beziehen sich hauptsichlich auf
BEA et al. (2002), HOLEY und WIEDEMANN (2010), TERVEER und
TERVEER (2011) sowie TIETZE (2010). Die 6konomischen Inhalte ori-
entieren sich an BECK (2011), BREYER (2015), EICHBERGER (2004),
FRIEDL et al. (2013), HORNGREN et al. (2001), HUTSCHENREUTER
(2009) sowie PINDYCK und RUBINFELD (2009).

1.1 Was sind Méarkte?

Auf einem Markt stehen sich Nachfrager (Kéufer) und Anbieter (Ver-
kdufer) gegeniiber. Die Anbieter handeln mit Giitern, die die Nachfrager
zu bestimmten Preisen kaufen konnen. Es gibt verschiedene Miérkte, wie
den Arbeitsmarkt, den Kapitalmarkt, den Wochenmarkt oder den Immo-
bilienmarkt. Um zu verstehen, wie sich auf einem Markt die Preise bilden,
ist dieser zu analysieren. Ein wichtiges Kriterium ist, ob es sich um einen
vollkommenen Markt handelt. Fiir diesen gelten die folgenden Annah-
men (vgl. GUIDA 2009, S. 104; LACHMANN 2006, S. 58; SCHOLER 2011,
S. 124):

— Die Giiter sind homogen. Sie unterscheiden sich nicht in sachlichen,
personlichen oder rdumlichen Aspekten.

— Das Gut wird iiberall auf dem Markt zu einem einheitlichen Preis
angeboten.

— Alle Marktteilnehmer verfiigen iiber vollstindige Markttransparenz.
Dies betrifft Informationen iiber das Gut, den Preis und die Teilneh-
mer.

— Es gibt keine Beschrankungen fiir den Markteintritt oder -austritt.

— AuBer den Produktionskosten und dem Verkaufspreis entstehen beim
Kauf und Verkauf keine weiteren Ausgaben fiir die Marktteilnehmer.



Ist eine der genannten Bedingungen nicht erfiillt, liegt ein unvollkomme-
ner Markt vor. Ein vollkommener Markt stellt eine Idealform eines Mark-
tes dar, der sich als Modell zur Beschreibung komplexer Sachverhalte eignet.
Neben der Klassifizierung nach der Vollkommenheit eines Marktes ist eine
Abgrenzung hinsichtlich der Menge der handelnden Personen sinnvoll. Je
nach Anzahl der Anbieter und Nachfrager unterscheiden wir drei Grundfor-
men von Mérkten (Monopol, Oligopol, Polypol), wie Tabelle 1.1 zeigt.

Nachfrager viele wenige einer
Anbieter
viele Polypol Nachfrage- Nachfrage-
oligopol monopol
wenige Angebots- bilaterales beschrénktes
oligopol Oligopol Nachfrage-
monopol
einer Angebots- beschrianktes bilaterales
monopol Angebots- Monopol
monopol

Tabelle 1.1: Ubersicht zu den Marktformen (vgl. WILDMANN 2007, S. 174)

Wir gehen im Folgenden von vielen Nachfragern aus und betrachten ledig-
lich die Anbieter: Stehen genau einem Anbieter viele Nachfrager gegeniiber,
sprechen wir von einem Monopol. Auf einem vollkommenen Markt wird
dieses auch als reines Monopol bezeichnet (vgl. KORTMANN 2006, S.
454). Lediglich der freie Markteintritt ist aufgrund des Alleinstellungsmerk-
mals aufgehoben, alle weiteren Voraussetzungen bleiben erhalten. Daher ist
es in der Realitdt nur ansatzweise zu finden. Als Beispiel ist die Deutsche
Bahn zu nennen, der im Jahr 2012 noch 99 Prozent des Marktanteils am
Fernverkehr gehorte (vgl. SCHLESIER 2012). Gibt es wenige Anbieter fiir
viele Nachfrager, heifit diese Marktform Oligopol. So regeln etwa auf dem
Mineraldlmarkt wenige Konzerne den Verkauf von Benzin. Treffen auf einem
vollkommenen Markt unendlich viele Nachfrager und eben so viele Anbie-
ter aufeinander, liegt ein Polypol, auch vollstindige Konkurrenz ge-
nannt, vor. Es stellt wie das reine Monopol ein theoretisches Modell dar
und ist daher eine ,idealtypische Marktform* (SCHUMANN et al. 2011, S.
221). Befindet sich ein polypolistischer Anbieter auf einem unvollkommenen
Markt, wird dies als monopolistische Konkurrenz (vgl. PINDYCK und
RUBINFELD 2009, S. 574 ff.) bezeichnet. Sie beschreibt die Moglichkeit
eines polypolistischen Unternehmens, sich innerhalb eines Preisspielraums
wie ein Monopolist zu verhalten. Dies ist in der Realitét etwa bei den Her-
stellern von Markenartikeln der Fall. Durch die enge Kundenbindung fithren
Preissteigerungen in einem bestimmten Bereich nur zu geringen Absatzein-
buBen. Monopol, Polypol und monopolistische Konkurrenz bilden die zen-



tralen Untersuchungsobjekte fiir diese Arbeit. Wir verzichten im Weiteren
auf die Marktform des Oligopols, da sie fiir den mathematischen Teil dieser
Arbeit nicht relevant ist>.

1.2 Preisbildung auf verschiedenen Mirkten

Abhéingigkeiten zweier 6konomischer Groflen sind in der Wirtschaftstheo-
rie nach ALLEN (1972, S. 113) von unbekannter Form. Zur Vereinfachung
erfolgt deren Beschreibung meist durch die Annahme eines funktionalen Zu-
sammenhanges, wie es fiir die Kéufer auf einem Markt der Fall ist. Dies
greifen wir auf und stellen die Zuordnung ,,Preis — Nachfrage* als Funktion
dar.

Definition 1 (Nachfragefunktion)
Die Funktion x : Rg > ]RS“, die jedem Preis p eine nachgefragte Menge x
zuordnet, heifst Nachfragefunktion. Sie wird mit xn(p) bezeichnet.

Den angenommenen funktionalen Zusammenhang zwischen Preis und Nach-
frage beschreiben Wirtschaftswissenschaftler iiber Schiatzmethoden wie Re-
gressionen. Ein mogliches Modell stellt eine lineare Funktion dar, die nach
BLACK und BRADLEY (1984, S. 8 {.) die Anpassung der Daten meist nicht
schlechter als eine kompliziertere Funktion abbildet. DILLER (2008, S. 78)
hebt hervor, dass lineare Modelle den Vorteil einer einfachen Handhabung
besitzen und iiber die Methode der kleinsten Quadrate statistisch leicht zu
schéitzen sind. Betrachten wir hierzu ein Beispiel.

Beispiel 1

Auf einem Wochenmarkt mochten die Kiufer Apfel erwerben. Der Preis fir
ein Kilogramm Apfel variiert iber einen Zeitraum. In Tabelle 1.2 sind zu
den entsprechenden Verkaufspreisen die nachgefragten (abgesetzten) Men-
gen notiert. Da es sich bei der Menge um die gesamte Nachfrage vieler Ein-
zelpersonen handelt, wird diese auch als Marktnachfrage bezeichnet. Wie
eingangs erwdhnt, erfolgt eine mogliche Modellierung fir die in Tabelle 1.2
aufgefihrten Werte mittels linearer Regression. Fir die Nachfragefunktion
ergibt sich (gerundet auf eine Nachkommastelle) in unserem Beispiel:

zn(p) = —66,2p + 185, 6.

Abbildung 1.1 (a) zeigt die Punktwolke der Daten aus Tabelle 1.2 in einem
Preis-Mengen-Diagramm, Abbildung 1.1 (b) den Graphen der linearen
Funktion, die sich aus der Regression ergibt.

3Den interessierten Leser verweisen wir an dieser Stelle auf PINDYCK und RUBIN-
FELD 2009.



Preis in Euro pro Kilogramm  Nachgefragte Menge in Kilogramm

1,00 124
1,50 80
2,00 52
2,50 23

Tabelle 1.2: Nachgefragte Menge von 1 kg Apfel zu verschiedenen Preisen
Menge Menge
150
100 f

50 + X
Preis
pro kg

Preis
pro kg

0 05 : 15 2 25
(a) (b)

Abbildung 1.1: (a) Preis-Mengen-Diagramm der Datenpaare aus Tabelle 1.2 und (b) Mo-
dellierung dieser Datenpaare als lineare Funktion

Jedoch ist im Einzelfall zu priifen, ob die Wahl eines linearen Modells sinn-
voll ist. Die Giite der Beschreibung einer Punktwolke durch eine Funktion
kann mittels Bestimmtheitsmafl 72 mit 0 < r? < 1 erfolgen (vgl. GROSS
2010, S. 196). Je néher ein Bestimmtheitsmafl bei 1 liegt, desto besser ist
die Anpassung®. SCHLITTGEN (2013, S. 6) betont jedoch, dass vom Be-
stimmtheitsmaf} nicht automatisch auf die Form der Anpassung geschlossen
werden kann, da es sich um eine relative Gréfie handelt. Eine Interpretation
dieses Wertes ist nur in Verbindung mit der Punktwolke sinnvoll, die sich
aus den Daten ergibt.

Beispiel 2
Wir greifen Beispiel 1 auf. Weitere Modellierungen der Daten aus Tabel-
le 1.2 dber eine a) exponentielle oder b) logarithmische Regression sind

mdaglich. Fir die zugehérigen Funktionsgleichungen (gerundet auf eine Nach-
kommastelle) gelten:

a’) ‘TN(p) = 4007 2 6_1’1p mit 7"2 ~ 07 9727

b) xn(p) = —108,6 - In(p) + 124,5 mit v ~ 0,998.

4Das Bestimmtheitsma$ fiir die lineare Regression aus Beispiel 1 liegt bei r2 ~ 0, 9873.



Menge
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Abbildung 1.2: Preis-Mengen-Diagramm der Datenpaare aus Tabelle 1.2 mit (a) exponen-
tieller und (b) logarithmischer Regression

Abbildung 1.2 (a) zeigt den Graphen der exponentiellen Funktion, Abbildung
1.2 (b) stellt den Graphen der logarithmischen Funktion dar. Der Vergleich
der Bestimmtheitsmafle der verschiedemen Regressionen fiir unser Beispiel
bestdtigt, dass das lineare Modell kaum schlechtere Werte liefert.

Das Verhalten der Nachfrager aus Tabelle 1.2 ist durchaus marktiiblich. Bei
einem giinstigen Preis ist die Nachfrage nach einem Gut stirker. Die Kéufer
sind in diesem Fall in der Lage, mit ihrem Einkommen gréflere Mengen zu
erwerben. Fiir einen hoheren Preis ist die Nachfrage geringer, da sich die
Kaufer weniger leisten konnen. Es besteht die Moglichkeit, auf gleichwer-
tige oder preisgiinstigere Giiter auszuweichen. Dies ldsst sich mit dem so
genannten , Gesetz der Nachfrage“ (BECK 2011, S. 37; EICHBERGER
2004, S. 74; WILDMANN 2007, S. 47) erkldren: Je niedriger der Preis eines
Gutes ist, desto hoher ist die Nachfrage. Aus dem Gesetz der Nachfrage und
dem Wunsch nach einer einfacheren mathematischen Handhabung fordern
wir von einer Nachfragefunktion zunéchst folgende Eigenschaften:

- stetig: Auch wenn sich die Nachfrage nach einem Gut bei Preis-
dnderungen sprunghaft dndern kann, ist ein stetiges Modell fiir die
anfinglichen Betrachtungen angemessener und bequemer (vgl. AL-
LEN 1972, S. 117). Anschaulich ist eine Funktion stetig, wenn sie keine
Spriinge aufweist.

SWihrend das Kriterium der Anschauung fiir die ,,gutmiitigen“ Funktionsgraphen aus
der Schule geniigt, stofit es bei der folgenden Funktion an Grenzen:

{ sin(L), firz #0

f(z) = 0, fir z = 0.

Hier versagt die Anschauung, da f bei Anndherung an xo = 0 immer stirker oszilliert.
Weitere Funktionen, deren Qberpriifung auf Stetigkeit durch die Anschauung problema-
tisch sind, finden sich bei BUCHTER und HENN 2010 (S. 185 ff.).
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- streng monoton fallend: Dabei legen wir groflen Wert auf die Anfor-
derung , streng*, da fiir eine einfach monoton fallende Funktion Funk-
tionswerte gleich sein kénnen und daraus Probleme mit der Umkehr-
barkeit resultieren.

Gemein ist allen Nachfragefunktionen zx(p), dass deren Graphen im 1. Qua-
dranten eines kartesischen Koordinatensystems verlaufen. Sowohl die Menge
als auch der Preis nehmen keine negativen Werte an. Die Menge = besitzt
allgemein die Einheit Mengeneinheiten (kurz: ME). Konkret kann es sich
hierbei um Stiick, Kilogramm oder Liter handeln. Der Preis p ist allgemein
in Geldeinheiten pro Mengeneinheit (kurz: %) angegeben®. Mogliche
Darstellungen sind Euro pro Stiick oder Dollar pro kg. Betrachten wir nun
das Verhalten der Anbieter. Auch in diesem Fall ldsst sich die Zuordnung

,Preis — Angebot® als Funktion darstellen.

Definition 2 (Angebotsfunktion)
Die Funktion x4 : ]RSr — ]R(T, die jedem Preis p eine angebotene Menge x
zuordnet, heifst Angebotsfunktion. Sie wird mit x 4(p) bezeichnet.

Beispiel 3

Ausgehend von Beispiel 1 untersuchen wir das Verhalten der Anbieter. In
Tabelle 1.3 sind zu entsprechenden Verkaufspreisen die angebotenen Mengen
notiert. Da es sich um das gesamte Angebot verschiedener Verkdufer handelt,
wird dieses auch als Marktangebot bezeichnet.

Preis in Euro pro Kilogramm — Angebotene Menge in Kilogramm

1,00 18
1,50 41
2,00 79
2,50 155

Tabelle 1.3: Angebotene Menge von 1 kg Apfel bei verschiedenen Preisen

In Analogie zu Beispiel 1 stellen wir fir die in Tabelle 1.8 aufgefiihrten
Werte mittels Regression ein lineares Modell auf. Fiir die Angebotsfunktion
ergibt sich (gerundet auf eine Nachkommastelle):

xA(p) = 89,8p — 83,09.

Die Punktwolke der Daten als auch der Graph der Angebotsfunktion lassen
sich in einem Preis-Mengen-Diagramm veranschaulichen. Abbildung 1.3 (a)

5Sofern im Folgenden nichts anderes notiert ist, gehen wir stets von ME als Einheit

der Menge und % als Einheit des Preises aus.
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Menge Menge
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50 50 |
Preis x
X pro kg X

Preis
pro kg

(a) (b)

Abbildung 1.3: (a) Datenpaare des Preises und zugehdoriger angebotener Menge als Punkt-
wolke und (b) Modellierung dieser Datenpaare als lineare Funktion

zeigt die Darstellung der Datenpaare aus Tabelle 1.8 als Punktwolke, Abbil-
dung 1.3 (b) den Graphen der linearen Funktion, der sich aus der Regressi-
on ergibt. Das Bestimmtheitsmafi liegt bei 1> ~ 0,93. Weitere Darstellungen
sind tiber eine a) exponentielle oder b) logarithmische Regression mdglich.
Die Funktionsgleichungen (gerundet auf eine Nachkommastelle) lauten:

a) vA(p) =4,5- " mit r? ~ 0,99,
b) wa(p) = 140,2 - In(p) + 2,6 mit r* ~ 0, 85.

Abbildung 1.4 (a) zeigt den Graphen der exponentiellen Funktion, Abbil-
dung 1.4 (b) den Graphen der logarithmischen Funktion. Der Vergleich der
Bestimmtheitsmafe der verschiedenen Regressionen fiir unser Beispiel un-
terstreicht, dass das lineare Modell eine gute Anpassung der Datenpaare
darstellt. Das hdchste Bestimmtheitsmaf$ resultiert aus der exponentiellen
Regression, daher stellt diese eine Alternative dar. Abbildung 1.4 (a) un-
terstiitzt diese Einschdtzung, da die Menge fiir hohere Preise stirker als
linear steigt.

Das Verhalten der Anbieter aus Tabelle 1.3 ist iiblich. Bei einem giinstigen
Preis bieten sie nur eine kleine Menge an Apfeln an, da die Verdienstmoglich-
keiten sehr gering sind. Bei einem hoheren Preis offerieren die Anbieter eine
groBere Menge. Der Verkauf ist deutlich lohnenswerter und fithrt zu hoheren
Einnahmen. Dieser Zusammenhang lésst sich mit dem , Gesetz des An-
gebots“ (BECK 2011, S. 45; WILDMANN 2007, S. 47) erkléaren: Je hoher
der Preis eines Gutes ist, desto grofier ist das Angebot. Aus dem Gesetz des
Angebots und dem Wunsch nach einer einfacheren mathematischen Handha-
bung fordern wir in Analogie zur Nachfragefunktion eine streng monoton
steigende und stetige Angebotsfunktion. In der Okonomie ist die gemein-
same Untersuchung der Funktionsgraphen von Angebot und Nachfrage von
Interesse. Betrachten wir dazu Beispiel 4.

12
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Abbildung 1.4: Preis-Mengen-Diagramm der Datenpaare aus Tabelle 1.3 mit (a) exponen-
tieller und (b) logarithmischer Regression

Beispiel 4

Fiir ein Gut seien die angebotene Menge mit x A(p) = 2p + 4 und die nach-
gefragte Menge mit xn(p) = 16 —p gegeben. Bei einem Preis von 2 % lregt
die Nachfrage bei 14 M E und das Angebot bei 8 M E. Es existiert ein Nach-
fragetiiberschuss und die Anbicter konnen den Preis anheben. Fir einen
Preis von 6 % liegt die Nachfrage bei 10 M E, das Angebot bei 16 M E.
Es kommt zu einem Angebotsiiberschuss. Um die Nachfrage zu erhéhen,
missen die Anbieter den Preis senken. Abbildung 1.5 zeigt die Graphen der
Angebots- und Nachfragefunktion.

N e
A

10

/

/ x,(p)

[T - = T = ]

N

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abbildung 1.5: Graphen von Angebots- und Nachfragefunktion

Beispiel 4 zeigt, dass der Markt zu hohe und zu niedrige Preise selbst regu-
liert. Anbieter und Nachfrager finden mit der Zeit einen Preis, bei dem sich
ein ,stabiles Gleichgewicht am Markt“ (TERVEER und TERVEER 2011,
S. 236) einstellt. Dieses Phidnomen beschrieb bereits 1937 der schottische
Okonom ADAM SMITH mit seiner Metapher der ,unsichtbaren Hand*:
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»[---] and he is in this, as in many other cases, led by an invisible
hand to promote an end which was no part of his intention. Nor
is it always the worse for the society that it was not part of it.“
(SMITH 1937, S. 423).

Jeder Marktteilnehmer strebt nach eigenen Zielen. Aufgrund der Konkurrenz
stellt sich ein Gleichgewicht ein, das unbeabsichtigt auch dem Gemeinwohl
niitzt. Dies fithrt uns zu folgender Definition:

Definition 3 (Marktgleichgewicht)

Der Schnittpunkt S(parlxar) der Graphen von Nachfrage- und Angebotsfunk-
tion heifst Marktgleichgewicht. Dabei stellt pas den Gleichgewichtspreis und
xys die Gleichgewichtsmenge dar.

Beispiel 5
Mit x A(p) = xn(p) gilt fir das Marktgleichgewicht aus Beispiel 4:

2p+4=106—-p<p=4.

Wir erhalten pyr = 4 und xpp = 12: Fir einen Gleichgewichtspreis in Hohe
von 4 % liegt die Gleichgewichtsmenge bei 12 ME.

In den Wirtschaftswissenschaften wird fiir die Existenz eines Marktgleich-
gewichts ein vollkommener Markt unterstellt.

1.3 Erlos, Kosten und Gewinn auf Unternehmensseite
1.3.1 Preis-Absatz

Anbieter auf einem Markt sind hauptséchlich Unternehmen. Sie produzieren
ein Gut und setzen es auf dem Markt zu einem bestimmten Preis ab. Der
funktionale Zusammenhang zwischen dem Preis in Abhéngigkeit von der ab-
gesetzten Menge eines Gutes” heiit Preis- Absatz-Funktion. Zunichst un-
tersuchen wir die Preis-Absatz-Funktion eines monopolistischen Anbieters.
Ein alleiniger Anbieter kann den Preis eines Gutes festlegen. Da die (indivi-
duelle) Nachfrage des Monopolisten mit der Marktnachfrage iibereinstimmt,
gilt fiir dessen Preis-Absatz-Funktion:

"Obwohl es natiirlicher erscheint, den Preis als unabhingige Variable und die abgesetz-
te Menge als abhéngige Variable festzulegen, erfolgt in den Wirtschaftswissenschaften die
Darstellung einer Preis-Absatz-Funktion iiber die Abhéingigkeit des Preises von der abge-
setzten Menge. Wir schlieffen uns dieser Notation an, denn sie besitzt den Vorteil, dass
die im Folgenden genannten Grofen (Erlos, Kosten, Gewinn) ebenfalls in Abhéngigkeit
von der Menge angegeben werden kénnen.
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Definition 4 (Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten)
Die Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten ist die Umkehrfunktion der
Nachfragefunktion xn(p). Es gilt: pn(z):=2 5 (p).

Die Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten ist eindeutig definiert, da laut
Forderung eine Nachfragefunktion streng monoton fallend ist. Ist in einem
Okonomischen Sachzusammenhang lediglich von der Nachfrage- oder der
Preis-Absatz-Funktion die Rede, kann zu Gunsten einer iibersichtlicheren
Schreibweise der Index wie im folgenden Beispiel entfallen.

Beispiel 6

Die Funktion x(p) = —0,2p + 25 beschreibe die Nachfrage nach Apfeln auf
einem Wochenmarkt . Da es nur einen Anbieter dieses Gutes auf dem Markt
gibt, gilt fir dessen Preis-Absatz-Funktion:

r=-0,2p+250,2p=—x+ 25 p=—bxr+ 125.
Die Preis-Absatz-Funktion des Monopolisten lautet somit p(x) = —5x 4+ 125.

Doch wie sieht die Preis-Absatz-Funktion fiir ein Unternehmen im Polypol
aus? Wie in Abschnitt 1.2 beschrieben, bildet sich auf einem vollkommenen
Markt ein Marktgleichgewicht heraus. Daher gilt:

Definition 5 (Preis-Absatz-Funktion eines Polypolisten)
Die Preis-Absatz-Funktion eines polypolistischen Unternehmens ist eine kon-
stante Funktion in Héhe des Gleichgewichtspreises mit p(x) := pys.

Beispiel 7

Die Funktion xy(p) = 325—p modelliere auf einem Wochenmarkt die Nach-
frage nach Apfeln. Das Verhalten der vielen Anbieter von Apfeln folgt der
Funktion x4(p) = 25 + 3p. Das Marktgleichgewicht liegt bei S(75250) und
liefert den Gleichgewichtspreis pyr = 75. Fiir die Preis-Absatz-Funktion gilt:

p(x) =75.

Aus den Beispielen 6 und 7 werden verschiedene Verldufe von Preis-Absatz-
Funktionen eines Unternehmens auf den beiden beschriebenen Mérkten deut-
lich. Abbildung 1.6 (a) zeigt, dass ein Monopolist sich als Preissetzer verhal-
ten kann. Abbildung 1.6 (b) stellt dar, dass der Preis fiir ein Unternehmen
bei vollstandiger Konkurrenz vorgegeben ist. Der Anbieter kann die abge-
setzte Menge anpassen (vgl. BECK 2011, S. 173).
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Abbildung 1.6: Graph einer (linearen) Preis-Absatz-Funktion eines Unternehmens im (a)
Monopol und (b) Polypol

Wir betrachten abschliefend ein polypolistisches Unternehmen auf einem
unvollkommenen Markt. Es kann zwischen einer oberen Preisgrenze p, und
einer unteren Preisgrenze p, ,wie ein Monopolist agieren® (HUTSCHEN-
REUTER 2009, S. 183). Diese Preisspanne wird daher als monopolisti-
scher Bereich bezeichnet. Eine Preissteigerung in diesem Bereich zieht
nur einen verhéltnisméfig schwachen Nachfrageriickgang nach sich, der um-
so geringer ausfillt, je grofler das Ansehen des Unternehmens ist. Dieses so
genannte akquisitorische Potenzial zeichnet die Féhigkeit zur Kunden-
bindung aus. Oberhalb des Preises p, und unterhalb des Preises p, liegt
der Anbieter auflerhalb der Preisvorstellung des Kéufers. Eine Preissteige-
rung hat hier einen vergleichsweise stiarkeren Riickgang der Nachfrage zur
Folge. Wie sieht der Graph der Preis-Absatz-Funktion unter monopolisti-
scher Konkurrenz aus? Das entsprechende Modell geht auf GUTENBERG
(1984) zuriick und zeigt den Graphen einer doppelt geknickten Preis-Absatz-
Funktion. Ein méglicher Verlauf ist in Abbildung 1.7 zu sehen. Im monopo-
listischen Bereich zwischen den beiden Preisen p, und p,, besitzt der Graph
im Vergleich zu den Randbereichen einen steileren (negativen) Anstieg.

Beispiel 8

Fiir ein Unternehmen unter monopolistischer Konkurrenz existieren folgen-
de Zusammenhdnge zwischen der abgesetzten Menge und dem Preis: Der
maximale Verkaufspreis liegt bei 30 % Er wird als Prohibitivpreis be-
zeichnet. Bei einem Preis von 25 % werden 10 M E abgesetzt. Eine weitere
Senkung des Preises auf 10 % fihrt zu einem Absatz von 20 ME. Zwi-
schen diesen beiden Preisen befindet sich der monopolistische Preisbereich.
Die grifite absetzbare Menge bei einem Preis von 0 % liegt bei 40 ME.

Sie wird als Sdttigungsmenge bezeichnet (vgl. WILDMANN 2007, S. 127).
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Abbildung 1.7: Graph einer doppelt geknickten Preis-Absatz-Funktion

Fiir ein abschnittsweises lineares Modell der Preis-Absatz-Funktion gilt:

30— 0,52, 0<z<10
p(x) =< 40—1,52, 10<z <20
20 — 0,5z, 20 <z < 40.

Wie gelangt ein Unternehmen in der Realitéit zu Informationen zur Preis-
Absatz-Funktion? Es kann die Zahlungsbereitschaft von Kdufern iiber einen
,Preisbereitschaftstest (RUNIA et al. 2007, S. 167) gewinnen. Hierbei wird
der Kunde befragt, welchen Preis er fiir das Produkt zahlen wiirde. Des
Weiteren werden historische Preise samt zugehoriger Absatzzahlen als Da-
tengrundlage herangezogen. Daraus ldsst sich mithilfe statistischer Metho-
den wie der Regression (vgl. Abschn. 1.2) das Modell einer Preis-Absatz-
Funktion erstellen.

1.3.2 Erlos und Erlosfunktion

Die Einnahmen, die ein Unternehmen aus dem Verkauf erwirtschaftet, wer-
den Erl6s oder Umsatz genannt. Dieser berechnet sich als Produkt von Preis
und Menge und wird in Geldeinheiten GE (Euro, Dollar etc.) angegeben®.
Der Erlos lasst sich als Funktion in Abhéngigkeit von der verkauften Menge
angeben.

Definition 6 (Erlosfunktion)
Sei p der Preis zu dem ein Unternehmen ein Produkt verkauft und x die
Menge, die fiir diesen Preis abgesetzt wird. Die Funktion E : R(J{ — R(J)r mit

Ex)=p-x (1.1)
heift Erlosfunktion.

8Sofern im Folgenden nichts anderes notiert ist, gehen wir stets von GE aus.
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Abbildung 1.8: Graph einer (a) linearen Erlésfunktion im Polypol und einer (b) quadra-
tischen Erlésfunktion im Monopol

Wir betrachten ein Beispiel zur Bestimmung des Erloses im Polypol.

Beispiel 9
Ein polypolistisches Unternehmen verkaufe sein Gut zum konstanten Markt-
preis von 2 % Die Erlosfunktion lautet mit Gleichung (1.1):

Ex)=py-x=2-z.

Existiert wie im Monopol ein Zusammenhang zwischen dem Preis und der
abgesetzten Menge, erweitert sich Gleichung (1.1) zu:

E(z) =p(x) - x. (1.2)

Beispiel 10
Ein monopolistischer Anbieter setze sein Gut mit der Preis-Absatz-Funktion
p(z) = —0,2x+6 ab. Fir die Erlosfunktion erhalten wir mit Gleichung (1.2):

E(z) =p(x) -z = (—0,22 4 6) - 2 = —0, 222 + 6.

Abbildung 1.8 zeigt die Graphen der (a) linearen Erlosfunktion des polypo-
listischen Anbieters aus Beispiel 9 und der (b) quadratischen Erlosfunktion
des Monopolisten. Zunéchst verwundert der parabelférmige Verlauf des Gra-
phen der Erlosfunktion aus Abbildung 1.8 (b). Tabelle 1.4 verdeutlicht den
funktionalen Zusammenhang von Preis-Absatz- und Erlosfunktion anhand
Beispiel 10. Der Erlés ist gleich null, wenn entweder der Preis oder die ab-
gesetzte Menge null sind. Des Weiteren steigt das Produkt aus Preis und
verkaufter Menge bis zu einem Absatz von 15 ME, danach wird es wieder
kleiner. Dieser Verlauf sollte sich auch in der Funktion widerspiegeln.
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Zo 0 5 10 15 20 25 30
plkg) 6 5 4 3 2 1 0
E(zg) 0 25 40 45 40 25 0

Tabelle 1.4: Wertetabelle zur Preis-Absatz-Funktion aus Beispiel 10

Fiir die Marktformen Monopol und Polypol ldsst sich der Erlos als Funk-
tion in Abhingigkeit von der Menge darstellen®. Gleiches gilt auch fiir die
Erlosfunktion unter monopolistischer Konkurrenz.

Beispiel 11
Fiir das polypolistische Unternehmen mit einem monopolistischen Preisspiel-
raum aus Beispiel 8 berechnet sich die Erlosfunktion mit Gleichung (1.2) zu:
30z — 0,522, 0 <z <10
E(z) =p(x) -2 =1 40x — 1,522, 10 <z <20
20z — 0,522, 20 < x < 40.

Abbildung 1.9 zeigt den Graphen der Erlosfunktion.
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Abbildung 1.9: Graph einer Erlosfunktion eines polypolistischen Anbieters mit monopo-
listischem Preisspielraum

9Liegt die Nachfrage in Form einer Nachfragefunktion vor, dann kénnen wir den Erlés
auch in Abhéngigkeit von der Variablen p darstellen. Aus Gleichung (1.1) erhalten wir:

E(p) =p-z(p).

Diese Darstellung ist jedoch beim Vergleich 6konomischer Funktionen (Erlgs, Kosten, Ge-
winn) eher die Ausnahme. Der Preis als unabhéingige Variable ist insbesondere im Umfeld
der Elastizitdt (vgl. Abschnitt 2.2.4) von Interesse. Daher verbleiben wir in diesem Ab-
schnitt vorrangig bei der nachgefragten Menge als unabhéngige Variable.
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Fin mogliches Ziel eines Unternehmens besteht in der Bestimmung des
grofiten Erloses, auch Erldsmaximum genannt. Je nach zugrundeliegen-
der Marktform ergeben sich hierbei verschiedene Losungsansétze.

Beispiel 12
Wir betrachten die Erlésmaximierung getrennt nach Marktformen aus den
Beispielen 9 bis 11:

a) Der Graph der Erlosfunktion des polypolistischen Anbieters aus Bei-
spiel 9 ist streng monoton steigend. Das Unternehmen erhoht sei-
nen FErlds, indem es theoretisch so viele Mengen wie méglich produ-
ziert und verkauft. In der Realitdt ist dies jedoch begrenzt, z. B. durch
Lager- und Produktionskapazititen. Diese maximal mdgliche Anzahl
von Mengeneinheiten, die ein Unternehmen verkaufen kann, heifit Ka-
pazitdtsgrenze.

b) Die Erlosfunktion des monopolistischen Anbieters aus Beispiel 10 be-
sitzt ein Maximum. Es liegt bei x1 = 15 mit E(15) = 45. Der zu
x1 zugehdrige Preis berechnet sich aus der Preis-Absatz-Funktion zu
p(15) = 3. Fiir einen Preis von 3 % erzielt das Unternehmen den
grofiten Erlos in Hohe von 45 GE.

c) Die Erlésfunktion des Anbieters aus Beispiel 11 besitzt im Intervall
[0; 40] ein globales Mazimum im monopolistischen Bereich an der Stelle
T = 20 mit E(4—30) = 266%. Aus der Preis-Absatz-Funktion erhalten
wir p(%) = 20. Fiir einen Preis von 20 % erzielt das Unternehmen
den grifiten Erlos in Hohe von ca. 267 GE. Dabei werden ungefdhr 13
ME abgesetzt.

Treten wie in Beispiel 12 ¢) keine ganzzahligen Losungen auf, empfehlen wir,
mit diesen Werten ungerundet im mathematischen Modell weiterzuarbeiten.
Fiir die abschlieflende Interpretation der Ergebnisse ist es hingegen sinnvoll,
etwa Stiickzahlen auf ganze Zahlen, Grofien in GE auf zwei Nachkommas-
tellen zu runden.

1.3.3 Kosten und Kostenfunktion

Bei der Produktion, dem Einkauf von Waren und dem Verkauf eines Gutes
fallen fiir ein Unternehmen Kosten an. Sie beschreiben die Ausgaben in Geld-
einheiten!® GE und werden allgemein in Abhingigkeit von der so genannten
Beschiftigung angegeben. Diese gibt die Hohe der ausgenutzten Kapazitéit
eines Leistungsbereichs pro Zeitraum an. Der Beschéftigungsgrad setzt die
genutzte Kapazitit in Relation zur maximal verfiighbaren Kapazitét.

1980fern im Folgenden nichts anderes notiert ist, gehen wir stets von GE aus.
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Beispiel 13

In einer Waschstrafle kénnen am Tag bis zu 200 Autos abgefertigt werden.
Wenn nur 50 Autos gewaschen werden, liegt die Beschdftigung bei 50 Autos
pro Tag bzw. der Beschdiftigungsgrad bei 25% der verfiigbaren Kapazitit am
Tag.

Je nach Kostenart besitzt die Beschéiftigung geringe oder grofie Auswirkun-
gen auf die Kosten. Zur besseren Klassifizierung wird in einen fixen und
variablen Anteil unterschieden. Variable Kosten é#ndern sich bei Variation
der Beschiftigung. Zu diesen gehoren z. B. Benzinkosten in Abhéngigkeit
der gefahrenen Kilometer oder Telefonkosten in Abhéngigkeit der Zeit. Eine
Flatrate zum Telefonieren fillt unter fixe Kosten, da diese auch bezahlt
werden muss, wenn nicht telefoniert wird. Jedoch ist eine eindeutige Tren-
nung von Ausgaben in fixe und variable Kosten nicht immer ersichtlich. So
gehoren etwa Lohnkosten von Zeitarbeitern eher zu variablen Kosten, da die-
se abhingig von der Auftragslage entstehen. Lohne langfristiger Mitarbeiter
fallen zumeist unter fixe Kosten. Die Unterscheidung, zu welchem Anteil
etwa Lohne, Gehélter, Lagerhalterung, Reise- oder Betriebskosten zu fixen
oder variablen Kosten zihlen, obliegt in einem Unternehmen dem Kosten-
planer.

Ein Unternehmen interessiert sich vor allem fiir die Art des Anstiegs der va-
riablen Kosten bei Ausweitung der Beschéftigung. Steigen variable Kosten
im gleichen Mafle wie die Beschéftigung, liegt eine proportionale Kos-
tenentwicklung vor. Dies ist z. B. beim Telefonieren mit einem Prepaid-
Tarif der Fall, denn mit zunehmender Dauer erhchen sich die Kosten um
einen konstanten Betrag pro Minute. Bei einer unterproportionalen Kos-
tenentwicklung fillt der Anstieg der Ausgaben bei einer zunehmenden
Beschiftigung vergleichsweise gering aus. Dazu fithren etwa Preisnachlasse
beim Einkauf groflerer Mengen oder Lerneffekte bei der Montage, die Arbei-
ter mit Erfahrung schneller erledigen (vgl. FRIEDL et al. 2013, S. 203). In
der wirtschaftswissenschaftlichen Literatur wird diese Form der Kostenent-
wicklung auch als degressive Kosten bezeichnet (vgl. FREIDANK 2001,
S. 47). Steigen die Ausgaben mit zunehmender Beschiftigung vergleichs-
weise stark an, liegt eine iiberproportionale Kostenentwicklung vor.
Griinde dafiir sind beispielsweise in kostspieligen Uberstunden- oder Wo-
chenendlohnen sowie in einem héheren Verschleil von Maschinen zu finden.
Auch wenn ein Unternehmen aufgrund einer hohen Auftragslage kurzfristig
bei einem teureren Rohstoffhéndler einkaufen muss, steigen die zusétzlichen
Kosten stérker als die Beschéftigung an. In der wirtschaftswissenschaftlichen
Literatur wird diese Form der Kostenentwicklung als progressive Kosten
bezeichnet (vgl. FREIDANK 2001, S. 47). Abbildung 1.10 verdeutlicht die
verschiedenen Kostenverlaufe.
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Abbildung 1.10: Verschiedene Kostenentwicklungen variabler Kosten in Abhéngigkeit von
der Beschiftigung

Aus fixen Kosten und den aufgefiihrten Entwicklungen variabler Kosten er-
geben sich verschiedene Mischformen. Die fiir diese Arbeit wichtigen sind so
genannte semi-proportionale und S-férmig verlaufende Kosten. Semi-
proportionale Kosten setzen sich aus einem fixen und einem proportionalen
Anteil zusammen, wie dies etwa bei einem Stromtarif der Fall ist: Neben
der Grundgebiihr fallen pro verbrauchter Kilowattstunde weitere konstante
Ausgaben an. Der Graph einer semi-proportionalen Kostenfunktion ist auf
dem zugrundeliegenden Definitionsbereich eine Gerade, wie Abbildung 1.11
(a) verdeutlicht. Ein S-férmiger Kostenverlauf setzt sich aus einem zunéchst
unterproportionalen und spéter {iberproportionalen Kostenanstieg zusam-
men. Er entsteht, wenn z. B. Arbeiter eines Unternehmens ein Produkt
herstellen. Bei einer geringen Anzahl von Giitern kann eine Erhchung der
Produktion von einem weiteren Arbeiter aufgefangen werden. Es fallen zwar
mehr Kosten an, jedoch unterstiitzten die Arbeiter sich gegenseitig und ar-
beiten effektiver. Ubersteigt die Produktion jedoch eine bestimmte Menge,
dann konnen sie sich nicht mehr helfen und behindern sich im ungiinstigsten
Fall gegenseitig. Die Kosten steigen stérker an als zuvor. Abbildung 1.11 (b)
zeigt einen moglichen Graphen bei einem S-férmigen Kostenverlauf.

FErkennt ein Kostenplaner semi-proportionale oder S-féormige Kosten, ent-
wickelt er zur Abschéitzung zukiinftiger Ausgaben das Modell einer Kos-
tenfunktion. Diese stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen der Be-
schiftigung und den Kosten dar. Jedoch ldsst sich die Beschiftigung oft
nicht direkt angeben, daher ,,verwendet man als Ndherung so genannte Be-
zugsgrofen (FRIEDL et al. 2013, S. 207), die sich messen lassen. Dies kann
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Abbildung 1.11: Graphen von (a) semi-proportionalen Kosten und (b) S-férmigen Kosten

inputorientiert etwa iiber die eingesetzten Rohstoffe, Arbeitsstunden oder
auch outputorientiert etwa iiber die Anzahl der gefertigten Giiter erfol-
gen'!. Die Zuordnung ,,produzierte Menge — Kosten* lisst sich als Funktion
darstellen.

Definition 7 (Kostenfunktion)
Sei x die produzierte Menge, die ein Unternehmen verkauft. Die Funktion
K :R{ — R mit

K(2) = K, (@) + K; (1.3)

heifit Kostenfunktion. Dabei steht K., fiir die variablen Kosten und Ky fiir
die fixen Kosten.

Beispiel 14

Die Funktion K(z) = 100z + 25 beschreibt einen semi-proportionalen Kos-
tenverlauf. Dabei berechnen sich die variablen Kosten aus K,(x) = 100z
und die fiven Kosten betragen K; = 25. Ein Funktionsterm fiir einen S-
formigen Kostenverlauf ist K (z) = x® — 422 + 6z + 10. Zu den fiven Kosten
mit Ky = 10 addieren sich je nach Héhe der produzierten Menge x die va-
riablen Kosten K,(x) = x3 — 42% + 6x. Mafgeblich fiir den Graphen dieser
Kostenfunktion ist ein Wendepunkt, auf den wir in Abschnitt 2.2.3 ndher
eingehen.

Ein semi-proportionaler Kostenverlauf lasst sich mittels einer linearen Kos-
tenfunktion darstellen. Eine S-formige Kostenentwicklung modelliert ein

1Wir verbleiben im Folgenden beim Output in Form der produzierten Menge als Be-
zugsgrofe der unabhingigen Variable, sofern nichts anderes gegeben ist.
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Kostenplaner mittels einer Polynomfunktion dritten Grades. Diese wird in
den Wirtschaftswissenschaften als ertragsgesetzliche Kostenfunktion
bezeichnet. Das Ertragsgesetz ist ein Begriff aus der Produktionstheorie, das
seinen Ursprung in der Landwirtschaft besitzt. Es besagt, dass bei gleicher
Bodenfldche eine Erhohung des Diingers zunéchst zu einer starken Zunah-
me und spéter zu einer geringeren Zunahme des Gesamtertrags fithrt (vgl.
GUIDA 2009, S. 75).

In der Definition 7 sind wir mit der produzierten Menge lediglich von ei-
ner abhéngigen Grofle ausgegangen. In der Realitét héingen die Kosten nur
selten von einer Bezugsgrofle ab. Wirken verschiedene unabhéngige Bezugs-
groflen auf die Kosten ein, bildet eine Kostenfunktion in Abhéngigkeit einer
Variablen die Realitdt nur unzureichend ab. Ist das Unternehmen auf eine
differenzierte Betrachtung angewiesen, ist in diesem Fall eine Kostenfunk-
tion mit mehreren Variablen anzugeben (vgl. FRIEDL et al. 2013, S. 208
f.). In Abschnitt 3 gehen wir néher auf Funktionen mit zwei Variablen ein,
verbleiben der Einfachheit halber zunéchst bei einer unabhéngigen Variable,
denn ein Kostenplaner kann bei mehreren Kosteneinflussgréfien diese bis auf
wenige oder sogar nur eine Groéfle reduzieren.

Im Folgenden stellen wir drei verschiedene Methoden vor, die ein Kosten-
planer bei der Ermittlung von Kostenfunktionen mit einer Variablen ver-
wenden kann. Dabei nehmen wir an, dass sich die Kosten mit wachsendem
Output nicht sprunghaft &ndern. Eine Methode, die ein Kostenplaner zur
Schiitzung einer Kostenfunktion verwendet, heiflt Kostenklassifikation'?
(vgl. FRIEDL et al. 2013, S. 216). Er listet alle Kosten auf, die in einem
Unternehmen anfallen und unterteilt diese in fixe sowie variable Kosten.

Beispiel 15

Ein Kostenplaner sieht sich die Auflistung der Kosten des letzten Quartals
eines Unternehmens an. Er grenzt wie in Tabelle 1.5 die anfallenden Aus-
gaben in fize und variable Kosten ab. Die zugrundeliegende Beschdiftigung
lag bei 2400 Stunden. Die Anschaffungskosten fiir Neueinkdufe ordnet der
Kostenplaner komplett den variablen Kosten zu. Beim Personal findet eine
Trennung der Kosten statt, da es sich aus Teilzeitkrdiften und Festangestell-
ten zusammensetzt. Gleiches gilt fir die Instandhaltung, fir die ein fester
Betrag pro Quartal eingeplant ist. Zugleich fallen aber auferplanmdfsige Aus-
gaben aufgrund eines hohen Verschleiffes an. Die Stromkosten setzen sich
aus einem Grundbetrag und einem Verbrauch in Abhdngigkeit der Kilowatt-
stunden zusammen. Geht der Kostenplaner von einer semi-proportionalen
Kostenentwicklung aus, kann er eine lineare Funktion fir die Kosten auf-
stellen. Die Summe der fizen Kosten entspricht dem Ordinatenabschnitt und

2HORNGREN et al. (2001) bezeichnen diese als Kontenanalyse.
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Kosten fiir... Kosten gesamt fixe Kosten variable Kosten

Anschaffung €57.300 €0 €57.300
Personal €24.900 €16.700 €8200
Instandhaltung €5760 €1520 €4240
Strom €4180 €3240 €940
Summe €92.140 €21.460 €70.680

Tabelle 1.5: Beispiel fiir eine proportionale Kostenentwicklung

liegt bei €21.460. Die Steigung ergibt sich als Quotient aus der Summe
der variablen Kosten und der Beschdftigung mit %&? = 29,45 FEuro pro
Stunde. Die lineare Kostenfunktion, die die Kosten K in Abhdngigkeit der

Beschiftigungsstunden x angibt, lautet nach Gleichung (1.8):
K(x) = 29, 45x + 21460.

Mit der Kostenfunktion kann der Kostenplaner schitzen, wie hoch die Kos-
ten fiir eine grifsere Beschdiftigung z. B. in Hdéhe von 2800 Stunden sind.
Aus K(2800) = 103920 folgt, dass bei 2800 Beschiftigungsstunden Kosten
in Hohe von ungefdihr €103.920 anfallen. Mit dieser Information kann das
Management des Unternehmens weitere operative Entscheidungen treffen.

Die Kostenklassifikation ist ein subjektives Verfahren, das vom Wissen und
der Erfahrung des Kostenplaners abhédngt. Im Vergleich dazu stellt die so
genannte Extremwertmethode ein objektives Verfahren zur Ermittlung
einer Kostenfunktion dar. Dabei betrachtet der Kostenplaner die anfallen-
den Kosten in mehreren Zeitrdumen und bezieht lediglich die Kosten mit
der niedrigsten sowie héchsten Beschéftigung in seine Berechnungen ein. Die
lineare Funktion, die beide Werte verbindet, ist die geschétzte Kostenfunk-
tion.

Beispiel 16

Ein Unternehmen mdchte den Finfluss der produzierten Stiickzahl eines Gu-
tes auf die Lohne der Hilfsarbeiter analysieren. Dazu wurden die produzier-
ten Stiickzahlen und die Héhe der Hilfslohne der letzten fiinf Wochen in Ta-
belle 1.6 festgehalten. Der niedrigste Beschiftigungswert liegt in Woche zwei
mit 18 produzierten Stiicken, der hochste in Woche fiinf mit 88 Stiicken vor.
Fiir die Steigung m einer linearen Kostenfunktion K(x) = mx + ¢ durch die
Punkte P(18|7980) und Q(33|23010) gilt:

23010 — 7980

m=————
33 —18

Aus m = 1002 und K (18) = 7980 folgt die Kostenfunktion zu:

K(z) = 1002z — 10056.

= 1002.
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Woche produzierte Einheiten gezahlte Hilfslohne

1 25 €9770
2 18 €7980
3 19 €8230
4 28 €14.990
) 33 €23.010

Tabelle 1.6: Beispiel fiir wochentliche Hilfslohnkosten in Abhéngigkeit der produzierten
Stiickzahl.

Beispiel 16 verdeutlicht, dass eine mit der Extremwertmethode geschitzte
Kostenfunktion nur lokal zu interpretieren ist. Der relevante Bereich liegt
im Intervall der niedrigsten und hdchsten Beschdiftigung, wie Abbildung 1.12
zeigt. Global liefert die Kostenfunktion keine sinnvollen Werte, da in Bei-
spiel 16 der Ordinatenabschnitt mit K(0) = —10056 keine fizen Kosten dar-
stellt.
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Abbildung 1.12: Extremwertmethode zur Schitzung einer Kostenfunktion

Neben der Extremwertmethode besteht die Moglichkeit eine Kostenfunkti-
on mittels Regression zu schitzen. Liegt nur eine Kosteneinflussgréfie vor,
so kann ein Kostenplaner mittels einfacher Regression ein lineares Modell
erstellen. Bei mehreren Bezugsgrofien ist eine multiple Regression anzuwen-
den. Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel zur einfachen Regression,
auf Kostenfunktionen mit mehreren unabhéngigen Variablen gehen wir in
Abschnitt 3 ein.
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Beispiel 17
Fiir die Werte aus Tabelle 1.6 berechnet ein Kostenplaner mittels linearer
Regression die Kostenfunktion (gerundet auf eine Nachkommastelle):

K (z) = 950,42 — 10583, 7.

Das Bestimmtheitsmaf$ der Regression liegt bei r = 0,87. Daher bildet ein li-
neares Modell die Daten lokal sehr gut ab. Zum Vergleich liefert die Regressi-
on mit einer ganzrationalen Funktion dritten Grades die Funktionsgleichung
(gerundet auf zwei Nachkommastellen):

K(z) = —6, 312> + 569, 102> — 15388, 48z + 137814, 97.

Die Regression besitzt ein Bestimmtheitsmafl von r = 0,99. Abbildung 1.13
(a) zeigt die Punktwolke der Datenpaare aus Tabelle 1.6 sowie den Gra-
phen der linearen Kostenfunktion. Abbildung 1.13 (b) zeigt den Graphen der
ganzrationalen Funktion vom Grad 3, die aus der Regression entsteht. Der
Vergleich der beiden Graphen wverdeutlicht, dass die Modelle nur im rele-
vanten Bereich zu interpretieren sind. Insbesondere der Graph der Regressi-
on mittels Polynomfunktion zeigt auflerhalb dieses Bereichs kein sinnvolles
Verhalten zur Schitzung weiterer Werte. Aber auch innerhalb des relevan-
ten Bereichs ist die Interpretation problematisch: Die Kostenfunktion besitzt
ein lokales Minimum, was dazu fiihrt, dass die geschdtzten Kosten fir z. B.
20 ME mit K(20) ~ 7205 grofler sind, als fir 21 ME mit K(21) ~ 7193.
Da Kosten mit zunehmender Beschiftigung steigen, wird der Kostenplaner
trotz der grifferen statistischen Giite des nicht linearen Modells die lineare
Regression aus Sicht der ékonomischen Plausibilitdt bevorzugen.
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,)/ \
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! |
15000 | : 15000 | ;
|
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* ! i
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Abbildung 1.13: Graph einer (a) linearen Funktion und (b) ganzrationalen Funktion drit-
ten Grades als Kostenfunktion

Die Wahl der Kostenfunktion hdngt auch davon ab, wie wichtig die Informa-
tionen aus der Analyse fiir ein Unternehmen sind. Ein Kostenplaner muss
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daher immer ,den Ermittlungsaufwand gegen die Prézision der Kostenpro-
gnose abwiigen“ (FRIEDL et al. 2013, S. 213). Ein Vergleich der aufgefiihrten
Methoden zeigt die Vor- und Nachteile: Die Kostenklassifikation hidngt stark
von der Erfahrung des Planers ab und kann bei einer falschen Einschétzung
von fixen und variablen Kosten zu grofien Unterschieden in der Progno-
se fithren. Sie bietet sich fiir eine Auflistung einzelner Ausgaben in einem
bestimmten Zeitraum an. Die Extremwertmethode ist ein objektives Ver-
fahren, das mit wenig Aufwand eine lineare Kostenfunktion liefert. Jedoch
héngt die Schitzung nur von zwei Punkten ab, was die Methode anfillig fiir
Ausreifler macht (vgl. HORNGREN et al. 2001, S. 322). Ein geiibter Kos-
tenplaner untersucht die Extremwerte auf ihre Verallgemeinerbarkeit und
wéahlt notfalls Stellvertreter aus den iibrigen Datenpaaren. Im Gegensatz
dazu bezieht die Regression alle Datenpaare mit ein, ihre Giite lédsst sich
mit dem Bestimmtheitsmafl objektiv messen. Jedoch miissen hierfiir viele
Messwerte vorliegen, was einen hoheren Aufwand zur Folge hat. Die Wahl
der Funktion als Ergebnis der Regression obliegt dem Kostenplaner. Bildet
eine nicht lineare Funktion die Messwerte deutlich besser ab, ist diese bei
wichtigen operativen Entscheidungen zu beriicksichtigen.

1.3.4 Gewinn und Gewinnfunktion

Die Differenz aus Erlos und Kosten heifit Gewinn. Dieser wird allgemein
in Geldeinheiten GE (Euro, Dollar etc.) gemessen'3. Sind die Erlosfunktion
und die Kostenfunktion eines Unternehmens bei der Produktion und dem
Verkauf eines Gutes bekannt, ldsst sich daraus die Gewinnfunktion nach
folgender Definition bestimmen.

Definition 8 (Gewinnfunktion)
Sei x die Menge, die ein Unternehmen verkauft. Die Funktion G : Rg — R
mit

G(zr) = E(z) — K(x) (1.4)
heifit Gewinnfunktion.

Die Bestimmung der Gewinnfunktion nach Gleichung (1.4) ist unabhingig
von der Marktform. Wir beschrinken uns auf ein Beispiel.

Beispiel 18

Ein Monopolist sehe sich der Preis-Absatz-Funktion p(xz) = —7z 4+ 49 ge-
geniiber. Die fiir Produktion und Verkauf anfallenden Kosten lassen sich
mittels der ertragsgesetzlichen Kostenfunktion K(x) = x3 — 622 + 152 + 32
beschreiben. Fir die Gewinnfunktion gilt:

13Sofern im Folgenden nichts anderes notiert ist, gehen wir stets von GE aus.
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@) " E@) - K(2)

1.2
2 p@) -z - K@)
= (=72 449) -z — (2% — 62° + 15z + 32)

= —23 — 2% 4 34z — 32.

Im Vergleich zu den vorherigen Funktionen koénnen fiir die Gewinne ne-
gative Werte auftreten. Ubersteigen die Kosten den Erlos, verzeichnet ein
Unternehmen einen Verlust. Aus 6konomischer Sicht ist daher der Bereich
interessant, in dem der Gewinn nicht negativ ist. Dieser wird als Gewinnzo-
ne bezeichnet. Mathematisch sind dazu die Nullstellen der Gewinnfunktion
zu bestimmen. Diese besitzen in den Wirtschaftswissenschaften eine eigene
Bezeichnung:

Definition 9 (Untere und obere Gewinnschwelle)

Seien x1 und xo (mit r1,x9 > 0 und x1 < x2) Lisungen der Gleichung
G(z) = E(x) — K(x) = 0 und sei E(x) > K(x) in (z1,%2), dann heifit x;
untere Gewinnschwelle und xo obere Gewinngrenze.

Beispiel 19

Der Gewinn des Monopolisten aus Beispiel 18 ldsst sich tiber die Gewinn-
funktion G mit G(z) = —2® — 2? + 342 — 32 bestimmen. Als Lisungen der
Gleichung G(z) = 0 ergeben sich xg =~ —6,74, x1 = 1 und zo ~ 4,74. Die
Losung xq liegt nicht im okonomischen Definitionsbereich. Die untere Ge-
winnschwelle liegt bei 1 M E und die obere Gewinngrenze bei ungefihr 4,74
ME. Im Bereich zwischen der Gewinngrenze und der Gewinnschwelle liegt
die Gewinnzone.

Fiir den Fall, dass unter den gleichen Voraussetzungen wie in Definition
9 lediglich eine Losung z1 > 0 mit G(x1) = 0 existiert, beschreibt diese
die untere Gewinnschwelle. Der Punkt P(z1|0) wird in den Wirtschaftswis-
senschaften als Break-Even-Point bezeichnet. Dessen Bestimmung heif3t
dementsprechend Break-Even-Analyse (vgl. PREISSLER 2005, S. 126;
ZIMMERMANN et al. 2003, S. 213).

Beispiel 20

Ein polypolistisches Unternehmen setze sein Gut zum konstanten Marktpreis
in Hohe von €5 pro Stiick ab. Die Kosten, die bei der Produktion und dem
Verkauf entstehen, lassen sich mit der Kostenfunktion K(x) = 3x + 8 be-
schreiben. Fir die Gewinnfunktion gilt:
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Abbildung 1.14: Graphen von Erlgs- und Kostenfunktion im (a) Monopol und (b) Polypol

(14)

G(x) E(x) — K(x)

W pa - K(a)

= bz — (3x + 8)
= 2z —8.

Esist G(4) = 0 und E(x) > K(x) fir x > 4. Die untere Gewinnschwelle
liegt bei 4 verkauften Stiicken.

Abbildung 1.14 verdeutlicht den Begriff der Gewinnzone anhand der Gra-
phen von Erlos- und Kostenfunktionen aus den Beispielen 19 und 20. In
beiden Schaubildern ist die untere Gewinnschwelle als Schnittpunkt der
Graphen von Erlés- und Kostenfunktion zu erkennen. Der monopolistische
Anbieter aus Beispiel 19 sieht sich einer links- und rechtsseitig begrenz-
ten Gewinnzone (vgl. Abb. 1.14 (a)) gegeniiber. Der polypolistische Anbie-
ter aus Beispiel 20 erzielt einen Gewinn, sobald die untere Gewinnschwelle
iiberschritten ist. Die Gewinnzone beginnt in z¢g = 4. Der Gewinn wird mit
steigender Menge grofler (vgl. Abb. 1.14 (b)). Die obere Gewinngrenze liegt
an der Kapazititsgrenze des Unternehmens.

Neben der Gewinnzone interessiert sich ein Unternehmen fiir den grofiten
Gewinn, das Gewinnmaximum. Die Menge, fiir die der Gewinn am gréfiten
wird, heifit gewinnmaximale Menge. Der Preis zur gewinnmaximalen
Menge heiffit gewinnmaximaler Preis. Dieser ergibt sich durch Einset-
zen der gewinnmaximalen Menge in die Preis-Absatz-Funktion. Er ist von
grofer Bedeutung fiir ein Unternehmen, da sich nach diesem Preis der Ver-
kauf richten kann. Betrachten wir ein Beispiel zur Gewinnmaximierung eines
polypolistischen Anbieters mit monopolistischem Preisspielraum.
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Beispiel 21
Gegeben sei eine Preis-Absatz- Funktion eines polypolistischen Anbieters mit
momnopolistischem Preisspielraum:

110 — 0,52, 0 <z < 40
p(z) =< 130 —z, 40 <z < 80
70 — 0,25z, 80 <z < 280.

Die Kosten lassen sich mit der Funktion K(x) = 20z + 1000 beschreiben.
Fiir den Gewinn gilt mit den Gleichungen (1.4) und (1.2):

(110 — 0,52) - = — (202 + 1000), 0 <z < 40
G(zr)=E(z)—K(zx) =1 (130 — z) - x — (20z + 1000), 40 <z < 80
(70 — 0,25x) - = — (202 + 1000), 80 < = < 280.

—0,52%2 +90z — 1000, 0 <z < 40
G(z) =< —2?+ 110z — 1000, 40 <z < 80
—0, 2522 + 50z — 1000, 80 < = < 280.

Abbildung 1.15 zeigt den Graphen der abschnittsweise definierten Gewinn-
funktion, der sich aus nach unten gedffneten Parabeln zusammensetzt. Es
gilt die Punktion G auf thr Maximum zu untersuchen. Im Intervall [0;40]
besitzt G ein Randmazimum an der Stelle 1 = 40 mit G(40) = 1800. Der
zweite Abschnitt der Funktion G besitzt im Intervall (40;80] an der Stelle
x92 = b5 einen Scheitel mit G(55) = 2025. Fir die Parabel im dritten Ab-
schnitt liegt ebenfalls ein Scheitelpunkt im vorgegebenen Intervall (80;280]
an der Stelle x3 = 100 mit G(100) = 1500 vor. Mit p(55) = 75 gilt: Fir
einen Verkaufspreis in Hohe von 75 % erzielt das Unternehmen bei einem
Absatz von 55 M E den mazimalen Gewinn mit 2025 GE.

2000 4G / \
1500 / o

1000 \
500 | -
\ .
0
50 100 150 \200
-500

1000 \

Abbildung 1.15: Graph einer Gewinnfunktion eines polypolistischen Anbieters mit mono-
polistischem Preisspielraum

Die Menge und der Preis, die zum maximalen Gewinn fithren, spielen in den
Wirtschaftswissenschaften eine wichtige Rolle. Es gilt:
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Definition 10 (Cournotscher Punkt)

Sei xc die gewinnmazximale Menge und pc = p(xzc) der gewinnmazima-
le Preis eines Monopolisten. Der Punkt P (xc|pc) auf der Preis-Absatz-
Funktion heifit Cournotscher Punkt.

Beispiel 22

Fiir das polypolistische Unternehmen mit monopolistischem Preisspielraum
aus Beispiel 21 folgt aus der Preis-Absatz-Funktion mit pc = p(55) = 75:
Der Cournotsche Punkt besitzt die Koordinaten P(55|75). Die gewinnma-

ximale Menge liegt bei 55 ME und der gewinnmazximale Preis betrigt 75
GE

ME"

Abschlielend fassen wir zusammen, welche 6konomischen Zusammenhénge
zwischen Erlos, Kosten und Gewinn allgemein bestehen. Abbildung 1.16
zeigt beispielhaft die Graphen der Erlos-, Kosten- und Gewinnfunktionen ei-
nes (a) Monopolisten mit linearem Kostenverlauf und eines (b) Polypolisten
mit ertragsgesetzlichem Kostenverlauf. Es lassen sich folgende Beziehungen
erkennen:

 EKG
E(x)

e ' | k()

ﬁ&-’ \ e
X b | | |
r ! T / — G(x)

Abbildung 1.16: Gemeinsames Schaubild der Graphen von Erlos-, Kosten- und Gewinn-
funktion eines (a) monopolistischen und (b) polypolistischen Anbieters

a) Liegen die Kosten iiber dem Erlés, so ist der Gewinn negativ: Fiir
K(z) > E(x) ist G(z) < 0.

b) Ist der Erlos grofler als die Kosten, so ist der Gewinn positiv: Fiir
E(x) > K(x) ist G(x) > 0.

¢) Schneiden sich die Graphen der Erlos- und Kostenfunktion, so ist der
Gewinn gleich null: Fir E(x) = K(x) ist G(z) = 0.
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d) Diejenige Nullstelle von G(z), bei der der Erlos zum ersten Mal die
Kosten iibersteigt, ist die untere Gewinnschwelle.

e) Der maximale Gewinn ist an der Stelle der maximalen Differenz zwi-
schen Erlos und Kosten zu finden.

Die Zusammenhénge a) bis e) besitzen natiirlich auch fiir die monopolistische

Konkurrenz Giiltigkeit und lassen sich mit der Gleichung (1.4) mathematisch
begriinden.
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2 Differenzialrechnung im Umfeld 6konomischer
Funktionen mit einer Variablen

Dieses Kapitel behandelt aus fachwissenschaftlicher Sicht die wesentlichen
Grundlagen, die die Basis der Unterrichtsvorschldge zur Differenzialrech-
nung bilden. Zu Beginn gehen wir auf die erste Ableitung ein (Abschn.
2.1) und untersuchen, wie sich deren Wert im Umfeld 6konomischer Funk-
tionen interpretieren lisst. Darauthin analysieren wir Ableitungsfunktionen
und Taylorpolynome, bevor einzelne Anwendungen der Differenzialrechnung
fiir 6konomische Funktionen mit einer Variablen zusammengefasst werden
(Abschn. 2.2). Im Umfeld der ersten Ableitung betrachten wir die Themen
Gewinnmaximum sowie Betriebsminimum und -optimum, zur Untersuchung
ertragsgesetzlicher Kostenfunktionen beziehen wir die zweite Ableitung mit
ein. Abschliefflend gehen wir mit dem Konzept der Elastizitéit auf relative
Funktionsdnderungen ein. Dabei setzen wir beim Leser elementare Kennt-

nisse zur Differenzialrechnung voraus.

Die Ausfithrungen zu den mathematischen Inhalten beziehen sich auf BEH-
RENDS (2015), BUCHTER und HENN (2010), DANCKWERTS und VO-
GEL (2006), DEISER (2015), HOLEY und WIEDEMANN (2010), JAGER
und SCHUPP (2013), LUDERER und WURKER. (2003) sowie TIETZE
(2010). Die 6konomischen Inhalte orientieren sich an DIETZ (2012), PIN-
DYCK und RUBINFELD (2009), SIEG (2012) als auch an WILDMANN
(2007).

2.1 Ableitung 6konomischer Funktionen
2.1.1 Zur 6konomischen Interpretation der ersten Ableitung

In jedem Unternehmen iibt die Anderung der produzierten Menge oder des
vorgegebenen Preises einen direkten Einfluss auf die Kosten, den Erlés und
auf den Gewinn aus. Lassen sich diese Grofien mittels ckonomischer Funk-
tionen beschreiben, liefert deren Anderungsverhalten Informationen iiber
mogliche Konsequenzen. Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen
ist die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten mit:

) -t L) @)

T—a T —a

(2.1)

Das Anderungsverhalten einer Funktion lisst sich lokal durch ihre Ablei-
tung beschreiben. Dabei weicht der Wert der Ableitung einer Funktion f an
einer Stelle a von der genauen Funktionswertdnderung f(a + 1) — f(a) nur

In Anhang A sind die fiir unsere Zwecke wichtigen Grundlagen zur Differenzialrech-
nung zusammengefasst.
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geringfiigig ab. Er stellt demnach eine gute Moglichkeit zur Niherung des
Funktionswertes im 6konomischen Kontext dar. Es gilt:

Satz 1

Gegeben sei eine okonomische Funktion f. Der Wert der ersten Ableitung
an der Stelle a gibt die ndherungsweise Funktionswertinderung an, wenn
die unabhdngige Variable um eine Einheit erhéht wird.

Auf den Beweis von Satz 1 gehen wir zum Ende dieses Abschnitts ein. Vorerst
moge Beispiel 23 zur Verdeutlichung geniigen.

Beispiel 23

Gegeben sei die Erlosfunktion E(x) = 160x — 2x2. Fiir a = 20 gilt fir den
Differenzenquotienten:

E(z) — E(20) 160z — 2z* — 2400
r—20 x — 20
—2-(x —20) - (x — 60)
x — 20
= —2x + 120.

Wir vergleichen die Erlésinderung fir a) xo =21 und b) x — 20:

b) E'(20) %) lim (—2z + 120) = 80.
z—20
Wie bereits in Satz 1 formuliert, erkennen wir, dass der Wert der ersten
Ableitung der Erlosfunktion fiir 20 M E in Hohe von 80 % ndherungsweise

mit der Erlosinderung in Hohe von 78 % iibereinstimmt .

Diese Niaherung der Funktionswerte iiber die Ableitung betrachten wir im
Folgenden unter algebraisch-analytischen Aspekten genauer. Die Gleichung
der Tangente an den Funktionsgraphen von f im Punkt P (a|f(a)) ldsst
sich mit ¢(z) = f(a) + f'(a) - (x — a) fiir x # a angeben. Eine Gerade g mit
beliebiger Steigung m # f’(a), die die Funktion in P schneidet, lautet:

9(@) = f(a) +m - (¢ - a). (2.2)

Sowohl die Tangente (vgl. Abb. 2.1 (a)) als auch die beliebige Gerade (vgl.
Abb. 2.1 (b)) approximieren die Funktion in einer kleinen Umgebung von P.

15 Anstatt die Funktionswertéinderung in Abhingigkeit der Zunahme der néchsten ver-
kauften Menge zu betrachten, ist eine analoge Interpretation der Ableitung fiir die letzte
verkaufte Menge moglich. Wir verbleiben im Folgenden beim Anstieg der unabhéngigen
Variable, so kann der Zahlenwert der Ableitung direkt interpretiert werden.
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(a) (b)

Abbildung 2.1: Lineare Approximation iiber (a) eine Tangente und (b) eine beliebige
Gerade an den Graphen einer Funktion

Doch worin besteht der Unterschied zwischen den beiden? Wir betrachten
in den Abbildung 2.1 (a) und (b) den Approximationsfehler r, der sich aus
der Differenz von f und g an einer Stelle x # a ergibt.
Fiir den Approximationsfehler r an einer Stelle x gilt:

= f@) = (fla) +m-(z—a))
= f(@) = fla) =m - (z —a).

Ausklammern von (z — a) liefert:

r(z) = (M - m) (2 —a). (2.3)

Tr—a

Aus z — a folgt r(x) — 0. Fir [@=a) _ 5 0 strebt der Approximati-

r—a
onsfehler r noch schneller gegen Null, denn in Gleichung (2.3) konvergieren

beide Faktoren gegen Null. Eine analoge Argumentation lisst sich iiber den
relativen Fehler fiihren:
r(x) _ fz) = fla)

= - 2.4
T —a T—a " (24)

Es zeigt sich, dass dieser genau dann gegen Null strebt, wenn fiir die Differenz
auf der rechten Seite der Gleichung (2.4) gilt:

i J@) = 1(@)

T—a T —a

=m, (2.5)

mit m = f’(a). Fiir jeden anderen Wert von m ist dies nicht der Fall. Da-
mit stellt das Verschwinden des relativen Fehlers ein Charakteristikum der
Ableitung dar. Es gilt:
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Definition 11 (Ableitung)
Eine Funktion f heif$t in a differenzierbar, wenn es eine Gerade t durch den
Punkt P (a|f(a)) gibt, so dass der Approzimationsfehler r(x) = f(z) — t(x)
der Bedingung
- r(x)
lim

r—a  — Q

=0

mit x # a gentigt. Die Steigung von t heiffit Ableitung von f an der Stelle a.

Der Approximationsfehler r(x) strebt fir x — a fiir jede Gerade durch P
gegen Null. Handelt es sich bei der Geraden um die Tangente mit m = f’(a),
strebt auch der relative Fehler % gegen Null. Betrachten wir ein Beispiel

zur lokalen linearen Approximation einer Erlosfunktion.

Beispiel 24
Gegeben sei die Erlosfunktion E(x) = —x? + 10x. Die Gleichung der Tan-
gente t an E an Stelle a = 4 lautet:

tz) = E(A) + E'(4) (x —4) =24+ 2+ (z — 4)

Sei x eine beliebige Stelle mit x # a. Fir den absoluten Approximationsfehler
der Tangente t zu E in Abhdingigkeit von x gilt:

r(z) =t(z) — E(x) =24+2(zx —4) — (—2% +10z) = 2> — 8z + 16 = (z —4)°.

Daraus folgt fiir den relativen Fehler der Tangente t zu E in Abhdngigkeit
von x:

AY:
o) _ @4,
x—4 x—4
Fiir x — 4 gilt: r(z) — 0 sowie % — 0. Zum Vergleich betrachten wir eine

beliebige Gerade g mit g(x) = 24+ m - (x — 4) mit der Steigung m # E’'(4).
Fiir den absoluten Fehler der Geraden g zu E erhalten wir:

r(z) = g(z)— E(z) = 244+ m(zx—4) — (—22 +10z) = m(z—4)+ (x —4)(z—6).

Auch in diesem Fall gilt: r(z) — 0 fir © — 4. Der relative Approximations-
fehler der Geraden g zu FE ist aber fiir t — 4 von Null verschieden:

limﬂzlim m(z —4) + (z— 4)(z ~ 6) = lim (m+ (x —6)) =m — 2.

z—4x —4 r—4 r—4 r—4

Aufgrund dieser Schmiegeigenschaft (vgl. DANCKWERTS und VOGEL
2006, S. 71) ist die Tangente als lokale lineare Approximation an eine Funk-
tion jeder anderen Geraden vorzuziehen. Dies legitimiert die Verwendung
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der Ableitung in der Wirtschaftsmathematik zur Naherung einer Funktions-
wertdanderung. Aus den Gleichungen (2.4) und (2.5) folgt:

r(z) = f(x) = fla) = f'(a) - (v —a) & r(x) + f'(a) - (x — a) = f(z) — f(a).
Fiir + —a = 1 wird der Approximationsfehler (z) im Umfeld ckonomischer
Funktionen vernachlissigt. Daraus erfolgt der algebraische Nachweis von
Satz 1, denn es gilt:
f'(a) = fla+1) = f(a).

Der relative Fehler aus Gleichung (2.4) wird auch als Fehlerfunktion §(x)
bezeichnet (vgl. JAGER und SCHUPP 2013, S. 33). Diese ist folgenderma-
Ben definiert:

§(z) = ‘w — f'(a) fiir x # a,6(a) := 0. (2.6)
Sei t die Tangente einer Funktion an einer beliebigen Stelle x. Fiir den
Approximationsfehler r gilt mit Gleichung (2.6):

r(z) = f(z) = t(z) = 6(z) - (x — a).
r(z)

Fiir §(x) — 0O strebt der relative Approximationsfehler —== gegen Null.
Die Fehlerfunktion §(x) erméglicht uns zusétzlich den Ableitungsbegriff auf
Funktionen mit zwei Variablen (vgl. Kap. 3) zu iibertragen.

2.1.2 Ableitungsfunktion als Grenzfunktion

Die Berechnung der Ableitung einer Funktion f mittels Differenzenquotient
an verschiedenen Stellen ist sehr aufwéndig. Daher ist es zielfithrender, die
Ableitung als Funktion in Abhéngigkeit einer Variablen direkt anzugeben.

Definition 12 (Ableitungsfunktion)
FEine Funktion, die jedem x € Dy die Ableitung an dieser Stelle zuordnet,
heifit Ableitungsfunktion von f. Sie wird mit f'(x) bezeichnet.

Beispiel 25
Gegeben sei die Erlosfunktion E mit E(x) = 20x — 2. Fiir die Ableitung an
einer beliebigen Stelle a gilt:

E'(a) = lim E(z) = E(a)
r—a T —a
.2 2
— lim 20z — 2 — (20a — a*)
T—a Tr—a
~ lim 20(x —a) — (zr —a)(z+a)
r—a Tr—a
= li_r}n (20 = (a +x)) = 20 — 2a.
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Existiert der Grenzwert E'(a) fir jedes a € Dy, so liegt eine differenzier-
bare Funktion vor und wir konnen den Zusatz ,an einer beliebigen Stelle*
vernachlissigen. Die Ableitungsfunktion lautet E'(x) = 20 — 2. Damit sind
etwa E'(5) = 10 und E'(6) = 8.

Aus den Graphen von Funktion und Ableitungsfunktion koénnen wir ers-
te Aussagen iiber deren Zusammenhinge treffen. Spétere Rechenverfahren
fuBlen damit auf anschaulichen Vorstellungen. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 26
Abbildung 2.2 zeigt die Graphen einer quadratischen Erlosfunktion eines Mo-
nopolisten und deren Ableitung. Wir vermuten folgende Zusammenhdnge:

a) Der Erlis steigt, wenn E'(x) > 0 ist.

b) An der Stelle xo des maximalen Erlises ist E'(zg) = 0. Der Graph
von E'(x) schneidet an dieser Stelle die Abszisse.

¢) Der Erlos sinkt, wenn E'(x) < 0 ist.

£l [ SRS S,

Xo

(a) (b)

Abbildung 2.2: (a) Graph einer quadratischen Erlgsfunktion und (b) Graph der zu-
gehorigen Ableitungsfunktion

Wir weisen an dieser Stelle explizit auf die Darstellung der Graphen von
f und f’ in zwei verschiedenen Schaubildern hin. In einigen Literaturquel-
len (vgl. EICHBERGER 2004, S. 230 oder VOGT 2007, S. 275) sind diese
gemeinsam aufgefithrt. Dies erfiillt zwar den Zweck, verschiedene Zusam-
menhéinge zwischen f und f’ zu verdeutlichen, jedoch ist diese Form der
Darstellung problematisch: Eine Funktion und deren Ableitung besitzen ver-
schiedene Einheiten (z. B. Erlos in GE und Ableitung des Erloses in %)
Daher sprechen wir uns fiir eine separate Darstellung der Graphen von Funk-
tion und Ableitungsfunktion aus.
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Die Ableitung einer 6konomischen Funktion heifit Grenzfunktion. Daraus
resultieren weitere Begriffe: Die Ableitung einer Kostenfunktion heifit folg-
lich Grenzkostenfunktion. Analog bezeichnen Grenzerlos- und Grenzgewinn-
funktion die Ableitungen von Erlos- und Gewinnfunktion. Grenzfunktio-
nen dienen zur ndherungsweisen Berechnung von Funktionswertinderungen
(Erlos, Kosten, Gewinn), wenn die unabhéngige Variable (produzierte Men-
ge, Preis pro Stiick) um eine Einheit erhoht wird.

2.1.3 Taylorpolynome

In diesem Unterabschnitt greifen wir die Idee der lokalen Ndherung mittels
Tangente aus Unterabschnitt 2.1.1 auf. Die Tangente ¢, die mit einer Funk-
tion f an einer Stelle ¢ mit dem Funktionswert und der ersten Ableitung
tibereinstimmt, approximiert f lokal besser als jede andere beliebige Gerade.
Eine Tangente besitzt folgende Funktionsgleichung:

t(x) = f(a) + f'(a) - (z — a).

Die Idee zur Verallgemeinerung liegt nahe: Anstelle einer linearen Funkti-
on soll f in a durch eine Polynomfunktion 7,, vom Grad n approximiert
werden, die mit f im Funktionswert und im Wert der ersten n Ableitungen
tibereinstimmt. T}, ist allgemein von der Form:

T,(z) =ao+ai(z —a) +az(z —a)? +az(z —a)> + ... + an(z — a)™.

Betrachten wir das Ndherungspolynom 75 vom Grad 2 (synonym: quadra-
tisches Polynom):

To(2) = ap + a1(x — a) + ag(x — a)?. (2.7)

Aus f(a) = Ts(a), f'(a) = Th(a) sowie f”(a) = Ty (a) folgt das LGS:

ap + aila—a) + ax(a—a)? = f(a)
ay + 2a3(a—a) = f'(a)
2az = f”(a).

Damit gilt fiir das quadratische Polynom aus Gleichung (2.7):
f"(a)
2

Ty(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + (z = a)*.

Fine analoge Vorgehensweise liefert das N&herungspolynom vom Grad 3
(synonym: kubisches Polynom):

1y(z) = f(a) + £}z —a) + LD w2+ T @ o
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Betrachten wir zudem Ty und T3, ldsst sich fiir die Koeffizienten von T,

folgende Verallgemeinerung erkennen'®:

79 @)

i!

a; =

Dabei stellt (i) die i-te Ableitung von f fiir i« = 1,2,3,...,n dar und es ist
ap = f(a). Allgemein gilt:

Definition 13 (Taylorpolynom)
Sei f : D — R eine n-mal differenzierbare Funktion und a € D. Das
Niherungspolynom

" @) (g |
1@ =3 D - ay
=0

heifit Taylorpolynom n-ten Grades zur Funktion f an der Stelle a.

Beispiel 27
Wir betrachten die Funktion f(x) = e* an der Stelle a = 0. Das lineare
Taylorpolynom lautet Ty (x) = 1 + x. Fiir das Taylorpolynom Ty gilt:
Lo, 13 1 4

Ty(z) = 1+x+§x +6x +ﬂaz .
Abbildung 2.8 zeigt den Graphen von f und die Ndherung durch die Gra-
phen von (a) Ty und (b) Ty. Das Néiherungspolynom Ty ist auch in héheren
Ableitungen mit f an der Stelle a = 0 identisch. Dies lisst sich anschaulich
belegen: Im Vergleich zum Graphen von Ty stimmen die Graphen von f und
Ty auch in der Krimmung tberein. Daher scheint der Graph von Ty den
Graphen von f lokal besser zu approximieren.

Taylorpolynome besitzen im Vergleich zur urspriinglichen Funktion entschei-
dende Vorteile: Zur Funktionswertbestimmung kommen sie mit den Rechen-
arten Addition und Multiplikation aus. Sie sind leicht ableit- und integrier-
bar, da es sich um ganzrationale Funktionen handelt. Im Folgenden unter-
suchen wir den Fehler, der durch die Néherung entsteht. In Abschnitt 2.1.1
zeigen wir, dass die lokale Approximation einer Funktion f an der Stelle a
durch eine beliebige Gerade g(x) = m(xz — a) + f(a) iiber den Fehler r(x)
beschrieben werden kann. Es gilt:

f(@) = g(x) + r(2).

167ur Kontrolle:

1111 1

Ta(z) = Ts5(z) + ! 24(a) (x —a)*, Ts(z) = Tu(z) + ! 12((;1) (x —a)®.
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Abbildung 2.3: (a) Graphen von f(z) = e” sowie von T’ (z) und (b) Graphen von f(z) = e”

sowie von Ty(x) an der Stelle a =0

Anstatt f an der Stelle a durch die Tangente als ein Polynom ersten Grades
zu approximieren, verwenden wir im Folgenden Taylorpolynome hoheren
Grades. Uber den daraus resultierenden Fehler R gibt der Satz von Taylor

Auskunft.

Satz 2

Sei f : D — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion. Weiterhin sei
T, (x) das Taylorpolynom n-ten Grades von f an der Stelle a € D. Dann

gilt fiir ein z € (a;x):

(nt+1)(,
f(z) = Th(z) + Ry(x) mit R, (z) = f(nTl()')(x — ),
Beweis. Gegeben seien F'(y) und G(y) mit:
! (n)
F(y) == f(y) + fl(;y)(m—y)—i-...—i—fn!(y)(w—y)" und
Gy) = (z —y)" .

Daraus resultieren die folgenden Zusammenhénge:

F(x) = f(2), F(a) = Ty(x), G(x) = 0 sowie G(a) = (z —a)" .

Des Weiteren gelten:

G'(2)=—(n+1)(z—2)" und F'(z) =
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Aus dem 2. Mittelwertsatz (vgl. BARNER und FLOHR 2000, S. 273) erhal-
ten wir:

(@ _F()  f@)-Tux) _ EfO@—2y

n!

F
G(z)—G(a) G'(2)  0—(z—a)t  —(n+1)(z—2)"

Daraus folgt die gesuchte Darstellung von f(x):

f(n+1)(z)

(n - 1)! )n—i—l'

f(@) = Talx) +

(r—a
U

Die Darstellung von R, (z) in Gleichung (2.8) heifit Restgliedformel von
Lagrange. Aus Satz 2 ist nur bekannt, dass im Intervall (a;z) ein z exis-
tiert, so dass das Gleichheitszeichen gilt. Da iiber z keine weiteren Informa-
tionen vorliegen, ist im Allgemeinen eine genaue Berechnung des Fehlers in
Gleichung (2.8) schwierig. Jedoch lassen sich Aussagen iiber eine maximale
Abweichung vom gesuchten Funktionswert treffen. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 28
Gegeben sei die Funktion f(x) = e*. Nach dem Satz von Taylor gilt fir die
Funktion an der Stelle a = 0:

2 3 n
flo )_1+x+$—+§—,+ A+ T+ Ra(a).

Das Restglied nach Lagrange ergibt sich zu Ry (z) = (n+1),:rz . Wir suchen

eine Abschitzung fiir et mit R, (z) < 0,01. Nach Satz 2 existiert eine Zahl
€ (0;1) fir die f(x) = Tn(x) + Ry(z) gilt. Aus gewdihltem z resultiert
folgende Abschditzung:

e? nal e 3
—_— < <
CES D! " (nt1)

R, (x) = < 0,01.

Ab einem Grad n = 6 liefert die Lagrangesche Form des Restglieds einen
geschdtzten Fehler, der tm vorherigen Beispiel kleiner als 0,01 ist. Es ergibt
sich die folgende Approximation:

11 1 1 1
exvltmtgtgtaty

1
1 i 2,718055556.

6!

Anmerkung: Wiinschenswert ist eine exakte Erfassung des Fehlers, daher
,bleibt die Darstellung des Restglieds unbefriedigend* (DEISER 2015, S.
95). Mithilfe der Integralrechnung lésst sich dieses Problem beheben. Der
interessierte Leser sei auf DEISER (2015, S. 95 f.) oder HEUSER (2004, S.
283 ff.) verwiesen.
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2.2 Anwendungen der Differenzialrechnung auf 6konomische
Funktionen mit einer Variablen

2.2.1 Gewinnmaximierung

Bei der Analyse von Gewinnfunktionen steht neben der Gewinnschwelle der
maximale Gewinn im Fokus. So fithrt etwa ein Artikel zu den hohen Ticket-
preisen im englischen Fufball auf, dass auslédndische Investoren in den Klubs
»eine gnadenlose Gewinnmaximierung® (WALLRODT 2016) verfolgen. Eine
Studie von RobecoSam zeigt, dass Anleger mit einem Aktienportfolio aus
nachhaltig agierenden Unternehmen ihren Gewinn maximieren kénnen:

,Overall, the findings of this research provide us with credible
evidence that firms that adopt corporate sustainability best prac-
tices are not contradicting or neglecting their primary objective,
which is to maximize the profits of their shareholders.“ (ROBE-
COSAM 2014, S. 7).

Aus Abschnitt 1.3.4 ist bekannt, dass sich der Gewinn als Differenz von
Erlos und Kosten berechnet. Erfolgt die Modellierung dieser Grofien mittels
Funktionen in Abhéngigkeit von der verkauften Menge, erhalten wir:

G(z) = E(z) — K(x).

Die Bestimmung eines lokalen Gewinnmaximums kann mittels Ableitung
erfolgen'”. Sei zg die verkaufte Menge, fiir die der Gewinn maximal wird.
Es gilt die notwendige Bedingung'®:

G'(z¢) = 0. (2.9)

Als hinreichende Bedingung z#hlt!® zu G’(zg) = 0 ein Vorzeichenwechsel
von G'(z) in einer Umgebung von z¢ von + — — oder das Verhalten der
zweiten Ableitung: An der Stelle z¢ des lokalen Maximums einer Gewinn-
funktion ist diese nach rechts gekriimmt. Daraus folgt:

G"(zg) < 0. (2.10)

Zur Berechnung eines lokalen Maximums einer Gewinnfunktion ist dieses
Vorgehen ausreichend. Damit auch tatsédchlich ein globales Maximum vor-
liegt, sind noch die Randwerte der Gewinnfunktion zu untersuchen. Insbe-
sondere eingeschriankte Definitionsbereiche in Form von etwa Kapazitéatsbe-
grenzungen kénnen zu einem globalen Gewinnmaximum am Rand fiihren.

"Méglich sind auch Verfahren, die nicht auf der Differenzialrechnung basieren, wie das
Bestimmen der Scheitelpunktform bei quadratischen Funktionen.

18Finige Wirtschaftswissenschaftler beschrinken sich auf die notwendige Bedingung fiir
das Gewinnmaximum (vgl. PINDYCK und RUBINFELD 2009, S. 368; SIEBERT und
LORZ 2007, S. 78). Eine hinreichende Bedingung zu dessen Bestimmung ist vermehrt bei
Wirtschaftsmathematikern wie TIETZE (2010, S. 283) oder LACHMANN (2006, S. 106)
zu finden. Daran mochten wir uns im Folgenden orientieren.

19\[5glich ist auch eine Uberpriifung von G in einer Umgebung von zg.
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In der Regel zeigen 6konomische Funktionen aber einen gutmiitigen Verlauf,
so dass das lokale Maximum zumeist mit dem globalen identisch ist.

Erfolgt die Bestimmung des maximalen Gewinns anhand der Erlos- und Kos-
tenfunktionen zeigen sich weitere 6konomische Zusammenhénge. Im Folgen-
den legen wir anhand von ausgewé&hlten Beispielen dar, welche Besonderhei-
ten sich bei der Gewinnmaximierung auf einzelnen Mérkten (Monopol, Po-
lypol, monopolistische Konkurrenz) mit unterschiedlichen Kostenverliufen
ergeben. Zunéchst betrachten wir einen Monopolisten, dessen Produktions-
ausgaben sich mit einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion modellieren las-
sen. Fir diesen gilt:

Satz 3

Ein monopolistischer Anbieter sehe sich einer ertragsgesetzlichen Kosten-
funktion gegeniiber. Er maximiert seinen Gewinn, wenn er diejenige Menge
xg verkauft, fir die

a) Grenzerlos und Grenzkosten dibereinstimmen: E'(xq) = K'(xg) und

b) die Steigung des Grenzerloses kleiner ist als die der Grenzkosten:
E//(:Irg) < K/l(xg).

Beweis.
Aus Gleichung (2.9) ergibt sich in Verbindung mit der Definition der Ge-
winnfunktion:

(1.4)

G'(16) = 0'S) E'(ag) — K'(zc) = 0 & E'(xg) = K'(z¢).

An der Stelle der gewinnmaximalen Menge x¢ sind der Grenzerlés und die
Grenzkosten gleich. Fiir Bedingung b) erhalten wir aus Gleichung (2.10):

G"(zc) < 0D (B(zg) - K(za))" < 0o E'(xg) < K"(z¢).

Wir betrachten zum vorhergehenden Satz ein Beispiel.

Beispiel 29

Ein monopolistischer Anbieter setze sein Produkt mit der Preis-Absatz-Funk-
tion p(xr) = —x + 22 ab und sehe sich der folgenden ertragsgesetzlichen
Kostenfunktion gegeniiber:

1
K(z) = §x3 — 322 + 10z + 20.
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Die Erlisfunktion lautet:

E(z) = p(x) -z = —z%+ 22z
Fiir das Gewinnmazxzimum gilt nach Satz 8 die notwendige Bedingung:
F)=K'(z) e 2c+2=2?-62+10c 2?2 — 42 —-12=0. (2.11)

Die Gleichung (2.11) besitzt die Losungen x1 = —2 und x9 = 6. Da 1 nicht
im okonomischen Definitionsbereich liegt, verbleibt xo als einzige Losung fiir
xg. Mit E'(6) = K'(6) und E"(6) < K"(6) besitzt G an der Stelle ¢ = 6
ein lokales Mazimum. Der zugehdrige Funktionswert lautet G(6) = 52 und
stellt gleichzeitig ein globales Mazimum dar: Es ist G(0) = —20 = —K; und
fir x — oo ist K(x) > E(x). Der mazimale Gewinn liegt bei einem Absatz
von 6 M E und betrigt 52 GE.

Betrachten wir im Folgenden einen Monopolisten, der sich einem linearen
Kostenanstieg gegeniibersieht. Da die Grenzkosten in diesem Fall konstant
sind, vereinfacht sich die hinreichende Bedingung aus Gleichung (2.10) zur
Bestimmung eines Gewinnmaximums.

Satz 4
Ein monopolistischer Anbieter sehe sich einer linearen Kostenfunktion ge-
gentiber. Er mazximiert seinen Gewinn, wenn er diejenige Menge g ver-

kauft, fir die
a) Grenzerlos und Grenzkosten dibereinstimmen: E'(xq) = K'(xg) und

b) die Steigung des Grenzerlises negativ ist: E"(zg) < 0.

Beweis. Die Bedingung a) ist identisch mit derjenigen aus Satz 3. Sei wei-
terhin K (x) = max + ¢ die Funktionsgleichung der linearen Kostenfunktion.
Mit K" (z) = 0 folgt fiir die Bedingung b) mit Gleichung (2.10):

G"(z6) < 0'E) (B(ze) — K(zg)) <0 & E"(z6) < 0.

Beispiel 30
FEs sei p(x) = —2x 4 160 die Preis-Absatz-Funktion eines monopolistischen
Anbieters. Fiir die Erlosfunktion gilt:

E(z) = p(x) -z = —22° + 160z.
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Abbildung 2.4: Identische Tangentensteigungen der Graphen von Erlés- und Kostenfunk-
tion an der Stelle des maximalen Gewinns

Mit der linearen Kostenfunktion K(x) = 16x 4 792 gilt fir das Gewinnma-
ximum nach Satz 4 die notwendige Bedingung:
E'(r) = K'(z) & —42 + 160 = 16 < z = 36.

Mit E'(36) = K'(36) und E"(36) = —4 liegt fiir xg = 36 ein lokales Ma-
zimum mit G(36) = 1800 vor, das auch gleichzeitig das globale Mazimum
darstellt: Es ist G(0) = E(0) — K(0) = =792 = —K und fir x — oo ist
K(x) > E(x). Der grofite Gewinn liegt bei einem Absatz von 36 ME und
betrdigt 1800 GE.

Abbildung 2.4 (a) veranschaulicht Satz 3 fiir den Monopolisten aus Beispiel
29. Fiir die gewinnmaximale Menge xg = 6 sind die Steigungen der Gra-
phen von Erlés- und Kostenfunktion identisch. Beide Anstiege sind positiv,
jedoch nehmen fiir x¢ der Grenzerlos ab und die Grenzkosten zu. Anschau-
lich besitzt der Graph der Erlosfunktion eine Rechtskurve und der Graph
der Kostenfunktion ist nach links gekriimmt. Analog verdeutlicht Abbildung
2.4 (b) Satz 4 anhand des Monopolisten aus Beispiel 30. Fiir die gewinn-
maximale Menge z¢ = 36 stimmen die Steigungen der Graphen von Erlos-
und Kostenfunktionen iiberein. Fiir ¢ nimmt der Grenzerlos ab und die
Grenzkosten &ndern sich nicht. Der Graph der Erlosfunktion ist nach rechts
gekriimmt, wihrend der Graph der Kostenfunktion eine konstante Steigung
besitzt und damit die zweite Ableitung gleich null ist.

Neben einem Monopol, das in der Realitéit selten vorzufinden ist (vgl. PIN-
DYCK und RUBINFELD 2009, S. 470), ist das Polypol eine weitere theore-
tische Marktform. Fiir die Gewinnmaximierung eines Polypolisten, der seine
Kosten mit einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion modelliert, gilt:
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Satz 5
Ein polypolistischer Anbieter sehe sich einer ertragsgesetzlichen Kostenfunk-

tion gegeniiber. Er maximiert seinen Gewinn, wenn er diejenige Menge x¢
verkauft, fir die

a) die Grenzkosten mit dem Preis iibereinstimmen: K'(xq) = py und

b) die Steigung der Grenzkosten positiv ist: K" (zg) > 0.

Beweis. Ein polypolistischer Anbieter sieht sich einem konstanten Markt-
preis pps gegeniiber. Daher gilt fiir dessen Erlosfunktion E(z) = pa - x.
Mit E'(x) = py sowie E’(x) = 0 ldsst sich Satz 3 vereinfachen. Fiir die
Bedingung a) gilt:

(

G'zc) =0 Y E(ag) = K'(26) & pu = K'(26).

Weiterhin folgt fiir die Bedingung unter b):

(g)

G"(zg) <0 E'(xzg)-K"(z6) < 0& E'(2g) < K" (2¢) & 0 < K" (2¢).

O

Beispiel 31

Ein polypolistisches Unternehmen vertreibe sein Produkt zum Marktpreis in
Héhe von 87 % Die obere Produktionsgrenze liege bei 14 ME. Das Un-
ternehmen produziere mit einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion K mit:

K(x) = 2% — 122% 4 60z + 100.
Wir erhalten fir das Gewinnmazimum nach Satz 5:
K'(z) = pyr < 327 — 242 + 60 = 87 < 32 — 24z — 27 = 0. (2.12)

Die Gleichung (2.12) besitzt die Losungen x1 = —1 und x9 = 9. Da x1 nicht
im dkonomischen Definitionsbereich liegt, verbleibt xo als einzig sinnvolle
Lésung fiir ve. Mit K'(9) = 87 und K" (9) = 30 > 0 besitzt G fir xg =9 ein
lokales Mazimum mit G(9) = 386, das auch ein globales Mazimum ist. Wir
betrachten die Randwerte: Es ist G(0) = =100 = —K; und G(14) = —114.
Beim Absatz von 9 ME erzielt das Unternehmen den mazimalen Gewinn in
Héhe von 386 GE.

Modelliert ein polypolistischer Anbieter seine Ausgaben mit einer linearen
Kostenfunktion, so ist Satz 3 nicht anwendbar. Grenzerlés und Grenzkosten
besitzen in der Regel verschiedene konstante Werte.
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Abbildung 2.5: Gewinnmaximierung eines polypolistischen Anbieters mit (a) einer ertrags-
gesetzlichen Kostenfunktion und (b) einer linearen Kostenfunktion

Satz 6

Ein polypolistischer Anbieter sehe sich einer linearen Kostenfunktion ge-
gentiber. Er mazximiert seinen Gewinn, wenn er diejenige Menge g ver-
kauft, die bei Uberschreitung der unteren Gewinnschwelle an der Kapa-
zitdtsgrenze liegt.

Beweis. Sei xy die untere Gewinnschwelle, so dass fiir jedes x¢ > z¢ gilt:
E(zg) > K(zg). Da E(z) und K(z) streng monoton steigend sind und
E'(z) > K'(x) gilt, nimmt die Differenz aus E(x) und K(x) fir g — oo
zu.

O

Beispiel 32

Ein polypolistischer Anbieter sehe sich dem Marktpreis 20 % gegendiber.
Daraus ergibt sich fiir ihn die Erlésfunktion E(x) = 20x. Die Kosten lassen
sich mit K (x) = 10x+50 beschreiben. Mazimal kénnen 30 Mengeneinheiten
produziert werden. Der Ansatz E'(x) = K'(x) ist hier nicht zielfiihrend.
Aus E(x) = K(z) ergibt sich die untere Gewinnschwelle bei xo = 5. Mit
G(30) = E(30) — K(30) = 250 gilt: Der mazimale Gewinn liegt an der
Kapazititsgrenze mit xg = 30 und betrdgt 250 GE.

Abbildung 2.5 (a) verdeutlicht die Aussage von Satz 5 anhand des Bei-
spiels 31. Sieht sich ein polypolistischer Anbieter einer ertragsgesetzlichen
Kostenfunktion gegeniiber, stimmen fiir die gewinnmaximale Menge dessen
Grenzkosten und Grenzerlos, der identisch mit dem Preis ist, iiberein. Das
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Gewinnmaximum liegt im Bereich der iiberproportional ansteigenden Kos-
ten. Abbildung 2.5 (b) veranschaulicht Satz 6. Es zeigt die Graphen der
linearen Erlos- und Kostenfunktionen des polypolistischen Anbieters aus
Beispiel 32. Der maximale Gewinn liegt an der Kapazitéitsgrenze. In beiden
Schaubildern ist der maximale Gewinn als gréfite Differenz aus Erlos und
Kosten zu erkennen. AbschlieBend untersuchen wir die Gewinnmaximierung
eines Unternehmens unter monopolistischer Konkurrenz. Ein Anbieter auf
diesem Markt sieht sich wie in Abschnitt 1.3.1 beschrieben einer doppelt
geknickten Preis-Absatz-Funktion gegeniiber. Wir beschrinken uns bei der
Betrachtung auf eine lineare Kostenfunktion.

Satz 7
Ein Anbieter unter monopolistischer Konkurrenz sehe sich einer doppelt
geknickten Preis-Absatz-Funktion sowie einer linearen Kostenfunktion ge-

gentiber. Er mazximiert seinen Gewinn, wenn er diejenige Menge g ver-
kauft, fir die gilt:

a) Grenzkosten und Grenzerlds sind identisch: E'(zq) = K'(xg) und
b) die Steigung des Grenzerlises ist negativ: E" (zg) < 0 und

c) G(zq) ist globales Mazimum von G(x).

Beweis. Die Bedingung a) E'(zg) = K'(z¢) folgt aus Satz 3. Aufgrund der
doppelt geknickten Preis-Absatz-Funktion ist sie auf jeden Abschnitt anzu-
wenden. Losungen, die auflerhalb eines Abschnitts liegen, entfallen. Da es
sich um eine lineare Kostenfunktion handelt, vereinfacht sich die Bedingung
E"(zg) < K"(xg) unter b) zu E"(xg) < 0, da K"(xg) = 0 ist?’. Durch
Einsetzen der verbliebenen Losungen in G(x) ist zu priifen, an welcher Stelle
zq das globale Maximum liegt.

O

Beispiel 33
Ein polypolistischer Anbieter mit monopolistischem Preisspielraum sehe sich
folgender Erlosfunktion gegentiber:

—0,522+ 110z, 0 <z <40
E(z) =< —2%+ 130z, 40 <z < 80
—0,25x2 + 70z, 80 < x < 280.

20Fiir eine nicht-lineare Kostenfunktion ist E”(v¢) < K" (z) zu fordern.
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Abbildung 2.6: Ubereinstimmung von Grenzerlés und Grenzkosten unter monopolistischer
Konkurrenz

Die anfallenden Kosten lassen sich mit K(x) = 20z 4+ 1000 beschreiben.
Nach Satz 7 sind die folgenden drei Gleichungen zu l6sen:

—2+110=20; —2x+ 130 =20; —0,5z + 70 = 20.

Wir erhalten drei Losungen fiir eine mdgliche lokale Extremstelle. Die erste
Gleichung besitzt die Losung x1 = 90, jedoch liegt diese nicht im vorgegebe-
nen Intervall [0;40). Der zweite Abschnitt besitzt an der Stelle xo = 55, der
dritte Abschnitt an der Stelle x3 = 100 eine mdgliche lokale FExtremstelle.
Sowohl xo als auch x5 liegen im vorgegebenen Intervall und es gilt jeweils
E"(55) < 0 bzw. E"(100) < 0. Mit G(55) = 2025 und G(100) = 1500 ist
xa = b5 und an dieser Stelle besitzt G(x) auch das globale Mazimum, da die
Uberpriifung der Randbereiche keinen griferen Funktionswert liefert. Abbil-
dung 2.6 zeigt die Ergebnisse dieses Beispiels: Es existieren zwei Stellen, fiir
die Grenzerlos und Grenzkosten identisch sind. Fiir beide ist E"(x) < 0. Die
Differenz aus Erlos und Kosten ist fiir xg = 55 aber am grifiten.

Zum Ende dieses Abschnitts weisen wir darauf hin, dass der Begriff Gewinn-
maximum nicht gleichbedeutend ist mit Gewinn erzielen. Die erste Ableitung
beriicksichtigt nur die Steigung der Funktionen, die zweite Ableitung deren
Kritmmung. Uber die Funktionswerte wird nichts ausgesagt. Betrachten wir
ein Beispiel:

Beispiel 34
FEin Monopolist sehe sich der Preis-Absatz-Funktion p(x) = —x+10 und der
Kostenfunktion K(x) = 2x + 25 gegeniiber. Fiir die Erlosfunktion gilt:

(12)

E(x) p(z) -2 = —2® + 10z.
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Mit der notwendigen Bedingung aus Satz 3 erhalten wir:
Fa)=K'(z)e 2r+10=2s 2 =4.
Wir vergleichen die zweiten Ableitungen an dieser Stelle:
E'(4) < K"(4) & -2 <0.

Aus G(4) = =9 resultiert: Der mazimale Gewinn liegt bei 4 M E und betrigt
—9 GE. Das Unternehmen arbeitet folglich mit Verlust.

2.2.2 Betriebsminimum und -optimum

Neben den Groflen Erlos, Kosten und Gewinn interessiert sich ein Unterneh-
men fiir die entsprechende Grofie pro Stiick. So ist etwa in einem Artikel zu
VW zu lesen, dass der Konzern das Ziel verfolgt, moglichst viele verschie-
dene Modelle aus den gleichen Teilen zusammenzubauen. Denn ,je mehr
davon gebaut werden, desto geringer fallen die Stiickkosten aus und desto
hoher der Gewinn“ (DOLL, N. 2015). Liegt eine 6konomische Funktion vor,
so kann daraus die Stiickfunktion bestimmt werden. Dazu benétigen wir den
Begriff der Durchschnittsfunktion, der im Folgenden definiert wird.

Definition 14 (Durchschnittsfunktion)
Gegeben sei die Funktion f(x) mit x # 0. Der Quotient

flz) = ) (2.13)

x

heif$t Durchschnittsfunktion von f(x).

Beispiel 35
In der Okonomie wichtige Durchschnittsfunktionen nach Definition 14 sind:

a) Die Durchschnittsfunktion einer Kostenfunktion heifst Stiickkostenfunk-
tion. Sie gibt die Kosten pro Stick (auch Stickkosten) fir x Men-
geneinheiten an und wird mit k(x) bezeichnet. Wir erhalten etwa fiir
K(z) = 2% — 3022 + 310z + 1156:

1156

=22 — 30z + 310 + ——.
X X

b) Die Durchschnittsfunktion einer variablen Kostenfunktion heifit va-
riable Stiickkostenfunktion. Sie ¢ibt die variablen Kosten pro Stick
fiir © Mengeneinheiten an und wird mit k,(z) bezeichnet. Es gilt fir
Ky(z) = 2% — 3022 + 310a:

Ky(2)

ky(x) = = z% — 30z + 310.
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c¢) Die Durchschnittsfunktion einer Erlosfunktion E(x) eines monopolis-
tischen Anbieters ist identisch mit dessen Preis-Absatz-Funktion p(x).
Der Zusammenhang folgt aus Gleichung (1.2):

Wir erhalten etwa fiir die Erlosfunktion E(x) = —x? + 25x:

E(z)

p(z) = = —x + 25.
Im Folgenden untersuchen wir die Funktionen der Stiickkosten und der va-
riablen Stiickkosten einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion. Es gilt:

Definition 15 (Betriebsminimum /-optimum)
Gegeben seien die Funktionen der wvariablen Stickkosten k,(x) und der
Stiickkosten k(x).

a) Das Minimum von ky(x) heifst Betriebsminimum.

b) Das Minimum von k(x) heifit Betriebsoptimum.

Beispiel 36
Gegeben sei die Kostenfunktion K(z) = x® — 30z% + 310z + 1156.

a) Das Betriebsminimum besitzt die Koordinaten Byy,in(15]85). Der Funk-
tionswert kennzeichnet die kurzfristige Preisuntergrenze, da beim
Verkauf des Gutes lediglich die variablen Kosten gedeckt sind.

b) Das Betriebsoptimum besitzt die Koordinaten Bop(17|157). Der Funk-
tionswert kennzeichnet die langfristige Preisuntergrenze, da beim
Verkauf des Gutes sowohl die variablen als auch die fizen Kosten ge-
deckt sind. Fiir einen hoheren Preis erwirtschaftet das Unternehmen
Gewinn.

Abbildung 2.7 (a) zeigt die Graphen der Stiickkostenfunktion und der varia-
blen Stiickkostenfunktion aus Beispiel 36. Betriebsminimum und -optimum
sind als Tiefpunkte der Graphen zu erkennen. Zeichnen wir wie in Abbildung
2.7 (b) zusétzlich den Graphen der Grenzkostenfunktion ein, scheint dieser
die Graphen der variablen und gesamten Kosten in deren Tiefpunkten zu

schneiden. Diese Zusammenh&nge lassen sich auch rechnerisch bestéitigen.
Wir halten fest (vgl. TIETZE 2010, S. 319):
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Abbildung 2.7: (a) Graphen von variablen sowie gesamten Stiickkostenfunktionen und (b)
Zusammenhang zwischen den Grenzkosten sowie variablen und gesamten Stiickkosten

Satz 8
Sei K eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion. Es gelten folgende Zusam-
menhdnge:

a) Im Betriebsminimum sind die Grenzkosten wund die variablen
Stiickkosten identisch.

b) Im Betriebsoptimum sind die Grenzkosten und die gesamten
Stiickkosten identisch.

Beweis. Aus der notwendigen Bedingung fiir eine Extremstelle folgt fiir die
variable Stiickkostenfunktion mit = # 0:

K”(x)>/ =06 (Ky(z) -2 =0.

(o)) =0 2 (£

Anwenden der Produktregel liefert:
Kl(z) -z '+ Ky(z)-(-1)-272=0.
Wir multiplizieren beide Seiten mit z2 # 0:
Ky
Kl (z) 2z — Ky(z) =0& K, (z) = Kulz) & K'(z) = ky(2).
x

Der letzte Schritt erfolgt aus der Gleichheit der Ableitungen von K und
K, (die Fixkosten verschwinden beim Ableiten) und aus der Definition der
variablen Stiickkosten als Durchschnittsfunktion der variablen Kosten. Sei
Tmin die Stelle des Betriebsminimums, folglich gilt:

(kv(xmzn))/ =0« Kl(xmm) - kv(xmin)-
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Der Beweis des 2. Satzes fiir das Betriebsoptimum folgt analog. Es ist ledig-
lich K, durch K zu ersetzen.

O

Neben der algebraischen Bestimmung von Betriebsminimum und -optimum
lassen sich diese wie in Abbildung 2.8 (a) graphisch darstellen: Die Steigung
der Verbindungsgeraden vom Ursprung zu einem Punkt P(zo|K(x0)) mit
zg # 0 auf dem Graphen der Kostenfunktion entspricht den Stiickkosten
mit:

K (zo)

tan(a) = - = k(zo).

Des Weiteren beschreibt diejenige Gerade, ,,die eine Tangente zur Kosten-
funktion ist* (SIEG 2012, S. 94), die minimalen Stiickkosten. Denn am
Beriithrpunkt der Tangente Bopi(Zopt| K (zopt)) mit dem Graphen von K (x)
ist die Steigung der Geraden am kleinsten. Abbildung 2.8 (b) zeigt die Tan-
gente vom Ursprung zum Graphen von K (z). Hierbei gilt:

k(zopt) = tan(B) = K'(zopt)-

Aus Satz 8 folgt, dass an der Stelle z,,; das Betriebsoptimum liegt. Fiir das
Betriebsminimum ist analog die Tangente durch den Ursprung an den Gra-
phen von K, (z) zu ziehen. Wird die Untersuchung am Graphen von K (x)
vorgenommen, ist anstelle des Ursprungs der Punkt P(0|K) zu wihlen.

K o K

X opt

(b)

Abbildung 2.8: Verbindungsgerade vom Ursprung zu (a) einem beliebigen Punkt auf K (x)
und (b) als Tangente an K (x)

95



2.2.3 Koeffizienten einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion

Kosten nehmen im Normalfall mit steigender produzierter Menge zu. Folg-
lich sind die in dieser Arbeit aufgefiihrten Kostenfunktionen auf ihrem De-
finitionsbereich (streng) monoton steigend?!. Von allen moglichen Kosten-
verldufen (linear, iiber-, unterproportional) untersuchen wir in diesem Ab-
schnitt eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion genauer. Diese ist im Allge-
meinen von der Form:

K(z) = az® + ba® + cz + d, (a #0).

Wie sind die Koeffizienten a, b, c und d zu wéahlen? Es gilt:

Satz 9
Fir die Koeffizienten einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion mit

K(z) =az® +ba® +cx +d

qilt: a > 0; b < 0; c>0; d > 0; b? < 3ac.

Beweis.

a) Mit d werden die Fixkosten beschrieben, die bei einer Absatzmenge
von Null anfallen. Sie sind nicht negativ. Damit ist d > 0.

b) Fiir x — oo strebt K — oo. Daher ist a > 0.

¢) Die Kosten sind fiir zunehmende Mengen monoton steigend. Der Graph
von K besitzt keine Hoch- oder Tiefpunkte, ansonsten sinken die Kos-
ten in einem Intervall. Daher darf die folgende Gleichung héchstens
eine Losung besitzen:

K'(z) =0 < 3az® 4 2bx + ¢ = 0.
Mithilfe einer quadratischen Losungsformel erhalten wir:
b ¥ e
3a 9a? 3a
Damit die Gleichung (2.14) hochstens eine Losung besitzt, darf der
Wert der Diskriminante nicht positiv sein. Es folgt:

e (2.14)

L PN
9a2 3a — 9a2 ~ 3a

Es sind 5% > 0 und a > 0. Daraus resultiert, dass ¢ > 0 ist?2.

& 3ab® < 9d%c = b? < 3ac.

21'Wir begniigen uns im Folgenden mit einer monoton steigenden Kostenfunktion, um
in den Unterrichtseinheiten die Existenz eines Sattelpunktes zu ermoglichen.

—2b++/4b2—12ac

22Das gleiche Ergebnis erhalten wir iiber z; o = G
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d) Im ersten Quadranten eines kartesischen Koordinatensystems besitzt
der Graph der Kostenfunktion einen Wendepunkt W (zw|K (zw)). An
der Stelle xy ist das Minimum der Grenzkosten zu finden. Es muss
daher gelten:

" b
K (xW):0<:>6axW+2b:O<:>wW:—3—.
a
K"(x) = 6a > 0 bestiitigt nochmals, dass a > 0 zu wihlen ist (Mini-
mum von K'). Folglich gilt b < 0, da = nur positive Werte annehmen
kann.

O

Beispiel 37

Gegeben sei eine Schar von Funktionen K.(z) = 23 — 3022 + cz + 1156. Mit
Satz 9 handelt es sich bei K.(x) um eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion,
wenn fiur den Parameter c gilt:

(=30)2<3-1-c < c>300.

Fiir ¢ > 300 ist K.(x) eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion.

2.2.4 Elastizitit im Umfeld 6konomischer Funktionen

Die Elastizitét beschreibt in den Wirtschaftswissenschaften die Moglichkeit,
eine relative Funktionswertédnderung zu messen. Sie stellt eine Verbindung
aus Differenzial- und Prozentrechnung dar. Thre grofle Bedeutung erhélt
die Elastizitdt dadurch, dass sich mit ihr 6konomische Zusammenhénge
beschreiben lassen, die sonst nur schwer zugénglich sind. Aus Satz 1 wis-
sen wir, dass sich die (ndherungsweise) absolute Funktionswertéanderung bei
Erhohung der unabhéngigen Variablen um eine Einheit iiber die Grenz-
funktion beschreiben lésst. Jedoch besitzt die Beschreibung des Anderungs-
verhaltens einer Funktion mittels Ableitung zwei Schwachstellen (vgl. TIET-
ZE 2010, S. 302):

— Der Wert der ersten Ableitung hingt mafigeblich von der verwendeten
Einheit ab.

— Der Wert der ersten Ableitung sagt nichts dariiber aus, ob es sich
bezogen auf den Ausgangswert um eine verhiltnisméflig kleine oder
grofle Anderung handelt.

Betrachten wir dazu ein Beispiel.
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Beispiel 38
Ein Unternehmen setze sein Gut mit der folgenden Nachfragefunktion ab:

x(p) = —2p + 4000.

Der Preis wird in € pro kg und die Menge in kg gemessen. Da der Grenz-
absatz mit x'(p) = —2 konstant ist, verringert sich die abgesetzte Menge
unabhdngig vom gewdhlten Preis bei einer Preiserhéhung von einem Furo
pro kg um 2 kg. Wird die Menge in Gramm gemessen, erhalten wir:

2'(p) = —2000.

Ohne Angabe der MajSeinheit kann die Interpretation der erstemn Ableitung
zu Fehlern fiithren. Weiterhin ist der Grenzabsatz unabhdngig vom gewdhlten
Preis immer gleich. So fiihrt eine Erhéhung des Preises von z. B. €1000
pro kg auf €1001 pro kg zur gleichen absoluten Mengendnderung wie eine
Preisinderung von €5 pro kg auf €6 pro kg. Die relativen Anderungen zeigen
ein vollstindig unterschiedliches Verhalten:

a) Fir die relativen Anderungen der Preise gilt: Eine Preiserhéhung von
€5 pro kg auf €6 pro kg entspricht einer relativen Preissteigerung von
20%. Demgegeniiber besitzt die Anderung des Preises von €1000 pro kg
auf €1001 pro kg eine relative Anderung von 0,1%. Gleiche absolute
Preissteigerungen um einen FEuro fiihren je nach Ausgangswert auf
eine unterschiedliche relative Preisinderungen.

b) Fiir die relativen Anderungen der nachgefragten Mengen gilt: Sinkt
die Nachfrage von 3990 kg auf 3988 kg, entspricht dies einer relativen
Anderung von ca. —0,05%. Eine Abnahme der Nachfrage von 2000 kg
auf 1998 kg stimmt mit einer relativen Anderung von —0,1% iiberein.
FEin Nachfrageriickgang um zwei kg fihrt je nach Ausgangswert auf
eine unterschiedliche relative Anderung der nachgefragten Menge.

Das obige Beispiel zeigt, dass gleiche absolute Anderungen von Mengen und
Preisen verschiedene relative Anderungen zur Folge haben. In den Wirt-
schaftswissenschaften wird die relative Anderung einer Gréfie mittels einer
Funktion, der so genannten Bogen-Elastizitdt, bestimmt (vgl. LUDERER
und WURKER 2003, S. 308; TIETZE 2009, S. 1180).

Definition 16 (Bogen-Elastizitét)

Gegeben sei die Funktion f(x) (mit x # 0, f(z) #0). Andert sich x um Ax
und f dementsprechend um Af = f(x+ Azx)— f(x) so heifit das Verhiltnis
ef(x) der relativen Anderungen Bogen-Elastizitit von f bzgl. x. Es gilt:

8 fetbeoi)
ef(z) =L =—2—. (2.15)
T x

o8



Das Ergebnis des Quotienten der relativen Anderungen ist dimensionslos.
Allgemein gibt der Zahlenwert aus Gleichung (2.15) an, um wie viel Prozent
sich die abhéngige Variable f durchschnittlich &ndert, wenn die unabhéngige
Variable ausgehend vom Wert x um ein Prozent steigt. Fiir umfangreichere
Berechnungen ist die Bestimmung der relativen Anderung iiber die Bogen-
Elastizitédt sehr umstédndlich. Eine Alternative stellt der Grenziibergang fiir
Az — 0 dar. Es gilt:

Af
) ) 7 . Af =z . Af z @, =z
1 = lim =— = lim —.-— = lim —-= =" f-=. (2.1
A er () ars0 BT T Asho f Az Aes0Az | [ (216)

Am Ende steht in Gleichung (2.16) der in den Wirtschaftswissenschaften
gebrauchliche Term zur ndherungsweisen Berechnung der Bogen-Elastizitét.

Definition 17 (Punkt-Elastizitét)
Sei f(x) eine differenzierbare Funktion mit f(x) # 0. Dann heifit

_ [@)

ef(z) (o)

T (2.17)

Punkt-FElastizitdt von f bzgl. x.

Die Punkt-Elastizitét e ¢(x) stellt eine Funktion dar und heifit auch Elas-
tizitdtsfunktion (vgl. DIETZ 2012, S. 300) von f. Zur Berechnung des
Flastizitdtswertes einer Funktion ist fiir die Variable eine Stelle einzuset-
zen. Der Zahlenwert der Punkt-Elastizitdt gibt eine momentane relative
Anderung des Funktionswertes an. Da jedoch eine solche Betrachtungsweise
O0konomisch nicht sinnvoll ist, wird er als Ndherung betrachtet. Das Ergebnis
aus Gleichung (2.17) gibt an, um wie viel Prozent sich die abh#ingige Varia-
ble f ndherungsweise dndert, wenn sich die unabhéngige Variable z bezogen
auf den Ausgangswert um 1% erhoht (vgl. DIETZ 2012, S. 302).

Beispiel 39
Gegeben sei die Nachfragefunktion x(p) = —2p + 4000. Der Preis pg = 1500
wird um 2%, also um 30 % erhoht. Fiir die Bogen-FElastizitit gilt:

~60
£2(1500) = 1980 = 3.

1500

o

Das bedeutet: Steigt der Preis pg = 1500 um 2%, dann sinkt die nachgefragte
Menge um durchschnittlich 3%. Die Punkt-FElastizitit bestitigt das Ergebnis:
2’ (1500)

£2(1500) = =(1500)

- 1500 = —3.
Steigt der Preis pg = 1500 um 1%, nimmt die Nachfrage um ca. 3% ab.
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Im Folgenden arbeiten wir ausschlieBlich mit der Punkt-Elastizitédt. Dabei
sei die Ndherung nicht weiter erwéhnt, sondern stets impliziert. Neben der
,Elastizitat von f bzgl. x“ wird im 6konomischen Kontext der Begriff der
»r-Elastizitdt von f“ benutzt, wobei hier die unabhéingige Variable zuerst
genannt wird. Mit dem Zahlenwert der Elastizitiit?>® lisst sich eine Aussage
iiber die Starke einer Funktionswertdnderung treffen. Fiir den Vergleich der
Anderung von f zu einer 1%-igen Anderung der unabhiingigen Variable
haben sich in den Wirtschaftswissenschaften zugehorige Begriffe gebildet
(vgl. TIETZE 2010, S. 308; WILDMANN 2007, S. 132). Wir geben diese in
Tabelle 2.1 fiir eine Funktion f an. Fiir eine vereinfachte Schreibweise sei
eine Steigerung der unabhingigen Variable x um 1% impliziert.

Zahlenwert Reaktion von f Begriff

—l<ep(z) <1 vergleichsweise geringere f ist unelastisch bzgl. z
relative Anderung

speziell: keine Anderung f ist vollkommen
ef(x) =0 unelastisch bzgl. =

ef(r) > 1 oder vergleichsweise starke re- f ist elastisch bzgl.

er(z) < —1 lative Anderung

speziell: unendlich grofie f ist vollkomen

ef(r) = £oo Anderung elastisch bzgl. x

er(z)==£1 betragsmifig gleiche f ist proportional
relative Anderung elastisch bzgl. «

Tabelle 2.1: Okonomische Begriffsbildung bei verschiedenen Werten der Elastizitit

Im Falle einer Nachfragefunktion gibt die Elastizitdt eine Riickmeldung iiber
das Verhalten der Nachfrager auf eine Preiserhhung an. Fiir eine vollkom-
men unelastische Nachfrage findet selbst bei einer 1%-igen Erhohung des
Preises keine Reaktion der Nachfrager statt. Dies trifft z. B. auf lebens-
notwendige Arzneimittel zu. Eine vollkommen elastische Nachfrage liegt
vor, wenn eine 1%-ige Erhéhung des Preises zu einem unendlichen grofien
Riickgang der Nachfrage fithrt. Die unterschiedliche Reaktion der Nachfra-
ger auf eine Preiserhohung wird mit dem Begriff der Reagibilitit (vgl.
BLEICH 2012) bezeichnet. Betrachten wir dazu Beispiel 40.

2Wenn in der Literatur von Elastizitit die Rede ist, dann ist iiblicherweise die Punkt-
Elastizitdt gemeint. Dem schlieflen wir uns im Folgenden an.
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Beispiel 40
Gegeben sei die Nachfragefunktion x(p) = —0,5p + 100. Fir die Elasti-

zitdatsfunktion gilt:
-0,5

~ 0,5p+ 100

Tabelle 2.2 zeigt zu verschiedenen Preisen die Elastizitdtswerte auf:

€z(p) 22

po 0 75 100 120 200
ez(po) 0 —0,6 -1 —1,5 ——o0

Tabelle 2.2: Preis-Elastizitdt der Nachfrage fiir verschiedene Preise

Wir erkennen, dass je nach Ausgangswert 1%-ige Preiserhohungen unter-
schiedliche Auswirkungen auf die relative Anderung der Nachfrage besitzen.
So liegt fiir Preise kleiner als 100 % eine unelastische Nachfrage vor, d.
h. fiir diese Preise fiihrt eine 1%-ige Steigerung des Preises auf einen ver-
gleichsweise geringeren relativen Nachfrageriickgang. Fiir Preise diber 100
% ist die Nachfrage elastisch, d. h. in diesem Abschnitt fihrt eine 1%-ige
Steigerung des Preises auf einen vergleichsweise stirkeren relativen Nach-
frageriickgang. Abbildung 2.9 verdeutlicht die unterschiedlichen Bereiche der
Preis-Elastizitdt der Nachfrage.

X |
100 I
\\\ :
B |
80 + \\\'\ :
\\\ |
60 | . o5
unelastische ™ elastische
0 | Nachfrage . 8 Nachfrage
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Abbildung 2.9: Elastische und unelastische Nachfrage

Fiir ein Unternehmen ist es wichtig die Auswirkungen von Preisédnderungen
auf die Kéufer zu kennen: Geht die Nachfrage bei einer Preiserh6hung ver-
gleichsweise stark oder schwach zuriick? Welche Folgen besitzt dies fiir den
Erlos? Im November 2011 fand sich beit HANDELSBLATT-ONLINE (2011)
unter dem Titel ,,Campbell verbrennt sich an Preiserhchung* folgende Mel-
dung:
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»Der Suppenhersteller, der in Deutschland mit Erasco und Heis-
se Tasse in den Supermirkten vertreten ist, konnte seine US-
Kunden nicht von seinen héheren Preisen iiberzeugen. Zu viele
Dosen blieben in den Regalen stehen. [...] US-Kunden haben dem
weltgrofiten Suppenhersteller Campbell nach Preisanhebungen
die kalte Schulter gezeigt. Der Umsatz in der US-Suppensparte
ging im ersten Geschéftsquartal um vier Prozent zuriick]...].“

Die Preiserhohung von Campbell hatte einen so starken Nachfrageriickgang
zur Folge, dass der Erlos spiirbar sank. Kunden koénnen bei zu hohen Preis-
steigerungen zu anderen Marken oder dhnlichen Produkten wechseln. Doch
wie lédsst sich aus dem Wissen iiber die Preis-Elastizitdt der Nachfrage eine
Aussage iiber den Erlos bestimmen? Es gilt folgender Zusammenhang:

Satz 10
Gegeben sei eine streng monoton fallende Nachfragefunktion:

a) Liegt fiir einen Preis eine unelastische Nachfrage vor (e,(p) > —1), so
steigt der Erlos bei einer (1%-igen) Preiserhéhung.

b) Liegt fiir einen Preis eine elastische Nachfrage vor (e;(p) < —1), so
sinkt der Erlds bei einer (1%-igen) Preiserhohung.

Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis aus Satz 10 widmen, miissen wir
einige Voriiberlegungen anstellen. Dazu gehort der folgende Satz:

Satz 11
Zwischen der Elastizitit einer Funktion f(x) und der Elastizitit der zu-
gehdorigen Durchschnittsfunktion f(x) gilt:

ef(z) = ef(z) + 1. (2.18)

Beweis. Fiir den Beweis von Satz 11 greifen wir auf die Durchschnittsfunk-
tion aus Definition 14 zuriick. Fiir diese gilt mit = # 0 und f(x) # 0:

Fa) = o @) = F) - (2.19)
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Da es sich beim ersten Summanden in der Klammer um die z-Elastizitét
von f handelt, erhalten wir einen interessanten Zusammenhang zwischen
Grenz-, Durchschnittsfunktion und Elastizitét der Durchschnittsfunktion:

F(z) = F(z) - (e5(2) + 1) & T2 = ex(x) + 1. (2.20)

Aus der Definition der Elastizitétsfunktion (vgl. Gl. (2.17)) ergibt sich:

_ @) f'(@) @) f(2)
f(x) =) fl@)

Mit den Gleichungen (2.20) und (2.21) folgt die zu beweisende Gleichung
(2.18):

16 (2.21)

O

Wie zuvor erldutert, ist eine Preis-Absatz-Funktion die Durchschnittsfunk-
tion einer Erlosfunktion. Fiir p # 0 gilt:

E(p)

p

E(p) = z(p) - p & x(p) =

Mit Gleichung (2.18) folgt der Zusammenhang der Elastizitéten von Erlos-
und Preis-Absatz-Funktion:

ep(p) =ex(p) + 1. (2.22)

Dies kénnen wir benutzen, um die in Satz 10 formulierten Zusammenhénge
zum Verhalten des Erloses in Bezug auf die Preis-Elastizitéit der Nachfrage
nachzuweisen. Wir beschrénken uns fiir den Beweis auf den ersten Teil, der
zweite wird analog gefiihrt.

Beweis.
2.22
ex(p) > —-1<e(p)+1>0 (22 eg(p) > 0.

O

Dabei spielt der Zahlenwert der Preis-Elastizitéit des Erloses eine unterge-
ordnete Rolle. Wichtig ist nur, dass im unelastischen Bereich der Nachfrage
bei einer 1%-igen Erhohung des Preises der Erlos um eine positive Pro-
zentzahl steigt, in Analogie dazu im elastischen Bereich fillt. Nicht nur fiir
Nachfrage- und Erlosfunktionen lassen sich Zusammenhéinge im Umfeld der
Elastizitét finden. Auch Kostenfunktionen weisen interessante Verbindungen
zur Elastizitdt auf. Es gilt:
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Satz 12
Gegeben sei eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion. Es gelten die folgenden
beiden Zusammenhdnge:

a) Im Minimum der gesamten Stiickkosten (Betriebsoptimum) sind die
Gesamtkosten proportional elastisch bzgl. der abgesetzten Menge.

b) Im Minimum der variablen Stickkosten (Betriebsminimum) sind
die variablen Stiickkosten proportional elastisch bzgl. der abgesetzten
Menge.

Bewets.
Fiir die Elastizitatsfunktion der Kosten gilt mit K(z) # 0 und z # 0:

2.17) K'(x) . K'(x) (213) K'(x)
- K(z) T @ k()

e’;‘K(:U)

Im Betriebsoptimum sind nach Satz 8 Grenzkosten und Stiickkosten an der
Stelle x4y identisch:

K/@osz) = k(Zopt)-

Damit erhalten wir die geforderte Aussage:

ex(Topt) = 1.

Fiir die Elastizitétsfunktion der variablen Kosten gilt mit K,(z) # 0 und

x #0:
a0 Ky(e) | K@) o K@)

K,(z) = K@ ky(x)

£r, (2)

Die ersten Ableitungen von K () und K,(z) stimmen iiberein®* und nach
Satz 8 sind im Betriebsminimum Grenzkosten als auch variable Stiickkosten
an der Stelle x,,;, identisch:

K'(Zmin) = ko(Zmin)-
Damit folgt fiir das Betriebsminimum die Richtigkeit der Annahme:

€K, (xmzn) =1.

2Es gilt: K, (z) = K'(z), da die Fixkosten beim Ableiten wegfallen.
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Die im Rahmen etwa des Beweises von Satz 12 auftretenden Elastizitétsfunk-
tionen werden in der Okonomie hauptsichlich zur Bestimmung eines Zahlen-
wertes herangezogen (vgl. LUDERER und WURKER 2003; TIETZE 2010).
Eine eigensténdige Betrachtung ist uniiblich, daher ist dazu in den grofien
Standardwerken der Wirtschaftsmathematik und der Betriebswirtschafts-
lehre nichts zu finden. Wir zeigen auf, dass es sich durchaus lohnt diese
Funktionen zu untersuchen. Es gilt folgender Zusammenhang:

Satz 13
Es sei die Funktion f im Intervall [a,b] definiert und differenzierbar. Fiir
ein xo € [a,b] ist weiterhin (¢ ¢(x0))" = 0. Dann gilt:

ef(xo) = epr(x0) + 1. (2.23)

Beweis. Wir setzen voraus, dass die Elastizitdtsfunktion e7(x) differenzier-
bar ist. Mittels Ableitung erhalten wir fiir = # 0, f(x) # 0:

Jean (Fl@) F@)\ e (@)Y
(ef(x) =0) & (f(x) a:) :0(:)<f(xw)> =0& <($)> =0

Aus der Quotientenregel folgt:

(f/(@)’ o '@ T@) = @) T _, (2.24)
f(x) (F(@))

Mit einigen elementaren Umformungen fithrt die Gleichung (2.24) zu:

(@) flz) = f(z)- F(x). (2.25)

Fiir den Term 7(9:) aus Gleichung (2.25) gilt nach Definition einer Durch-
schnittsfunktion:

() 29 <f<w> ) _f@)a—f@) (2.26)

z 2

Wir setzen Gleichung (2.26) in Gleichung (2.25) ein und verwenden die De-
finition der Durchschnittsfunktion:

v J@) P e @) @) @) f@)
(R )
Nach Gleichung (2.17) handelt es sich in Gleichung (2.27) auf der linken

Seite um die Elastizitit der Grenzfunktion f’ und auf der rechten Seite um
die Elastizitdt der Funktion f. Daraus folgt schliefflich:

(2.27)

ep(r) =¢cf(x) =1 ep(x)+1=cp(x).
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Sei xg die Stelle, an der die Ableitung der Elastizitdtsfunktion verschwindet.
Dann muss gelten:

(e£(20)) = 0 & ep(20) + 1 = ef(x0).
U

Satz 13 liefert einen Zusammenhang zwischen der Elastizitét einer Funktion
und der Elastizitdt der zugehorigen Grenzfunktion. In Verbindung mit Satz
11 erhalten wir:

Satz 14
Es sei die Funktion f im Intervall [a,b] definiert und differenzierbar. Fiir
ein mo € [a,b] ist (e4(z0)) = 0. Dann gilt:

ey (o) = ex(wo).

Beweis. Fiir ein xg mit (e¢(zg))’ = 0 erhalten wir nach Satz 13:
ef(wo) = epr(zo) + 1.

Aus Satz 11 ist folgender Zusammenhang bekannt:

ef(x) = ep(x) + 1.
Aus den beiden vorherigen Gleichungen folgt fiir ein z¢ mit (¢7(zg))" = 0:

eg(xo) = ex(@o).

O

Wir beziehen die erhaltenen Ergebnisse zur Veranschaulichung auf eine er-

tragsgesetzliche Kostenfunktion. Mit (ex(xg))’ = 0 folgt aus den Sétzen 13
und 14:

a) ex(xo) = exr(xo) + 1 und

b) EK/(.QZ()) = Ek(xo).

In Worten: Verschwindet die Ableitung der Elastizitdtsfunktion einer Kos-
tenfunktion an der Stelle g, dann sind die Elastizitdten der Grenzkosten und
der Stiickkosten an dieser Stelle identisch und gleichzeitig um eins kleiner als
die Elastizitdt der Kosten. Neben Aussagen iiber die Elastizitit der Kosten
und der Elastizitéit der Grenzkosten findet sich bei der Analyse der Elasti-
zitdtsfunktion einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion ein weiterer Zusam-
menhang.
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Satz 15
Im unelastischen Bereich der Kosten sinken die Stiickkosten.

Beweis. Da es sich bei den Stiickkosten um die Durchschnittsfunktion der
Kosten handelt, gilt?>:

(2.1

2.18)
&

ex(z) <l eg(r)—1<0 ep(z) <O0.

O

Beispiel 41 veranschaulicht die Zusammenhinge aus den Sétzen 14 und 15
anhand einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion.

Beispiel 41
Gegeben sei folgende ertragsgesetzliche Kostenfunktion fir x > 0:

K(z) = 2% — 122% + 60z + 100.
Die Elastizititsfunktion der Kosten lautet:

3x2 — 24x + 60
-
3 — 1222 4+ 60z + 100

8[((%) =

Aus der Grenzkostenfunktion K'(z) = 3x2 — 24z + 60 ergibt sich die Elasti-
zitdatsfunktion der Grenzkosten zu:

6x — 24

k() = 3 60 ©

Wir betrachten die Stellen mit waagrechter Tangente von ek (x) im Intervall
0 < x < 30: Die Elastizitdtsfunktion der Gesamtkosten besitzt im unelasti-
schen Bereich zwei lokale Extrema bei x1,xo und im elastischen Bereich ein
lokales Extremum bei x3, das gleichzeitig auf I globales Extremum ist. Wir
erhalten (gerundet auf zwei Nachkommastellen):

— 1 ~ 1,48 mit ex(1,48) = 0, 28,
— 9 &~ 3,53 mit ex(3,53) ~ 0,22,

— x5 ~ 19,80 mit ex(19,80) ~ 3, 47.

25 Analog steigen im elastischen Bereich der Kosten die Stiickkosten. Zum Beweis dieser
Aussage ist lediglich das Ungleichheitszeichen zu drehen.
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Abbildung 2.10: Graphen der Elastizitéitsfunktionen einer ertragsgesetzlichen Kostenfunk-
tion sowie ihrer Grenz- und Stiickkostenfunktion

Fiir den Zahlenwert von eg:(x) an diesen Stellen gilt: ex:(1,48) ~ —0,72,
ex(3,03) = —0,78 und €x(19, 80) ~ 2, 47.

Fiir die Stiickkostenfunktion k(z) = 22 — 122+ 60+ 133@ mit x > 0 betrachten
wir zusdtzlich deren Elastizitdtsfunktion:

20 — 12 — 199

T
2?2 — 12z + 60 + 1%

€k(x) =

Die Zahlenwerte von ei(x) sind an den Stellen x1,x9 und x3 mit denen
von egr(x) identisch. Es gilt: €;(1,48) ~ —0,72, €,(3,53) ~ —0,78 und
er(19,80) ~ 2,47. Fir die Graphen der entsprechenden FElastizititsfunktio-
nen bedeutet dies: An den lokalen Extremstellen von e liegt der Graph
der Funktion exr genau um den Wert 1 nach unten versetzt und die Gra-
phen von ek und ey, schneiden sich (vgl. Abb. 2.10). Des Weiteren liegt im
unelastischen Bereich der Kosten der Graph der Elastizitit der Stiickkosten
unterhalb der Abszisse. Fir die Elastizitdt der variablen Kosten ergeben sich

analoge Sitze®S.

25Die in diesem Abschnitt vorgestellten Sitze zeigen im Umfeld der Elastizitit mathe-
matische Zusammenhénge, die nach Einschitzung mehrerer Professoren verschiedenster
Universitidten unveréffentlicht blieben (vgl. Anhang B). Ein Grund fiir fehlende Publika-
tionen zu dieser Thematik konnte darin liegen, dass die erhaltenen Ergebnisse 6konomisch
nur schwer zu interpretieren sind. Wihrend die Wirtschaftswissenschaften die Elasti-
zitdt in erster Linie zur Berechnung relativer Funktionsdnderungen verwenden, ist eine
eigenstidndige Analyse von Elastizitdtsfunktionen uniiblich.
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3 Funktionen mit zwei Variablen

Ein Unternehmen, das lediglich ein Gut verkauft, geht das Risiko ein, dass
bei sinkender Nachfrage der Erlos einbricht. Um dies zu vermeiden, bietet es
in der Regel diverse Giiter zu verschiedenen Preisen an. Im Folgenden ana-
lysieren wir als Einstieg in die Analysis mehrerer Verinderlicher den Fall
zweier Produkte (Abschn. 3.1). Darauf aufbauend schliefien sich die Grund-
lagen der Differenzialrechnung im Raum an (Abschn. 3.2), bevor wir auf
die Bestimmung von Extremstellen fiir Funktionen mit zwei Variablen (Ab-
schn. 3.3) eingehen. Abschlieflend zeigen wir an ausgewéhlten 6konomischen
Funktionen mit zwei Variablen auf, wie sich die Differenzialrechnung in die-
sem Umfeld umsetzen ldsst (Abschn. 3.4).

Die mathematischen Inhalte beziehen sich auf DANCKWERTS und VO-
GEL (2006) sowie JAGER und SCHUPP (2013). Die 6konomischen Inhalte
orientieren sich an FRIEDL et al. (2013), MATTHAUS und MATTHAUS
(2012) als auch TIETZE (2010).

3.1 Okonomische Funktionen mit zwei Variablen

In Abschnitt 1.2 haben wir dargelegt, wie sich Nachfrager auf einem Markt
bei diversen Preisen eines Gutes verhalten. Betrachten wir ein Beispiel zur
Nachfrage nach zwei Produkten.

Beispiel 42

Auf einem Wochenmarkt erwerben die Kiufer Apfel und Birnen. Sei p der
Preis eines Kilogramms an Apfel und q derjenige eines Kilogramms an Bir-
nen. Tabelle 3.1 zeigt die verkauften Apfel, Tabelle 3.2 die abgesetzte Anzahl
von Birnen zu diversen Preisen.

Preis fiir 1 kg Birnen Preis fiir 1 kg Birnen
€200 €250 €3,00 €200 €250 €3,00
g €1,00 78 86 101 “E €1,00 61 48 41
< <
2 €150 68 72 85 S €1,50 63 54 44
~ ~
.& .L
= €200 56 67 71 =] €200 66 55 46
-2 -3
S €250 35 44 53 S €250 67 57 45
A ~
Tabelle 3.1: Absatzzahlen von Apfeln Tabelle 3.2: Absatzzahlen von Birnen
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In beiden Tabellen ist zu erkennen, dass das Gesetz der Nachfrage (vgl. Ab-
schn. 1.2) nach wie vor Giiltigkeit besitzt: Tabelle 3.1 zeigt, dass mit steigen-
dem Preis fir ein Kilogramm Apfel dessen Absatz sinkt (vertikal). Tabelle
3.2 bestditigt, dass auch fiir einen hoheren Preis von Birnen deren Nachfra-
ge abnimmt (horizontal). Jedoch beeinflussen sich die Preise von Apfeln und
Birnen gegenseitig. In Tabelle 3.2 etwa ist vertikal zu beobachten, dass unter
Konstanthaltung des Preises fir Birnen ein steigender Preis fiir Apfel zu
einem héheren Absatz von Birnen fiihrt.

Beispiel 42 zeigt, dass sich zwei Produkte im Verkauf beeinflussen kénnen.
Steigt z. B. der Preis fiir Apfel, sinkt die Nachfrage nach diesen. Im Gegenzug
konnen die Kéufer mehr Birnen erwerben, die die teureren Apfel ersetzen.
Fiihrt eine Preissteigerung eines Gutes auf eine Erhéhung der Nachfrage
eines weiteren Gutes, handelt es sich um Substitutionsgiiter (vgl. PIN-
DYCK und RUBINFELD 2009, S. 54). Beeinflussen sich die Absatzzahlen
gegenseitig, ist zur Modellierung statt einer einfachen linearen Regression
eine multiple Regression heranzuziehen.

Beispiel 43

Sei x die abgesetzte Menge an Apfeln und y diejenige an Birnen. Mithilfe
von z. B. Excel ergibt sich per multipler Regression fiir die Nachfrage aus
Beispiel 42 (gerundet auf zwei Nachkommastellen):

z(p,q) = —28,67p + 18,25q + 72, 54; y(p,q) = 4,2p — 20,25¢q + 97, 19.

Die beiden Modelle der Nachfrage liefern ordentliche Schitzwerte. So werden
in Beispiel 42 z. B. bei einem Preis in Hohe von €1 pro Kilogramm, fiir Apfel
und €2 pro Kilogramm Birnen insgesamt 78 Apfel und 61 Birnen abgesetzt.
Durch das Modell erhalten wir dafiir ordentliche Niherungen:

2(1,2) =80,37;  y(1,2) = 60, 89.

Nach Definition 4 ldsst sich aus einer Nachfragefunktion mittels Umkehrung
die Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten ermitteln. Doch wie erfolgt
das Vorgehen fiir zwei sich beeinflussende Giiter? In diesem Fall sind die
Nachfragefunktionen miteinander zu verrechnen.

Beispiel 44

Ein Monopolist verkaufe zwei Giiter A und B. Sei p der Preis pro Stiick und
x die abgesetzte Menge von Gut A sowie q der Preis pro Stick und y die
abgesetzte Menge von Gut B. Die Funktionen, die die Nachfrage der beiden
Giiter modellieren, lauten:

1
z(p,q) =185 —p+ 5@ y(p.a) =30+p—g.
Wir losen die Funktionsgleichung von y nach q auf:

y=30+p—q&qg=30+p—y.
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Einsetzen von q in die Funktionsgleichung von x liefert:

1
x = 185—p+§-(30+p—y)<:>35:200—g—%@p:—21‘—y+400.
In Analogie dazu formen wir den Funktionsterm von x nach p um und set-
zen p in die Funktionsgleichung von y ein. Die Preis-Absatz-Funktionen der

beiden Giiter lauten folglich:
p(z,y) = =2z — y + 400; q(z,y) = =2z — 2y + 430.

Ein Monopolist orientiert sich beim Absatz seiner Giiter an Preis-Absatz-
Funktionen. Ein Polypolist sieht sich konstanten Marktpreisen gegeniiber.
Beide interessieren sich fiir den erzielten Erlts, der sich nach Definition 6
beim Verkauf eines Gutes als Produkt von Preis und Menge berechnet. Setzt
ein Unternehmen zwei Giiter ab, ldsst sich der Erlos in Anlehnung an Glei-
chung (1.1) in Abhéngigkeit von den Mengen zweier Giiter als Funktion
angeben.

Definition 18 (Erlosfunktion in Abhéngigkeit von zwei Variablen)

Ein Unternehmen verkaufe ein Produkt zum Preis p und setze dabei die
Menge x ab. Fin weiteres Produkt werde zu einem Preis von q mit der Menge
y verdufert. Die Funktion E : (R3)2 — ]R(J)r mit

Ex,y)=xz-p+y-q (3.1)

heifit Erlosfunktion in Abhdngigkeit der Variablen x und y.

Beispiel 45
Ein polypolistisches Unternehmen verkaufe zwei Produkte. Der Preis fiir
Produkt A liegt bei 3 % und der Preis von Produkt B ist 5 % Sei x
die verkaufte Menge von Produkt A und y diejenige von Produkt B. Fiir die
Erlosfunktion gilt:
(3.1)

E(v,y) =
Handelt es sich beim Verkiufer um einen Monopolisten, dessen Preise seiner
Giiter sich beeinflussen, sieht er sich beim Verkauf Preis- Absatz-Funktionen
gegeniiber (vgl. Bsp. 42). Die Gleichung (3.1) erweitert sich in diesem Fall
Zu:

3T + 5y.

E(z,y) =2 p(z,y) +y-q(z,y). (3.2)
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Abbildung 3.1: Graph einer Erlosfunktion in Abhéngigkeit zweier Variablen

Beispiel 46
Aus den in Beispiel 44 aufgefiihrten Preis-Absatz-Funktionen folgt mit Glei-
chung (3.2) die Erlosfunktion zu:

E(z,y) =x-(—2z —y+400) + y - (—2z — 2y + 430)
= —222 — 3zy — 2y + 400z + 430y.

Eine Funktion zweier Variablen lésst sich in einem dreidimensionalen Koor-
dinatensystem veranschaulichen. Der Graph der Erlosfunktion aus Beispiel
46 ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Dabei wird jedem Wertepaar?” (x,y) ein
eindeutiger Funktionswert E zugeordnet.

Neben dem Erlos sind auch die Kosten von Interesse, die bei der Produkti-
on und dem Verkauf von zwei Giitern entstehen. Liegen dem Kostenplaner
dariiber ausreichend Daten vor, kann er sich zur Ermittlung einer Kosten-
funktion fiir eine Regression entscheiden (vgl. Abschn. 1.3.3). Jedoch ist das
Modell einer einfachen linearen Regression nicht immer sinnvoll: Fallen et-
wa bei der Saat, Pflege und Ernte von Obst verschiedene Bezugsgrofien fiir
Kosten an, sind diese nur schwer zu einer gemeinsamen Kosteneinflussgrofie
kombinierbar. ,,Vielmehr ist in diesem Fall einer heterogenen Kostenver-
ursachung” (FRIEDL et al. 2013, S. 208 f.) auf eine Kostenfunktion mit
zwei oder mehreren Variablen zuriickzugreifen. In Anlehnung an die Zusam-
menhénge fiir eine Kostenfunktion mit einer Variablen aus Abschnitt 1.3.3
setzen sich Kosten aus einem variablen und einem fixen Anteil zusammen.
Aus Definition 7 folgt fiir eine Kostenfunktion mit zwei Variablen:

2TEine analoge Schreibweise fiir z,y sind 1,z fiir die unabhiingigen Variablen.
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Definition 19 (Kostenfunktion in Abhéngigkeit zweier Variablen)
Seien x und y die %roduzierten Mengen, die ein Unternehmen verkauft. Die
Funktion K : (]R(J)r ) — Rg mit

K(z,y) = Ky(z,y) + Ky

heifst Kostenfunktion in Abhdingigkeit der Variablen x und y.

Beispiel 47

Die variablen Kosten zur Herstellung von Produkt A betragen 80 % und
120 % fiir Produkt B. Weiterhin fallen fixe Kosten in Hohe von 300 GE
an. Die lineare Kostenfunktion bei der Herstellung von x ME von A und
y ME von B lautet:

K(x,y) = 80z + 120y + 300.

Zur Beschreibung 6konomischer Zusammenhénge sind lineare Kostenfunk-
tionen zunéchst ausreichend. Die geforderten Eigenschaften der Stetigkeit
und der Monotonie kénnen dadurch auf Kostenfunktionen mit einer Varia-
blen zuriickgefithrt werden. Doch wie berechnet sich eine Gewinnfunktion
mit zwei Variablen? Aus Gleichung (1.4) ist bekannt, dass die Differenz
aus Erlos und Kosten auf den Gewinn fithrt. Dieses Vorgehen lésst sich auf
Funktionen mit zwei Variablen {ibertragen.

Definition 20 (Gewinnfunktion in Abhéngigkeit zweier Variablen)
Seien © und y die Mengen zweier Produkte, die ein Unternehmen absetzt.
Die Funktion G : (Rg)Q — R mit

G(r,y) = E(z,y) — K(z,y) (3-3)

heifst Gewinnfunktion in Abhdngigkeit der Variablen x und y.

Beispiel 48
Wir greifen die Erlosfunktion aus Beispiel 46 und die Kostenfunktion aus
Beispiel 47 auf. Fir die Gewinnfunktion gilt:

G(x,y) XY —22% — 30y — 2 + 4002 + 430y — (80z + 120y + 300)

= —22% — 3zy — 2y + 3202 + 310y — 300.

Fiir z. B. xg = 20 und yo = 30 betrigt G(20,30) = 11000. Beim Absatz von
20 ME von Gut A und 30 ME von Gut B wird ein Gewinn in Hohe von
11.000 GE erzielt.
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Bei der Ermittlung von Erlos- und Kostenfunktionen ist zu erkennen, dass
die 6konomischen Beziehungen aus Abschnitt 1.3 erhalten bleiben. Es stellt
sich die Frage nach dem gréfiten Gewinn fiir eine Gewinnfunktion mit zwei
Variablen. In Beispiel 48 liegt dieser bei xg = 50 und yg = 40 und betrigt
13.900 GE. In den folgenden Abschnitten untersuchen wir, in wie fern sich
der Ableitungsbegriff von Funktionen mit einer Variablen auf Funktionen
mit zwei Variablen iibertragen lésst.

3.2 Differenzialrechnung fiir Funktionen mit zwei Variablen

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff der Ableitung auf Funktio-
nen mit zwei Variablen. Dazu betrachten wir den Differenzenquotienten aus
Gleichung (2.1):

lim f(zo + Az) — f(iﬂo).

Az—0 Az
Dieser Ansatz fithrt nicht zum Erfolg, denn eine Division durch den Vektor
Az sowie der Ubergang im Nenner von Az zu ||Az|| ist nicht sinnvoll (vgl.
DANCKWERTS und VOGEL 2006, S. 79). Die Idee der linearen Approxi-
mation (vgl. Abschn. 2.1) ist jedoch fiir einen Transfer geeignet. Dazu greifen
wir die in Gleichung (2.6) eingefiihrte Fehlerfunktion § auf. Mit dieser gilt:

Definition 21 (Totale Differenzierbarkeit)
Ezistieren die Funktionen 01(x,y), 62(z,y) und eine lineare Funktion T,
dann heifit eine Funktion f in (a,b) total differenzierbar, wenn gilt:

f(z,y) =T (z,y) + 61(z,y) - (x — a) + d2(x,y) - (y — b)

mait
lim §i(x,y) = lim da(x,y) = 0.
L RS WLC)

Zur Herleitung der linearen Funktion 7" wéhlen wir ein analoges Vorgehen
zu Funktionen mit einer Variablen. Zunichst betrachten wir eine lineare
Funktion ¢, die mit f an der Stelle (a,b) den gleichen Funktionswert besitzt:

t(z,y) = f(a,b) +m-(x —a)+n-(y —b). (3.4)

Die Differenz von f und t an der Stelle (z,y) fiihrt auf den Approximations-
fehler r. Dieser berechnet sich aus Gleichung (3.4) zu:

T(Jf,y) = f(xvy) - t(.fC,y)
= f(z,y) = fla,b) =m - (z —a) —n-(y —b).

Der Approximationsfehler r lidsst sich nicht wie fiir Funktionen mit einer
Variablen geeignet umformen. Fiir x = a oder y = b besteht dieser Nachteil
nicht. Dies fiihrt uns zu folgender Definition:
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Definition 22 (Partielle Funktion)
Die Funktion g mit g(x) := f(x,b) heifst partielle Funktion von f in Richtung
x durch b.

Analog lisst sich auch f(a,y) als partielle Funktion von f in Richtung y
durch a bezeichnen. Fiir die lineare Funktion ¢ aus Gleichung (3.4) erhalten
wir mit y = b die partielle Funktion ¢ in Richtung x durch b:

t(xz,b) = f(a,b) + m - (x — a).
Daraus folgt fiir den Approximationsfehler als Differenz von f und ¢ mit
T # a
r(xz,b) = f(z,b) — f(a,b) —m - (x — a)
_ <f($7b) —f(a,b) _m> . (IL‘—G).

r—a

Fiir die Differenz in der ersten Klammer setzen wir:

<f(wvb)—f(ayb)

Tr—a

—m) = bifa.b).

Dies erlaubt eine Deutung des Approximationsfehlers analog zu Gleichung

(2.4): Fiir (x,y) — (a,b) strebt der Approximationsfehler r fiir jede lineare
Funktion gegen Null. Der relative Fehler % strebt aber nur gegen Null,

wenn fiir (z,y) — (a,b) auch 6;(x,y) = 0 ist. Folglich gilt:
f(fL',b) - f(av b)

lim =m
T—a T —a

Dies fithrt uns auf den Begriff der partiellen Ableitung einer Funktion.

Definition 23 (Partielle Ableitung)
Die Funktion f sei an der Stelle (a,b) definiert. Existiert der Grenzwert

T—a T —a

dann heifit dieser partielle Ableitung von f nach x an der Stelle (a,b).

Die partielle Ableitung von f nach x ldsst sich somit auf die Ableitung
einer Funktion mit einer Variablen zuriickfithren: Wir halten die Variable y
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Abbildung 3.2: Tangentialebene an den Graphen einer Funktion mit zwei Variablen

konstant und leiten f nach x ab?®. Mittels partieller Ableitungen erhalten
wir eine lineare Funktion 7', die f lokal am Besten approximiert:

T(z,y) = f(a,b) + fu(a,b) - (x — a) + fy(a,b) - (y = b).

Geometrisch handelt es sich bei T um eine Tangentialebene, die eine vor-
gegebene Funktion f an der Stelle (a,b) beriithrt und die Steigung f, in
x-Achsenrichtung bzw. f, in y-Achsenrichtung besitzt.

Beispiel 49
Gegeben sei die Funktion f mit f(x,y) = 222 + 2y? + 10. Die partiellen
Ableitungen von f nach x und nach y lauten:

Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f z. B. an der Stelle
(a,b) = (2,1) lautet:

T(x,y) =20+8-(x —2)+4-(y—1).

Damit kéonnen wir eine Ndherung des Funktionswertes z. B. an der Stelle
(3,1) angeben. Wir erhalten: T'(3,1) = 28. Der korrekte Wert tiber f berech-
net sich zu f(3,1) = 30. In Abbildung 3.2 ist der Graph der Funktion f und
die Tangentialebene T an der Stelle (2,1) zu sehen.

280ft findet man in der Literatur auch die Schreibweise 2% (a, b). Wird nach der zweiten
Variable y abgeleitet, dann lauten die entsprechenden Notationen fiir partielle Ableitungen

von f nach y an der Stelle (a, b) entweder fy(a,b) oder %(07 b).
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3.3 Extremwerte von Funktionen mit zwei Variablen
3.3.1 Notwendiges Kriterium zur Extremwertbestimmung

Die Definition von Extremwerten von Funktionen mit einer Variablen ldsst
sich auf Funktionen mit zwei Variablen iibertragen. Es gilt:

Definition 24 (Lokales Maximum/Minimum)

Fine Funktion f besitzt an der Stelle (a,b) ein lokales Maximum, wenn fir
alle (x,y) in einer Umgebung von (a,b) gilt: f(x,y) < f(a,b). Analog besitzt
f an der Stelle (a,b) ein lokales Minimum, wenn fir alle (z,y) in einer
Umgebung von (a,b) gilt: f(z,y) > f(a,b).

Analog heifit f(a,b) globales Maximum (Minimum), wenn auf ganz Dy
nur kleinere (groflere) Werte von f existieren. Die notwendige Bedingung fiir
einen lokalen Extremwert f(z() einer Funktion mit einer Variablen lautet:

f/(xo) = 0.

Fiir lokale Extremwerte von Funktionen mit zwei Variablen sind die parti-
ellen Ableitungen von f an der Stelle (a,b) zu betrachten. Es gilt:

Satz 16
Die Funktion f sei partiell differenzierbar und besitze an der Stelle (a,b)
einen lokalen Extremwert, so gelten die notwendigen Bedingungen:

fz(a,b) =0 und fy(a,b) =0. (3.5)

Beweis. Seien g(x) := f(x,b) und h(y) := f(a,y) die partiellen Funktionen
von f durch a sowie b. Fiir ein lokales Extremum von f an der Stelle (a,b)
erhalten wir die notwendige Bedingung ¢’(a) = h/(b) = 0. Da ¢'(a) = fz(a,b)
und A/(b) = fy(a,b) gilt, ist der Satz bewiesen.

O

Beispiel 50
Wir greifen die Funktion f aus Beispiel 49 auf:
f(z,y) = 22% + 25 + 10.

Aus der notwendigen Bedingung fiir einen lokalen Extremwert erhalten wir
das lineare Gleichungssystem:

fe(z,y) =042 =0
fy(z,y) =0& 4y = 0.
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Das LGS besitzt die Losung (a,b) = (0,0) mit f(0,0) = 10. Es handelt sich
um ein globales Minimum, da fir x,y — +oo gilt: f(z,y) — +oo.

Eine Stelle, die die Gleichungen (3.5) erfiillt, heiit stationr. Jedoch ist die-
se Bedingung fiir eine lokale Extremstelle nicht hinreichend. Wir betrachten
zwel verschiedene Fille von Graphen von Funktionen mit der stationédren
Stelle (0,0): Der Graph in Abbildung 3.3 (a) besitzt einen Sattelpunkt, am
Graphen in Abbildung 3.3 (b) ist ein Tiefpunkt zu sehen. Im néchsten Ab-
schnitt beschreiben wir ein hinreichendes Kriterium zur Bestimmung lokaler
Extremwerte.

(a) (b)

Abbildung 3.3: Darstellung eines (a) Sattelpunkts und eines (b) lokalen Minimums fiir
Funktionen mit zwei Variablen

3.3.2 Hinreichendes Kriterium zur Extremwertbestimmung

Fiir ein hinreichendes Kriterium zur Bestimmung von lokalen Extremwerten
von Funktionen mit zwei Variablen betrachten wir spezielle quadratische
Funktionen der folgenden Form:

f(x,y) = Az® + Bxy + Cy?, (A #0). (3.6)
Die partiellen Ableitungen lauten:
fz(x,y) =2Ax + By; fy(z,y) = Bx +2Cy.
Wir untersuchen f auf stationére Stellen:

1. fo(z,y) =0
II. fy(z,y) =0

Das LGS besitzt an der Stelle (0, 0) einen stationdren Punkt mit f(0,0) = 0,
sofern 4AC — B? # 0 ist. Fiir die Funktion f erhalten wir mittels quadrati-
scher Ergéinzung:
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flz,y) = Ax? + Bxy + Cy2

2
:A-(ﬂ:2+By-x+Cy>

A A
i By By 2 By 2 Cy2
. 2 — —_— — —_— PR—
=A-|z“+ x—|—<2 ) 2 +

By 2 2 2,2
:A.< y> Cy* B

By\? 4AC — B?
= A. <x_|_y> 4+ — 2

Fiir 4AC — B? > 0 ist der Term in der Klammer positiv. Eine Fallunter-
scheidung zeigt:

- Fir A < 0ist f(z,y) < 0. Der stationére Punkt P(0,0,0) stellt ein
lokales Maximum dar.

— Fir A > 0ist f(z,y) > 0. Der stationére Punkt P(0,0,0) stellt ein
lokales Minimum dar.

Anschlielend betrachten wir quadratische Funktionen der folgenden Form:
g@y)=A-(z—a’ +B-(x—a)-(y=b)+C-(y—b)? (A#0). (38.7)

Ein Vergleich der Funktion g mit der Funktion f aus Gleichung (3.6) legt die
Vermutung nahe, dass g durch Verschieben um a Einheiten in z-Achsenrich-
tung sowie b Einheiten in y-Achsenrichtung entsteht. Der stationére Punkt
P liegt folglich an der Stelle (a, b) mit g(a,b) = 0. Der algebraische Nachweis
bestétigt diese Vermutung. Fiir die partiellen Ableitungen 1. Ordnung gilt:

9x(7,y) =24 (v —a)+ B-(y = b); gy(z,y)=B-(x—a)+2C-(y—0).
Wir untersuchen g auf stationére Stellen:
I gu(z,y)=0
1. gy(z,y) =0

Das lineare Gleichungssystem besitzt an der Stelle (a,b) einen stationiiren
Punkt mit g(a, b) = 0, sofern 4AC — B? # 0 ist. Die quadratische Ergéinzung
liefert in diesem Fall:

L RURURS SR

2 _ n2
(@-a+ 55 -0) +4‘4§AQB‘<y—b>2].
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Fiir 4AC — B? > 0 ist der Term in der Klammer positiv. Eine Fallunter-
scheidung zeigt:

— Fiir A < 0 ist g(x,y) < 0. Der stationéire Punkt P(a,b,0) stellt ein
lokales Maximum dar.

— Fir A > 0 ist g(z,y) > 0. Der stationédre Punkt P(a,b,0) stellt ein
lokales Minimum dar.

Abschlielend ergénzen wir die spezielle quadratische Funktion f aus Glei-
chung (3.6) um einen linearen Anteil zur quadratischen Funktion h mit:

h(z,y) = Az® + Bay + Cy*> + Dz + Ey + F, (A#0). (3.8)

In der Literatur zur Wirtschaftsmathematik werden die Koeffizienten A, B
und C mittels hoherer partieller Ableitungen angegeben: Das Ableiten einer
Funktion mit mehreren Variablen fiihrt auf partielle Ableitungen erster
Ordnung. Wiederholtes Ableiten oder zweimaligen Ableiten von f fiihrt
auf partielle Ableitungen zweiter Ordnung. Es entstehen vier partielle
Ableitungen zweiter Ordnung von h:

hzz(xvy) = 2A; ha:y('may) =B = hyfﬂ(mvy); hyy(x,y) =2C.

Dabei beschreibt hyy(x,y) die partielle Ableitung zweiter Ordnung von h, die
zuerst nach x und anschliefend nach y abgeleitet wurde. Mit den partiellen
Ableitungen 2. Ordnung gilt:

Satz 17

Die Funktion h mit h(x,y) = Az? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F sei zweimal
partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen an der Stelle (a,b)
verschwinden mit hy(a,b) = 0 und hy(a,b) = 0. Dann gilt:

Fiir A := hae(a,b) - hyy(a,b) — h2,(a,b) > 0 besitzt h ein lokales Extremum
und zwar

a) ein lokales Minimum fir hy,(a,b) > 0,

b) ein lokales Mazimum fiir hy.(a,b) < 0.

Beweis. Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung lauten
ha(z,y) = 2Az+ By+ D; hy(z,y) = Bx +2Cy+ E.
Fiir spétere Zwecke geben wir die partiellen Ableitungen 2. Ordnung an:

haca:(l’a y) = 214; hxy(xa y) =B= hyx(xa y)? hyy(xv y) = 2C. (39)
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Wir untersuchen h auf stationére Stellen:

I hy(z,y) =0
II. hy(z,y) =0

Das LGS besitzt die Losung (a,b) = (1250_3%123’ fggﬁ’g@) fiir 4AC — B2 # 0.

Diese Stelle kennzeichnet den stationdren Punkt. Um eine geeignete Aussa-
ge iiber die Funktionswerte von h zu treffen, ist es dienlich diese wie in
Gleichung (3.7) zu schreiben:

h(z,y) = h(a,b)+a(z—a)*+ Bz —a)(y—b) +7(y—b)*+(z —a) +e(y—b).
Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von h lauten:
he(z,y) = 2a(x —a) + By —b) +0;  hy(z,y) = f(z —a) +27(y —b) + e

Wir betrachten die stationdre Stelle (a,b). Aus hy(a,b) = 0 und hy(a,b) =0
resultiert, dass 6 = € = 0 sind. Die partiellen Ableitungen 2. Ordnung von
h ergeben sich zu:

haz(2,y) = 20;  hgy(z,y) = B = hya(x,y);  hyy(z,y) = 27. (3.10)

Aus den Gleichungen (3.9) und (3.10) folgen o = A, 8 = B,y = C. Dadurch
lésst sich die Funktion h im stationédren Punkt folgendermafien schreiben:

h(z,y) =h(a,b) + A-(x —a)>+B-(x—a)-(y—b) +C - (y —b)*

Ein Vergleich der Funktion & mit derjenigen von g aus Gleichung (3.7) zeigt,
dass diese sich nur durch den Term h(a, b) unterscheiden. Mit den partiellen
Ableitungen 2. Ordnung aus Gleichung (3.9) gilt:

4AC — B? © hqe(a,b) - hyy(a,b) — h2,(a,b) :== A
Fiir A > 0 besitzt die Funktion i an der Stelle (a,b) ein lokales Extremum:
a) Ein lokales Minimum fiir A > 0 < "2 5 0 o p (a,b) > 0.

b) Ein lokales Maximum fiir A < 0 < M <0< hyy(a,b) <O.

Beispiel 51
Gegeben sei die Funktion f mit:

f(a:,y):—xQ—my—y2+4x+5y—2.
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Fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung gilt:

fo(r,y) =22 —y+4  fy(z,y) =—2—2y+5.

Aus fr(1,2) = 0 und f,(1,2) = 0 resultiert, dass die Funktion f(x,y) an
der Stelle (1,2) einen stationdren Punkt besitzt. Die partiellen Ableitungen
2. Ordnung lauten:

Jea(2,y) = —2; fmy(xay) =-1 fyw(xay) =-1 fyy(xvy) = —2.

Die notwendige Bedingung zum Vorhandensein einer Extremstelle aus Satz
17 st erfillt. Es gilt:

A= fun(1,2) - fyy(1,2) = f2,(1,2) = =2 (=2) = (~1)> =3 > 0,

Da fpr(1,2) = =2 < 0 ist, besitzt die Funktion f(x,y) an der Stelle (1,2)
ein lokales (in diesem Fall auch globales) Maximum mit f(1,2) = 5.

Doch was passiert, wenn A < 0 oder A = 0 ist? Wir untersuchen beide Félle
anhand der Funktion f(z,y) = Az? + Bay + Cy.

a) Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem zur Bestim-
mung einer stationiren Stelle:

I Jz (x ) y) =0
II. fy (IE, y) =
.. . 2 o (3.9) 2
Fir A = fxx(xuy) ) fyy(xuy) - fxy(xay) =0 & 4AC-B* =0
ist das LGS nicht eindeutig l6sbar. Folglich ist anhand der partiellen
Ableitungen erster Ordnung keine Aussage iiber lokale Extremwerte
von f moglich.

b) Gilt A = fuo(z,y)- fyy(z,y)—f2,(z,y) <O ) qac-pB2 < 0, ldsst sich
die Gleichung f(z,y) = 0 als quadratische Gleichung in Abhéngigkeit
von z auffassen:

By  Cy’

—= —— =0, (A#0).

et = =0, (A£0)

Diese Gleichung besitzt die Losungen z12 = _Q—i’y + 4V B?% - 4AC.
Die Diskriminante ist laut Voraussetzung positiv, ferner kann y jeden
Wert beliebig nahe bei Null annehmen. Aus y — 0 folgt z1, 22 — 0,
daher besitzt f in einer Umgebung von (0, 0) verschiedene Vorzeichen
und am Graphen von f ist hier ein Sattelpunkt zu finden.
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Abbildung 3.4: Graph einer Funktion mit zwei Variablen mit (a) unendlich vielen Tief-
punkten und (b) einem Sattelpunkt

Beispiel 52
Betrachten wir fir A =0 und A < 0 jeweils ein Beispiel:

a) Gegeben sei f(z,y) = (x +y)?. Das lineare Gleichungssystem

I. fe(z,y) =0
II. fy(z,y) =0

besitzt unendlich viele Lésungen der Form (a,—a) mit a € R. Alle
partiellen Ableitungen 2. Ordnung sind identisch. Es gilt:

A= fa:a:(av _a) : fyy(a7 —a) — g?y(av _a) = 0.

Folglich ist keine Aussage tiber lokale Extremwerte von f mdglich. Der
Graph dieser Funktion verfiigt iber unendlich viele Tiefpunkte, wie in
Abbildung 3.4 (a) zu sehen ist.

b) Gegeben sei g(x,y) = 2% — y2. Der stationdre Punkt besitzt die Koor-
dinaten (0,0,0). Da jedoch A = frz(0,0) - fy,(0,0) — f2,(0,0) = —1
ist, liegt an der Stelle (0,0) ein Sattelpunkt vor. Abbildung 3.4 (b)
verdeutlicht diesen Sachverhalt.

Alternativ zu Satz 17 geben wir eine weitere Darstellung nach LUDERER
und WURKER (2003, S. 329 ff.) an, wie die Bestimmung von Extremwerten
fiir Funktionen mit zwei Variablen erfolgen kann. Hierbei steht die Hesse-
Matrix Hy, die sich aus den partiellen Ableitungen 2. Ordnung bildet, im
Zentrum der Betrachtung. Es gilt:

_ fzx(x7y) fz (x,y)
Hf(x,y) B (fyx(xvy) fyz(x7y)> .

Sei det(Hy) die Determinante von Hy mit:

det(Hf) = frz(2,y) - fyy(xay) - fa:y(xay) : fyx(55ay)-

Mittels Determinante der Hesse-Matrix wird folgender Satz zur Bestimmung
lokaler Extremwerte gegeben:
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Satz 18

Gegeben sei die Funktion f(x,y). Die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ord-
nung existieren und f besitzt an der Stelle (a,b) einen stationdren Punkt,
so gilt:

a) Fir det(Hy) > 0 und fyz(a,b) > 0 besitzt f an der Stelle (a,b) ein
lokales Minimum.

b) Fir det(Hf) > 0 und frz(a,b) < 0 besitzt f an der Stelle (a,b) ein
lokales Maximum.

Ist in Satz 18 det(Hy) < 0, besitzt f an der Stelle (a,b) kein lokales Ex-
tremum. Fiir det(Hy) = 0 ist keine Aussage iiber lokale Extremwerte von f
moglich. Es zeigt sich, dass fiir fyy(a,b) = fyz(a,b) Satz 17 einen Spezialfall
von Satz 18 darstellt. Die beiden partiellen Ableitungen 2. Ordnung nach
jeweils x und y sind in der Regel gleich. Es gibt zwar auch Ausnahmen,
diese sind ,,aber fiir die in der Okonomie bedeutsamen Funktionen nicht zu
erwarten* (MATTHAUS und MATTHAUS 2012, S. 70). Den interessierten
Leser verweisen wir an dieser Stelle auf den Satz von Schwarz (vgl. HEUSER
2004, S. 251).

3.4 Anwendungen der Differenzialrechnung fiir 6konomische
Funktionen mit zwei Variablen

Betrachten wir im Folgenden ein Beispiel zur Bestimmung von lokalen Ex-
tremwerten okonomischer Funktionen.

Beispiel 53

Ein Monopolist verkaufe zwei Giiter. Sei p der Preis pro Stick und x die
abgesetzte Menge von Gut A. Weiterhin sei q der Preis pro Stiick und y die
abgesetzte Menge von Gut B. Die Preis-Absatz-Funktionen lauten:

p(z,y) = 300 — 4z — 3y; q(z,y) =200 — z — 4y.
Fiir die Erlésfunktion gilt:

E(z,y) @2 (300—4z—3y)z+(200—z—4y)y = —4x?—4zy—43° 4300242002

Die Kosten zur Produktion der beiden Giiter lassen sich mit der Funktion
K(z,y) = 100x + 40y + 250 beschreiben. Die Gewinnfunktion erhalten wir
aus der Differenz von Erlos- und Kostenfunktion:

G(x,y) 33 —42% — dzy — 4y + 300z + 2002 — (100x + 40y + 250)

= —42% — 4oy — 4y* + 200z + 160y — 250.
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Abbildung 3.5: Gewinnmaximum am Graphen einer Gewinnfunktion mit zwei Variablen

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung von G lauten:
Gy(z,y) = =8z — 4y + 200; Gy(z,y) = —4x — 8y + 160.

Aus den notwendigen Bedingungen G(x,y) = 0 und Gy(x,y) = 0 erhalten
wir die Losung (20, 10), die die stationdre Stelle kennzeichnet. Um zu priifen,
ob ein lokales Fxtremum existiert, bendtigen wir die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung:

Gaz(z,y) = —8; ny(ﬂfay) =—4= ny(fv,y); ny($»y) = -8

Nach Satz 17 ist die Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremwerts
von G erfillt, denn es gilt:

A = G1e(20,10) - Gy (20,10) — G2,(20,10) = =8 - (—8) — (—4)* =48 > 0.

Mit Gz£(20,10) = —8 < 0 ist die Extremstelle von G ein lokales Maximum
mit G(20,10) = 2550, das auch das globale Maximum darstellt. Das Unter-
nehmen erzielt den mazximalen Gewinn in Hoéhe von 2550 GE, wenn es 20
ME von Gut A und 10 M E von Gut B verkauft. Abbildung 3.5 zeigt einen
Ausschnitt des Graphen der Gewinnfunktion sowie das Gewinnmaximum.

Jedoch liegt nicht fiir alle 6konomische Funktionen eine lokale Extremstelle
nach Satz 17 vor. Betrachten wir dazu Beispiel 54.

Beispiel 54
Gegeben seien die Preis-Absatz-Funktionen p(z,y) = —3x — by + 152 und
q(z,y) = =3z —5y+196 (mit 0 < x <24, 0 <y <10). Daraus folgt fiir die
Erlosfunktion:
(3.2)
E(z,y) =’ (=3z — 5y +152) - + (—3z — 5y + 196) - y
= —3z? — 8xy — 5y? + 152z + 196y.
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Abbildung 3.6: Graph einer Erlosfunktion mit zwei Variablen mit einem Sattelpunkt

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung von E lauten:
E,(x,y) = —6x — 8y + 152, Ey(z,y) = —8z — 10y + 196.

Das LGS mit Ey(z,y) =0 und Ey(x,y) = 0 besitzt die Losung (12,10). Fir
die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung gilt:

Epp(w,y) = =6, Epy(w,y) = =8 = Bya(w,y),  Eyy(z,y) = ~10.

Nach Satz 17ist A = —6-(—10)—(—8)? = —4, folglich liegt ein Sattelpunkt an
der Stelle (12,10) vor. Es ist E(12,10) = 1892, jedoch finden sich am Rand
grioflere Werte mit z. B. E(24,0) = 1920 sowie E(0,20) = 1920. Abbildung
3.6 zeigt den Graphen der Erldosfunktion im vorgegebenen Intervall mit dem
zugehorigen Sattelpunkt.
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IT Wirtschaftsmathematik im Unterricht



4 Allgemeinbildender Mathematikunterricht

Allgemeinbildung ist die Antwort auf die Frage, ,,was den Heranwachsenden
durch die 6ffentlichen Schulen vermittelt werden sollte* (HEYMANN 1996,
S. 43). Dieser Auftrag ist in den verschiedenen Lehrpldnen der Lénder nie-
dergeschrieben und auch der einzelne Fachunterricht muss sich hinterfragen,
welchen Beitrag er dazu leisten kann. Schiiler sollen eine moglichst breit
gefiacherte Allgemeinbildung erhalten, die sie befihigt die unterschiedlichs-
ten Studien- oder Ausbildungsanforderungen zu bewiltigen und ,,die ihnen
in einer sich verdindernden Welt die nétige Orientierung gibt* (STERN 2015,
S. 165).

Insbesondere die Mathematik als wissenschaftliche Disziplin sieht sich wie-
derholt der Kritik ausgesetzt, dass sie nur fiir einen begrenzten Teil der
Bevolkerung wichtig und einsichtig ist. Sie stelle eine Art ,,hoheres Schach-
spiel, schon und spannend fiir dafiir eigens begabte Menschen“ (WINTER
1995, S. 43) mit eigenen Symbolen und Regeln dar. Oft wird daher die
Frage aufgeworfen, worin der allgemeinbildende Charakter der Mathema-
tik bestehe. Neben der mathematischen Allgemeinbildung steht auch die
okonomische im Fokus. Heranwachsende werden spéiter mit immer komple-
xeren Problemen aus den Bereichen Wirtschaft und Finanzen konfrontiert.
Sie miissen verantwortungsvoll mit ihrem Einkommen umgehen, sich mit
Fragen der Geldanlage oder Altersvorsorge auseinandersetzen und als Ar-
beitnehmer oder -geber am Wirtschaftsleben teilnehmen. Aus diesem Grund
mochten verschiedene Organisationen wie etwa die Deutsche Gesellschaft fiir
okonomische Bildung (DEGOB) den Stellenwert des Faches Wirtschaft in
Schulen verbessern.

Im Folgenden gehen wir auf wesentliche Aspekte von Mathematik und Allge-
meinbildung ein (Abschn. 4.1). Daraufhin betrachten wir Zusammenhénge
zwischen Mathematik und 6konomischer Allgemeinbildung (Abschn. 4.2).
Aus den daraus gewonnenen Erkenntnissen erschlieffen wir Konsequenzen
zur Entwicklung der Unterrichtseinheiten (Abschn. 4.3).

4.1 Mathematik und Allgemeinbildung

In den 90er Jahren entstand eine Vielzahl von Schriften zur allgemeinbilden-
den Aufgabe des Mathematikunterrichts. So formuliert HEYMANN (1996)
in seinem Allgemeinbildungskonzept folgende Aufgaben eines allgemeinbil-
denden Unterrichts:

— Stiftung kultureller Kohérenz: Mathematik ist Teil unserer Kultur, die
in der Schule erfahrbar gemacht werden soll.

— Lebensvorbereitung: Zur Lebensnotwendigkeit ersten Grades gehort
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ein direkter praktischer Nutzen wie etwa das Abschétzen von Grofien-
ordnungen oder das Vergleichen von Handytarifen. Zum zweiten Grad
zéhlen mathematische Kenntnisse, die im Rahmen einer Ausbildung
(z. B. Banken) oder eines Studiums (z. B. Chemie) erworben werden.

— Weltorientierung: Es geht um die Rolle der Mathematik im Alltag.
Ohne Mathematik hebt kein Flugzeug ab oder funktioniert kein Handy.

— Anleitung zum kritischen Vernunftgebrauch: Schiiler sollen z. B. Er-
gebnisse von Rechnungen hinterfragen. Insbesondere sollen sie den Re-
chenweg sowie andere Losungsstrategien reflektieren.

Neben diesen eher kognitiv orientierten Zielen fithrt HEYMANN (1996) wei-
tere sozial-affektive Aspekte auf, die ein allgemeinbildender Mathematikun-
terricht beriicksichtigen soll. Es handelt sich um Entfaltung von Verant-
wortungsbereitschaft, Finiibung in Verstdndigung und Kooperation sowie
Starkung des Schiiler-Ichs.

In Fachkreisen besonders geschitzt sind die drei Grunderfahrungen von
WINTER (1995), die sich u. a. in den Bildungsstandards (vgl. KMK 2012)
als Antwort der Mathematikdidaktik ,,auf den Bildungsauftrag der gymna-

sialen Oberstufe* (DANCKWERTS und VOGEL 2006, S. 7) wiederfinden.
Ein allgemeinbildender Mathematikunterricht soll es ermdoglichen,

(G1) ,,Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen
sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur in einer spezifischen Art
wahrzunehmen und zu verstehen,

(G2) mathematische Gegenstinde und Sachverhalte, repréisentiert in Spra-
che, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schéopfungen, als eine
deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begrei-
fen,

(G3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefihigkeiten (heu-
ristische Fahigkeiten), die iiber die Mathematik hinausgehen, zu erwer-
ben.“ (WINTER 1995, S. 37).

Die erste Grunderfahrung (G1) zielt auf den anwendungsorientierten Aspekt
der Mathematik ab. Es ist unbestreitbar, dass ,die Anwendung von Ma-
thematik auf aulermathematische Sachverhalte eine wichtige Rolle spielen
muss“ (HEYMANN 1996, S. 185). In der zweiten Grunderfahrung (G2) be-
tont WINTER (1995), dass die Mathematik eine Wissenschaft mit eigenen
Begriffen, Symbolen und Zusammenhéngen ist. Die dritte Grunderfahrung
(G3) zielt auf die Férderung von Problemlosefihigkeiten ab, anstatt den
Unterricht ausschlieflich an Kalkiilen auszurichten. Hilfreich ist etwa eine
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»Reflexion auf das eigene Denkhandeln* (WINTER 1995, S. 42), um ver-
schiedene Argumentationsweisen zu erlernen. So fithren Fragen nach dem
individuellen Schwierigkeitsgrad der Aufgabe, nach sich wiederholenden Ele-
menten, zum Riickwértsarbeiten oder auch zur Einschétzung der Lésung zu
einem tieferen Verstédndnis von Mathematik. Auch DAUME (2009) hebt den
allgemeinbildenden Aspekt des Mathematikunterrichts hervor und greift die
Grunderfahrungen von WINTER (1995) auf. Sie empfiehlt, mittels Model-
lierung von Aktienkursen einen Beitrag zur finanziellen Allgemeinbildung
im Mathematikunterricht zu leisten (vgl. DAUME 2009, S. 27 ff.). Dadurch
erhalten Schiiler einen Zugang zur komplexen Finanzwelt, der in anderen
Féchern kaum moglich ist. Die Orientierung an Anwendungsbeziigen un-
terstiitzt auch HOLZAPFEL (2013), indem er fordert, dass Allgemeinbil-
dung im Mathematikunterricht die Fachergrenzen {iberwinden muss. Griinde
sieht er etwa in ,der Niitzlichkeit mathematischen Denkens iiber das Fach
hinaus® (S. 4).

Den Ausfithrungen von DAUME (2009) und HOLZAPFEL (2013) schliefien
wir uns an. Auch in der Okonomie lassen sich vielfiltige Beispiele finden, die
besonders die Anwendungsmoglichkeiten von Mathematik aufzeigen. Dazu
gehoren etwa funktionale Abhéngigkeiten zwischen Preis und Absatz. Die-
se Ansicht wird gestiitzt durch TIETZE et al. (2000). Sie befiirworten die
Forderung nach Anwendungsorientierung in den Wirtschaftswissenschaften:

»,Der Aspekt anwendungs- und erfahrungsbezogene Mathematik
muss in angemessener Weise représentiert sein. Der Schiiler sollte
um den instrumentellen Charakter der Mathematik wissen, ihre
Rolle als Sprache und Hilfsmittel in Wissenschaft, Technik und
Wirtschaft in Anséitzen kennen und kritisch einschétzen kénnen. ¢
(TIETZE et al. 2000, S. 24).

TIETZE et al. (2000) greifen die Aufgabe des , kritischen Vernunftgebrauchs*
nach HEYMANN (1996) auf und sprechen sich fiir einen mafivollen Einsatz
von Anwendungsthemen aus. Eine ,,durchgingige Orientierung des mathe-
matischen Schulcurriculums an Anwendungsthemen® (FUHRER 1991, S.
115) ist nicht erstrebenswert. Folglich ist zu priifen, welchen Relevanz An-
wendungen im Mathematikunterricht besitzen. Aus den Bildungsstandards
Mathematik fiir die allgemeine Hochschulreife geht hervor, dass anwendungs-
orientierte Aufgaben aus der Lebenswelt , die gleiche Wichtigkeit und Wer-
tigkeit wie innermathematische Aufgaben“ (KMK 2012, S. 11) einnehmen.
Diese Auffassung beriicksichtigt die zweite Grunderfahrung (G2) nach WIN-
TER (1995), die auch wir fiir wichtig erachten. Eine reine Orientierung an
Anwendungsbeziigen bildet das Wesen der Mathematik nur unzureichend
ab. Es zeigt sich u. E. insbesondere im Zusammenspiel von aufler- und in-
nermathematischen Sachverhalten.

90



In der Sichtweise von Mathematik als eigene Wissenschaft geht es nicht nur
um das Auswendiglernen von Formeln und das Anwenden mathematischer
Verfahren, wie die Schulstudien TIMSS und PISA aufzeigen. Vielmehr sollen
Schiiler ,,zu einer flexiblen Anwendung von Mathematik in vielfialtigen Kon-
texten befdhigt werden“ (REISS und HAMMER 2013, S. 8). Dieser Aspekt
liegt dem Begriff der mathematischen Grundbildung (,mathematical litera-
cy®) zu Grunde, der die Fahigkeit bezeichnet ...

»[---] die Rolle, die die Mathematik in der Welt spielt, zu erken-
nen und zu verstehen, begriindete mathematische Urteile abzu-
geben und sich auf eine Weise mit Mathematik zu befassen, die
den Anforderungen des gegenwéirtigen und kiinftigen Lebens ei-

ner Person als konstruktivem, engagiertem und reflektierendem
Biirger entspricht“ (BAUMERT et al. 2001, S. 141).

Eine mathematische Grundbildung mit zusétzlichen Anwendungen im Ma-
thematikunterricht gleichzusetzen, gerdt zu kurz. Vielmehr sollen Schiiler
mathematische Modelle auf alltdgliche Probleme iibertragen sowie , umge-
kehrt die einem Problem zugrunde liegende mathematische Struktur erken-
nen“ (DAUME 2016, S. 89).

4.2 Mathematik und 6konomische Allgemeinbildung

Der Mensch sieht sich im Alltag immer komplexer werdenden dkonomischen
Situationen gegeniiber. Sei es bei der Durchfiihrung von Zahlungen oder dem
Handeln in wirtschaftlichen Kontexten. Den erhohten Anforderungen steht
oft eine grofle Verunsicherung entgegen. Dies stofit die Diskussion iiber eine
okonomische Bildung in Schulen weiter an, unter der man Folgendes versteht:

,Okonomische Bildung kann als Qualifikation, das heifit als Aus-
stattung von Individuen mit Kenntnissen, Fahigkeiten, Fertig-
keiten, Verhaltensbereitschaften und Einstellungen, umschrieben
werden, wirtschaftlich gepriagte Lebenssituationen zu bewiltigen.

(MAY 2011, S. 3 f.).

In den verschiedenen Lebenssituationen nimmt der Mensch nach MAY (2011)
unterschiedliche Rollen ein. Bereits in jungen Jahren tritt der Biirger als
Konsument auf. So zeigt etwa die Studie ,,Jugend und Geld“, dass Ju-
gendliche zwischen 13 und 14 Jahren im Schnitt €25 pro Monat fiir ihre
Zwecke ausgeben (LANGE und FRIES 2006, S. 43). Das monatliche Ta-
schengeld dieser Altersgruppe liegt im Schnitt bei €33. Weitere Einkiinfte
aus Geldgeschenken oder kleinen Arbeiten bleiben unberiicksichtigt (TULLY
und VAN SANTEN 2012, S. 202). Als Arbeitnehmer erhilt der Biirger
seinen Lohn. Dafiir besitzt er gegeniiber dem Arbeitgeber Pflichten, aber
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auch Rechte. In der Funktion des Teilnehmers an der Wirtschaftsgesell-
schaft befindet sich etwa ein Unternehmer beim Verkauf eines Produktes. Er
kauft Ressourcen ein und versucht beim Absatz iiber den Preis einen ausrei-
chenden Erlos zu erzielen (vgl. Abschn. 1.3.2), damit er Gewinn erzielt (vgl.
Abschn. 1.3.4). In allen drei genannten wirtschaftlichen Rollen leistet der
Biirger einen Beitrag zum Steuereinkommen: Ein Konsument zahlt Umsatz-
bzw. Mehrwertsteuer, ein Arbeitnehmer fithrt Einkommenssteuer an den
Fiskus ab und auf einen Gewerbebetrieb wird die Gewerbesteuer erhoben
(vgl. DAUME 2016, S. 35 ff.). Zu den genannten Lebenssituationen gehort
u. E. das Verstehen und Einordnen von Nachrichten aus dem Wirtschafts-
geschehen. Diese Urteilsfihigkeit ist notwendig, um sich in ,,Entwicklun-
gen einer immer schneller sich verdndernden Wirtschaftswelt zu orientieren®
(DEGOB 2004, S. 4). Auch KAMINSKI und EGGERT (2008) unterschei-
den zur 6konomischen Bildung eine private und berufliche sowie eine welt-
und volkswirtschaftliche Ebene. Zur letzteren gehoren etwa Preisbildungs-
prozesse, wie wir sie in Abschnitt 1.2 beschrieben haben. Das Verstdndnis
okonomischer Bildung nach MAY (2011), in der Biirger am Wirtschafts-
geschehen teilnehmen, sowie nach KAMINSKI und EGGERT (2008), die
fiir die Vermittlung einer volkswirtschaftlichen Ebene plédieren, legitimiert
nachhaltig die Wahl der Wirtschaftsmathematik als Unterrichtsinhalt.

Verschiedene Autoren (u. a. WEBER 2000 sowie BRANDLMAIER et al.
2006) sprechen sich zunehmend fiir eine 6konomische als auch finanzielle
Bildung in Schulen aus, damit Heranwachsende den steigenden Anforderun-
gen des Wirtschaftslebens gewachsen sind. Aktuelle Untersuchungen stiitzen
die Einschéitzung, dass das entsprechende Wissen bei Heranwachsenden nur
unzureichend ausgeprégt ist: Erniichternde Ergebnisse aus Umfragen zum
Wirtschaftswissen fithrt ein Gutachten im Auftrag des Gemeinschaftsaus-
schusses der Deutschen Gewerblichen Wirtschaft (GGW) an. Die Ergebnis-
se deuten auf einen ,,Okonomischen Analphabetismus® (GGW 2010, S. 81)
hin. Eine Studie der Commerzbank zeigt, dass sich ,,nur zwei Prozent der
Biirger ,,sehr gute“ und weitere 14 Prozent ,gute” Kenntnisse iiber Geld,
Borse, Finanzmérkte und Wirtschaftsthemen® (MAY 2011, S. 3) bescheini-
gen. Die Jugendstudie 2012 des Bundesverbandes der Bundesbanken macht
darauf aufmerksam, dass jeder zweite Jugendliche ,,Defizite im Versténdnis
von Wirtschaft und Wissen iiber Wirtschaftsthemen“ (BUNDESVERBAND
DEUTSCHER BANKEN 2012, S. 35) besitzt. Gleichzeitig wiinschen sich
aber mehr als drei von vier Befragten einen hoheren Stellenwert von Wirt-
schaftsthemen in der schulischen Ausbildung. Ahnliche Ergebnisse zeigt eine
frithere Studie, in der junge Heranwachsende im Alter zwischen 14 und 24
Jahren Fragen zu finanziellen und 6konomischen Themen gar nicht oder
nur unzureichend beantworten konnten (vgl. BUNDESVERBAND DEUT-
SCHER BANKEN 2009).
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Zur Verbesserung der 6konomischen Bildung bietet z. B. das Koélner Insti-
tut der deutschen Wirtschaft?” oder das Institut fiir 6konomische Bildung?®’
Materialien fiir den Wirtschaftsunterricht an. Eine Vermittlung von Wirt-
schaftswissen mittels dieser Materialien ist jedoch problematisch, da Wirt-
schaftsverbénde diese Institute unterstiitzen (vgl. KRETZ 2012). Eine ob-
jektive und unabhéngige ckonomische Bildung ist in diesem Fall fraglich.

Ein Beitrag zur ckonomischen Bildung ist in allen Bundesldndern in den
Lehrplénen verankert. Im Gegensatz zur Mathematik existieren fiir das
Schulfach Wirtschaft jedoch keine einheitlichen Bildungsstandards, so dass
deren Ausarbeitung den Lindern obliegt. Kontrovers ist die Diskussion iiber
deren Umsetzung: Soll Okonomie als eigenstindiges Fach oder in einem
Fécherverbund gelehrt werden? Zwar fithrt Baden-Wiirttemberg ab dem
Schuljahr 2016/2017 als erstes Bundesland das Schulfach Wirtschaft in der
Mittelstufe ein (vgl. LANGE 2015), es ist jedoch die Ausnahme. Zumeist
wird ein Féacherverbund unterrichtet, denn die , Auseinandersetzung mit
okonomischen Fragen ist mehrdimensional* (FISCHER 2006, S. 5). Dies be-
trifft neben der Mathematik auch die Bereiche Politik, Okologie, Geschichte
sowie Philosophie.

,Diese bessere 6konomische Bildung bettet 6konomische Fragen
in gesellschaftliche, politische und kulturelle Zusammenhénge
ein [...]. Sie steht fiir wissenschaftlichen, politischen und weltan-
schaulichen Pluralismus, ist multiperspektivisch und lehnt es ab,
den Lernenden ein einseitiges Weltbild aufzuzwingen.“ (HEDT-
KE et al. 2010, S. 1)

Nach Ansicht von HEDTKE et al. (2010) braucht es zur Losung eines
okonomischen Problems das Wissen aus weiteren Fachbereichen. Denn beim
Erkennen und Verstehen der Welt kénnen ,,auch erginzende oder kontrére
Ergebnisse anderer Wissenschaften hilfreich sein“ (WEBER 2010, S. 104).
Ein eigenes Fach Wirtschaft ist auch nach unserer Auffassung nicht not-
wendig, wenn 6konomische Inhalte mehrperspektivisch unterrichtet werden.
Findet 6konomische Bildung im Fécherverbund statt und greift auch der
Mathematikunterricht wirtschaftliche Themen auf, vermindert dies die Ge-
fahr einer inhaltlichen Engfithrung. Dieses Risiko besteht auch in der Wirt-
schaftsmathematik, wenn sich die Inhalte zu stark an Kalkiilen und Ver-
fahren orientieren. Im Rahmen einer Gewinnmaximierung etwa bieten sich
neben der mathematischen Losung zusétzlich soziale oder dkologische Argu-
mentationen an. Ahnlich sehen das FAMULLA et al. (2011) in der aktuellen
Debatte zum Wirtschaftsunterricht:

http:/ /www.wirtschaftundschule.de/unterrichtsmaterialien/ (Stand: 28.01.2016)
30http://www.ioeb.de/unterrichtsmaterialien (Stand: 28.01.2016)
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»Statt kritisches Nachfragen und selbststandiges Urteilsvermogen
zu fordern, liegt der Schwerpunkt darauf, wirtschaftswissenschaft-
liche Modelle anzuwenden, volkswirtschaftliche Denkmuster zu
reproduzieren und immer wieder Rechenaufgaben durchzufiihren
[...]. Ein Nachdenken iiber Kriterien eigener Konsumentscheidun-
gen, die iiber das Kostenargument hinausgehen und etwa auch
gesellschaftliche und politische Rahmenbedingungen des Kon-
sums einbeziehen, ist kaum gefordert.“ (FAMULLA et al. 2011,
S. 50).

Wie FAMULLA et al. (2011) sehen wir eine rein volkswirtschaftliche Be-
trachtung 6konomischer Fragen als problematisch an. Der Ansatz der Mul-
tiperspektivitdt bietet die Moglichkeit, den Gedanken zum kritischen Ver-
nunftgebrauch nach HEYMANN (1996) in den Unterrichtseinheiten zu inte-
grieren. Ein autonomes Fach Wirtschaft, das genau auf diese kontréren Er-
gebnisse verzichtet und volkswirtschaftliche Denkmuster ins Zentrum stellt,
ist u. E. kritisch einzuschétzen. Wir untersuchen wirtschaftliche Themen
folglich aus mehreren Perspektiven und sehen die Chance, mittels Mathe-
matik einen Beitrag zur 6konomischen Bildung zu leisten.

4.3 Konsequenzen fiir die Unterrichtsentwicklung

Die Grunderfahrungen von WINTER (1995) betrachten wir als mafigebend.
Nicht zuletzt, da sie in den Bildungsstandards aufgefiihrt und fiir die Pla-
nung von Unterricht bindend sind. Auffermathematische Inhalte (G1) sind
durch den Bezug zur Okonomie vorgegeben. Damit deren Umsetzung im
Unterricht gelingt, orientieren wir uns an den drei Ebenen 6konomischer
Bildung in Anlehnung an KAMINSKI und EGGERT (2008) sowie MAY
(2011). Zur Unterstiitzung eines reflektierten Konsumverhaltens bieten sich
neben Vergleichen von Stromtarifen auch Handytarife an, wie sie MAASS
(2002) vorschligt. Fiir den Biirger als Arbeitnehmer sind Unterrichtssequen-
zen zur Einkommensteuer von Interesse (vgl. DAUME 2016, S. 167 ff.). Zum
Verstdndnis der Wirtschaftsgesellschaft méchten wir mit dieser Arbeit einen
Beitrag leisten und uns an bestehenden Vorschldgen zum Wirtschaftsun-
terricht orientieren. Dabei sollen Schiiler ,,das Zustandekommen des Prei-
ses fiir unterschiedliche Mérkte* (GGW 2010, S. 33) beschreiben. Anschlie-
Bend sind die 6konomischen Begrifflichkeiten zum Thema Preisbildung ,,ent-
sprechend analytisch und wissenschaftsbezogen (z. B. Transaktionskosten,
Elastizitdten)“ (GGW 2010, S. 36) zu erweitern. In einem weiteren Ent-
wurf sollen Schiiler ,Marktmechanismen anhand 6konomischer Modellan-
nahmen erldutern und mithilfe mathematischer Darstellungen diskutieren
(z. B. Grenznutzen-, Grenzkostenrechnung [...])* (DEGOB 2009, S. 6). Die
fachtheoretischen Grundlagen zu diesen Inhalten sind in den Abschnitten
1.1 bis 2.2 aufgefiihrt.
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Zur Entwicklung der Unterrichtsvorschlige zur Wirtschaftsmathematik be-
riicksichtigen wir, den Schiilern nicht nur volkswirtschafliche Denkmuster zu
vermitteln. Wir folgen der Forderungen von HEYMANN (1996) nach einer
Anleitung zum kritischen Vernunftgebrauch im Mathematikunterricht und
von HEDTKE et al. (2010) nach einem mehrperspektivischen Ansatz in der
Okonomie. Eine mogliche Aufgabe, die das beriicksichtigt, lautet:

Ein Monopolist setze sein Gut mit der Preis-Absatz-Funktion
p(x) = —x + 16 ab. Die anfallenden Kosten lassen sich mit
K(x) = 4x + 27 beschreiben. Durch Einsparungen im Gehalt so-
wie dem Einkauf eines giinstigeren Rohstoffs sinken die variablen
Kosten um 2 % und die fizen Kosten um 3 GE. Bestimmen
Sie die Gewinnspanne und den mazximalen Gewinn vor und nach
der Kostensenkung. Diskutieren Sie mit einem Partner, ob die

geringeren Kosten sozial und dkologisch zu rechifertigen sind.

Zunichst ist fiir diese Aufgabe eine mathematische Losung zu bestimmen.
Mit dem Auftrag die geringeren Kosten zu diskutieren, werden die Schiiler
aufgefordert auch soziale und 6kologische Uberlegungen zu reflektieren. In
diesem Umfeld koénnen die Schiiler etwa folgenden Fragen nachgehen:

— Stammt der Rohstoff aus einem biologischen, regionalen Anbau oder
wird er importiert?

— Welche Auswirkungen haben Gehaltseinsparungen auf die Mitarbei-
ter?

Fiir einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht ist neben der Anwen-
dungsorientierung die Bedeutung der Mathematik als eigene Wissenschaft
zu betonen. Daher erachten wir die zweite Wintersche Grunderfahrung (G2)
ebenfalls fiir unverzichtbar. Obwohl der Schwerpunkt dieser Arbeit auf der
Wirtschaftsmathematik liegt, sehen wir diese als ,, Tiiroffner zu innerma-
thematischen Themen. Ausgehend vom Verlauf ékonomischer Funktionen
konnen Fragen zu allgemeinen Funktionen gestellt werden. So bietet sich
etwa die Untersuchung der Koeflizienten einer ertragsgesetzlichen Kosten-
funktion an:

Gegeben sei die Funktionenschar K,(x) = x3 + ax® + 272 + 45
(x in ME, K in GE). Fir welche Werte von a ist Kq(x) eine
ertragsgesetzliche Kostenfunktion?

Eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion liegt vor, wenn diese (streng) mo-
noton steigt, keine Extremstellen und einen Wendepunkt fiir > 0 besitzt.
Die Schiiler kénnen zunéchst durch Probieren verschiedene Verldufe des Gra-
phen der Kostenfunktion vergleichen, bevor eine analytische Losung mithil-
fe von Ableitungen erfolgt. Neben Aufgaben, die im Umfeld 6konomischer
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Funktionen auf innermathematische Fragestellungen fithren, méchten wir
unabhéngig davon mathematische Fragen diskutieren. Als sinnvoll gestaltet
sich etwa ein Aufgreifen einer ndherungsweisen Funktionsinderung mittels
Grenzfunktion. Diese Idee lisst sich abseits 6konomischer Funktionen zur
lokalen Approximation von beliebigen Funktionen mittels Tangente bis hin
zu Taylorpolynomen erweitern. Eine mogliche Aufgabenstellung lautet:

Gegeben sei die Funktion f(x) = 23 +5x2 —x+1. Bestimmen Sie
Polynomfunktionen vom Grad 1,2 oder 3, die mit f(x) an der
Stelle a = 0 mit dem Funktionswert und im Wert der Ableitungen
identisch sind. Skizzieren Sie die Graphen von f(x), t1(x) und
ta(x) in einem Schaubild.

Ausgehend von der Tangente als Polynomfunktion ersten Grades sollen die
Schiiler untersuchen, wie mittels hoherer Ableitungen eine Verbesserung der
lokalen Approximation einer Funktion moglich ist. Dies erfolgt unabhéngig
von 6konomischen Funktionen in einem Ergédnzungsmodul. Gleiches gilt fiir
Elastizitédtsfunktionen: Wahrend die Elastizitdt im 6konomischen Umfeld
zur Berechnung einer relativen Funktionswertdnderung verwendet wird, las-
sen sich davon ausgehend Elastizitdtsfunktionen unter innermathematischen
Aspekten betrachten. Die hier vorkommenden Zusammenhéinge konnen 6ko-
nomisch nicht sinnvoll interpretiert werden (vgl. Abschn. 2.2.4). Sie zeigen
jedoch eine Moglichkeit auf, wie aus einer Anwendung der Einstieg in ein
innermathematisches Gebiet mit eigenen Sétzen und Definitionen gelingen
kann. Dies beinhaltet die zweite Wintersche Grunderfahrung.

Zur Starkung der dritten Grunderfahrung (G3) von Winter integrieren wir
verschiedene Losungsstrategien wie das Schiitzen und Uberschlagen, das
Riickwértsrechnen oder das Erkennen von Mustern in die Unterrichtsvor-
schlige. Eine mogliche Aufgabenstellung lautet:

Seien x1 = 4 und xo = 10 die Nullstellen einer quadratischen Ge-
winnfunktion. Geben Sie zwei verschiedene Funktionsterme fiir
G(z) an.

Es handelt sich um eine so genannte ,,Umkehraufgabe“ (BRUDER et al.
2015, S. 527). Zur Losung konnen Schiiler riickwértsrechnen, sich an ei-
ner gelosten Aufgabe orientieren oder sich der Losung durch Probieren
nihern. Zum Uberschlagen kann etwa bei Exponentialfunktionen mit dem
Naherungswert e ~ 3 gearbeitet werden. Wir betonen, dass die Unterrichts-
vorschlidge kein Abbild universitidrer Theorie sind. Vielmehr sollen sie unter
prawissenschaftlichen und allgemeinbildenden Aspekten eine Einfiithrung in
volks- sowie betriebswirtschaftliche Grundlagen darstellen, wie es auch KA-
MINSKI und EGGERT (2008) fordern. Damit dies gelingt, nehmen wir Ab-
stand von einer reinen Orientierung an mathematischen Verfahren. Vielmehr
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sollen Schiiler ihre Féhigkeiten in unbekannten Situationen auch flexibel
anwenden koénnen, wie es eine mathematische Grundbildung verlangt. Um
dies auf eine curriculare Grundlage zu stellen, beziehen wir im folgenden Ab-
schnitt ausgewihlte Kompetenzbereiche der Bildungsstandards Mathematik
mit ein.
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5 Bildungsstandards Mathematik

Die Bildungsstandards Mathematik waren unter anderem die Reaktion auf
die PISA Studie aus dem Jahr 2000. Das unterdurchschnittliche Abschnei-
den?! veranlasste die stindige Kultusministerkonferenz der Linder zu die-
sem Schritt und hatte Einfluss auf die Standards fiir den mittleren Schulab-
schluss (vgl. KMK 2004). Dabei greifen die Bildungsstandards , allgemeine
Bildungsziele auf und benennen Kompetenzen, die Schiilerinnen und Schiiler
bis zu einer bestimmten Jahrgangsstufe an zentralen Inhalten erworben ha-
ben sollen“ (KMK 2004, S. 3). Es folgten die Standards fiir den Hauptschul-
abschluss, den Primarbereich und im Jahr 2012 fiir die allgemeine Hoch-
schulreife (vgl. KMK 2012), um verbindliche Richtlinien fiir alle Lander im
Abitur festzulegen.

Im Folgenden geben wir eine kurze Ubersicht zu den Begriffen Kompe-
tenz und Leitidee aus den Bildungsstandards Mathematik fiir die allgemei-
ne Hochschulreife (Abschn. 5.1). Insbesondere die Leitidee funktionaler Zu-
sammenhang liefert wichtige Anhaltspunkte zur Behandlung 6konomischer
Funktionen im Unterricht (Abschn. 5.2). Von den Allgemeinen mathemati-
schen Kompetenzen erachten wir das mathematische Modellieren als maf-
gebend. Die Schiiler sollen erfahren, wie mittels realer Daten das mathe-
matische Modell einer Preis-Absatz-Funktion aufgestellt wird (Abschn. 5.3).
Abschlielend wird untersucht, welche Konsequenzen sich aus den vorherigen
Ausfithrungen fiir die Umsetzung der Wirtschaftsmathematik im Unterricht
ergeben (Abschn. 5.4).

5.1 Zu den Begriffen Leitidee und Kompetenz

Der Grundgedanke einer Leitidee findet sich bereits Mitte des letzten Jahr-
hundert wieder:

»Die hauptséchlichen Ideen, welche der Mathematik zugrunde
liegen, sind durchaus nicht ausgefallen oder esoterisch. Sie sind
abstrakt. Doch eines der wichtigsten Ziele, um derentwillen Ma-
thematik in eine allgemeine Bildung aufgenommen wird, besteht
ja gerade in der Schulung des Schiilers im Umgang mit abstrak-
ten Ideen.“ (WHITEHEAD 1962, S. 24).

Durch hauptséchliche Ideen kann ,jedem Kind auf jeder Entwicklungsstufe
jeder Lehrgegenstand in einer intellektuell ehrlichen Form gelehrt werden®
(BRUNER 1973, S. 44). BRUNER (1973) pladiert fiir die Aufnahme von

31Tn Relation zum OECD-Durchschnitt.
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hauptsichlichen Ideen®? auf einer hoheren Stufe, um sie mit neuen Inhal-
ten anzureichern. Dieses Spiralprinzip bildet die Grundlage der heutigen
Leitideen in den Bildungsstandards. Doch was genau ist darunter zu verste-
hen? Leitideen sind ,,ein Biindel von Handlungen, Strategien und Techniken,
die

(1) in der historischen Entwicklung der Mathematik aufzeigbar sind,
(2) tragféhig erscheinen, curriculare Entwiirfe vertikal zu gliedern,

(3) als Ideen zur Frage, was ist Mathematik iiberhaupt, zum Sprechen
iiber Mathematik, geeignet erscheinen,

(4) den mathematischen Unterricht beweglicher und zugleich durchsichti-
ger machen koénnen,

(5) in Sprache und Denken des Alltags einen korrespondierenden sprachli-
chen oder handlungsmiBigen Archetyp besitzen.“ (SCHWEIGER 1992,
S. 207).

Jedoch verweist SCHWEIGER (1992) darauf, dass der Begriff der Leitidee3?
vage ist und verschiedene didaktische und padagogische Auffassungen von
Mathematik einflieen. Von den genannten Punkten erachten wir den zwei-
ten Aspekt als mafigebend und gehen daher in Kapitel 6 auf tragfahige
Grundvorstellungen wichtiger Begriffe ein, die eine Verallgemeinerung im
Sinne einer vertikalen Vernetzung ermoglichen.

In den 90er Jahren entstand ein Katalog von Leitideen, der demjenigen aus
den Bildungsstandards sehr dhnelt. Im Einzelnen sind dies Zahl, Messen,
rdumliches Strukturieren, funktionaler Zusammenhang, Algorithmus und
mathematisches Modellieren (vgl. HEYMANN 1996, S. 174). Ebenso wie
die Leitideen der Bildungsstandards durchziehen sie verschiedenste Teilge-
biete der Mathematik (z. B Analysis, Stochastik). Fiir diese Arbeit ist vor
allem die Leitidee funktionaler Zusammenhang von Interesse, da in der Wirt-
schaftsmathematik eine 6konomische Grofie in funktionaler Abhéngigkeit
zu einer weiteren Grofle steht. So hingen z. B. die Kosten von der produ-
zierten Menge ab. Die Leitidee funktionaler Zusammenhang ,erweist sich
als ein universelles Mittel, meflbare Verdnderungen in unserer Welt theo-
retisch zueinander in Beziehung zu setzen und symbolisch zu verarbeiten*
(HEYMANN 1996, S. 178). Die Schiiler konnen die Zusammenhénge zweier
Groflen zunéichst umgangssprachlich erkannt haben (z. B. je mehr A, desto
mehr B), bevor sie diese mathematisch prézise erfassen.

32Brunner selbst spricht von fundamentalen Ideen.
33 Auch SCHWEIGER 1992 verwendet den Begriff der fundamentalen Idee.
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Neben der Auseinandersetzung mit Leitideen sollen Schiiler im Mathema-
tikunterricht Kompetenzen erwerben. Doch was ist unter diesem Begriff zu
verstehen? Nach WEINERT (2001) sind Kompetenzen...

»|--.] die bei Individuen verfiigharen oder durch sie erlernbaren
kognitiven Fahigkeiten und Fertigkeiten, um bestimmte Proble-
me zu losen, sowie die damit verbundenen motivationalen, vo-
litionalen und sozialen Bereitschaften und Fahigkeiten, um die
Problemlosungen in variablen Situationen erfolgreich und ver-
antwortungsvoll nutzen zu kénnen.* (WEINERT 2001, S. 27).

Allgemein ldsst sich in den Bildungsstandards Mathematik eine deutliche
Verschiebung der ehemaligen Input-Orientierung hin zur Ausbildung von
tiberdauernden Kompetenzen festhalten. Schiiler sollen nicht nur rechneri-
sche Verfahren anwenden, sondern die ,Mathematik als Werkzeug zur Mo-
dellierung und geistigen Gestaltung der Umwelt“ (vgl. VOM HOFE 2003, S.
4) begreifen. Doch welche Kompetenzen sind fiir den Mathematikunterricht
mafgebend? Die Bildungsstandards Mathematik fiir den mittleren Schulab-
schluss (vgl. KMK 2004) und fiir die allgemeine Hochschulreife (vgl. KMK
2012) unterscheiden fiinf nach Leitideen unterteilte, inhaltsbezogene Kom-
petenzen und sechs allgemeine mathematische Kompetenzen, wie Abbildung
5.1 zeigt.

A Anforderungsbereiche:
Reproduzieren, Zusammenhang
herstellen, Verallgemeinern und
Reflektieren

Allgemeine mathematische Kompetenzen:

Mathematisch argumentieren (K1)

Probleme mathematisch 1dsen (K2)
Mathematisch modellieren (K3)
Mathematische Darstellungen verwenden (K4)

Mit symbolischen, formalen und technischen

Leitideen:
Algorithmus & Zahl (L1) Elementen der Mathematik umgehen (K5)
Messen (L2) Mathematisch kommunizieren (K6)

Raum und Form (L3)
Funktionaler Zusammenhang (L4)
Daten und Zufall (L5)

Abbildung 5.1: Kompetenzmodell der Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die
Allgemeine Hochschulreife (eigene Darstellung)

Von den inhaltsbezogenen Kompetenzen nimmt im Bereich der Wirtschafts-

mathematik die Leitidee funktionaler Zusammenhang (L4) eine zen-
trale Stellung ein. Die dort aufgefithrten Ziele passen u. E. am Besten zu
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den in den Kapiteln 1 bis 3 beschriebenen fachtheoretischen Inhalten. Da-
her betrachten wir die Leitidee funktionaler Zusammenhang in Abschnitt
5.2 genauer. Die weiteren Leitideen (Zahl, Messen, Raum und Form, Da-
ten und Zufall) sind im Folgenden zu vernachléssigen. Von den allgemei-
nen mathematischen Kompetenzen®* heben wir die Kompetenz mathema-
tisch modellieren (K3) hervor, denn die Wirtschaftsmathematik stellt ein
Anwendungsgebiet der Mathematik dar. Neben der Analyse ckonomischer
Funktionen sollen Schiiler verstehen, wie das Modell z. B. einer linearen
Preis-Absatz-Funktion entsteht. Daher widmen wir dem Modellierungspro-
zess in 5.3 einen eigenen Abschnitt.

5.2 Die Leitidee funktionaler Zusammenhang

In den Bildungsstandards Mathematik fiir den mittleren Schulabschluss sind
unter der Leitidee funktionaler Zusammenhang einzelne Ziele formuliert, die
insbesondere auf die Begriffe Funktionen und Gleichungen eingehen. Die
Schiiler sollen u. a. (vgl. KMK 2004, S. 11 f.)

— lineare, quadratische und exponentielle Funktionen zur Beschreibung
quantitativer Zusammenhénge und realitdtsnaher Probleme nutzen,

— verschiedene Darstellungen von Funktionen analysieren sowie interpre-
tieren,

— charakteristische Merkmale von Funktionen auch anhand des Graphen
bestimmen,

— Verdnderungen von Grofien mittels Funktionen beschreiben,
— zu vorgegebenen Funktionen Sachsituationen angeben,
— lineare Gleichungssysteme (LGS) graphisch interpretieren,

— lineare und quadratische Gleichungen kalkiilméfig 16sen sowie auf ihre
Losbarkeit iiberpriifen.

Realitédtsnahe Probleme im Umfeld linearer Funktionen sind z. B. die Ana-
lyse einfacher Handytarife. Sie stellen den funktionalen Zusammenhang zwi-
schen der Zeit sowie den Kosten dar und kénnen als Tabelle, als Graph oder
auch als Funktionsterm angegeben werden. Ein Vergleich von Handytarifen
fithrt auf ein lineares Gleichungssystem (LGS), dessen Losung zum Vergleich
von Gebiihren dient. Parabeln dienen oft zur Beschreibung von Spriingen
oder Wiirfen. In diesem Kontext sind meist der Scheitel und Schnittpunkte
mit den Achsen anzugeben. So fiihrt z. B. die Berechnung der Nullstellen

34 Auf die Unterteilung allgemeiner mathematischer Kompetenzen in Anforderungsbe-
reiche gehen wir im Rahmen dieser Arbeit nicht ein.
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einer Parabel auf eine quadratische Gleichung. Zinseszinseffekte lassen sich
mit Exponentialfunktionen verdeutlichen.

Die Bildungsstandards Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife fithren
unter der Leitidee funktionaler Zusammenhang die Standards aus dem mitt-
leren Schulabschluss fort. Die funktionalen Vorstellungen aus der Sekundar-
stufe I werden durch die Begriffe Ableitung und Integral ergénzt. Die Schiiler
sollen u. a. (vgl. KMK 2012, S. 20)

— die Ableitung insbesondere als lokale Anderungsrate, auf erhéhtem
Anforderungsniveau auch als lokale Linearisierung deuten,

— die aus der Sekundarstufe I bekannten Funktionen mittels Summen-
und Faktorregel ableiten,

— die Ableitung nutzen, um Funktionen auf Monotonie und Extrema zu
untersuchen,

— die Graphen von Funktion und Ableitungsfunktion vergleichen und
interpretieren.

Um die Ableitung als lokale Anderungsrate zu interpretieren, wird oft die
Momentangeschwindigkeit als Einstieg verwendet. Weitere Grundvorstellun-
gen der Ableitung wie die lokale Linearisierung treten im Mathematikunter-
richt noch in den Hintergrund. In Abschnitt 6.3 gehen wir auf diese Proble-
matik vertiefend ein. Mit dem Beherrschen grundlegender Ableitungsregeln
lassen sich Aussagen iiber das Monotonieverhalten von Funktionen treffen.
Lokale Extremstellen kdonnen mittels des Vorzeichenkriteriums der 1. Ab-
leitung untersucht werden. An den Graphen von Funktion und Ableitungs-
funktion lassen sich die Zusammenhénge zur Monotonie und zu lokalen Ex-
tremstellen veranschaulichen. Dariiber hinaus sollen die Schiiler Produkte
und Verkettungen von Funktionen zur Beschreibung quantifizierbarer Zu-
sammenhénge nutzen. Dementsprechend sind sowohl die Produktregel als
auch auf erhthtem Anforderungsniveau die Kettenregel zu vermitteln. In
vielen Schulbiichern wie etwa Lambacher Schweizer (vgl. FREUDIGMANN
et al. 2009, S. 54 ff.) oder Elemente der Mathematik (vgl. GRIESEL et al.
2001, S. 30 ff.) findet parallel die Einfithrung der natiirlichen Exponential-
funktion statt.

Es bleibt zu priifen, welche Ziele unter der Leitidee funktionaler Zusammen-
hang mittels Wirtschaftsmathematik erreicht werden kénnen. Da diese cur-
ricular vorgeschrieben sind, versuchen wir diese in die Unterrichtsvorschléige
zu integrieren. Dabei spielt die allgemeine mathematische Kompetenz des
Modellierens eine grofle Rolle, die wir im Folgenden genauer untersuchen.
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5.3 Allgemeine mathematische Kompetenz Modellieren

Im Zuge der Anwendungsorientierung werden Schiiler unausweichlich mit
der Thematik des Modellierens konfrontiert. Das mathematische Modellbil-
den ist in Situationen geeignet, ,,in denen das Beziehungsgeflecht zwischen
Mathematik auf der einen und , Wirklichkeit“ auf der anderen Seite nicht
mehr ohne weiteres zu durchschauen ist* (HEYMANN 1996, S. 181). Dies
gilt auch fiir die Wirtschaftsmathematik:

»Die Analysis hat [...] in den Wirtschaftswissenschaften an Be-
deutung gewonnen. Beispiele fiir Modellierungen wirtschaftlicher
Prozesse, die fiir den Analysisunterricht in Frage kommen, sind:
Theorie der Marktpreisbildung, Kosten, Erlos- und Gewinntheo-
rie [...].“ (TIETZE et al. 2000, S. 207).

Dies zeigt, dass die in Kapitel 1 bis 3 aufgefiihrten fachtheoretischen Inhal-
te fiir den Mathematikunterricht geeignet sind. Durch das Aufstellen eines
Modells konnen die Schiiler verstehen, wie etwa der Funktionsterm einer
Nachfragefunktion entsteht. Nach den Bildungsstandards Mathematik fiir
den mittleren Schulabschluss beinhaltet ein Modellierungsprozess

— ,den Bereich oder die Situation, die modelliert werden soll, in mathe-
matische Begriffe, Strukturen und Relationen iibersetzen,

— in dem jeweiligen mathematischen Modell arbeiten,

— Ergebnisse in dem entsprechenden Bereich oder der entsprechenden
Situation interpretieren und priifen.“ (KMK 2004, S. 8).

Die Ausgangssituation stellt ein reales Problem dar, das ,,in die Sprache der
Mathematik iibersetzt“ (GREEFRATH 2010, S. 228) wird. Dessen Bearbei-
tung fithrt zu einer mathematischen Losung, die im Kontext der Ausgangs-
situation am Ende validiert und interpretiert wird. Eine im Allgemeinen
sehr geschéitzte Erweiterung dieses Konzeptes, ist bei BLUM und LEISS
(2005) zu finden. Neben dem mathematischen Modell unterscheiden sie in
ein reales Modell, wie Abbildung 5.2 zeigt. Zu Beginn steht das Verste-
hen der realen Situation (a). Es folgt die Vereinfachung und Strukturierung
der Situation (b). Danach schlieBt sich die Ubersetzung in das mathemati-
sche Modell (c) sowie dessen Bearbeitung (d) an. Abschlieend erfolgt eine
Riickinterpretation einschlieBlich einer Uberpriifung (e) der erhaltenen Er-
gebnisse (vgl. BLUM et al. 2011, S. 41). Erscheinen die Resultate nicht sinn-
voll, ist der Modellierungskreislauf durch eine Verdnderung des Realmodells
erneut zu durchlaufen. BLUM und LEISS (2005) beschrénken sich nicht auf
die Kompetenz des Modellierens. Bei der Ubersetzung des Problems sollen
die Schiiler Mathematisch kommunizieren und bei der Arbeit im mathema-
tischen Modell mit Mathematik symbolisch, formal und technisch umgehen.
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Abbildung 5.2: Modellierungskreislauf nach BLUM und LEISS (2005) (eigene Darstellung)

Zentral im Modellierungskrauslauf nach BLUM und LEISS (2005) ist die
Unterscheidung von realem und mathematischem Modell. Ein analoges Vor-
gehen im Modellierungsprozess empfehlen TIETZE et al. (2000):

,Das Entwickeln vereinfachter Modelle der Realitét, das Uber-
setzen solcher Realmodelle in mathematische Sachverhalte (Ma-
thematisieren), das Losen eines Problems in einer mathemati-
sierten Form und schliefllich das kritische Interpretieren dieser
Ergebnisse im Realmodell und damit das Uberpriifen des Mo-
dells (Validieren).“ (TIETZE et al. 2000, S. 28).

TIETZE et al. (2000) greifen den Gedanken von HEYMANN (1996) zum
kritischen Vernunftgebrauch auf, denn Modellbildungen kénnen zu einem
falschen Bild der Realitéit fithren. Daher ist zu priifen, zu welchen Aus-
blendungen ,,die Beschrankung auf Berechenbares, auf Mathematisierba-
res“ (vgl. HEYMANN 1996, S. 84) verleitet. Fiir eine sinnvolle Modellie-
rung im Unterricht, die das vollstindige Durchlaufen des Modellierungs-
kreislaufs erfordert, sind Modellierungsaufgaben zu stellen. Diese bezeich-
nen ,realitétsbezogene, authentische und héufig offene Problemstellungen
[...], die es erfordern, einen vollstdndigen Modellierungsprozess auszufiihren*
(ZOTTEL und REISS 2010, S. 21). Damit eine Modellierungsaufgabe ent-
sprechende Kompetenzen fordert, empfiehlt KUNZE (2000) diese an den
Leitideen auszurichten. Es stellt sich jedoch die Frage, in wie fern einzelne
Aufgaben fiir ein lingerfristiges Verstehen und Handeln geeignet sind. Fiihrt
doch erst ein Uben, Wiederholen sowie ein Aufgreifen auf einer héheren Ebe-
ne zu einer tieferen Auseinandersetzung mit dem Lernstoff. Diese Ansicht
findet Unterstiitzung;:
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,Realitatsbezogene Anwendungskontexte konnen als Klammer
fiir Vernetzungen im Sinne der Umwelterschliefung mit mathe-
matischen Mitteln dienen, insbesondere wenn sie Gfters wieder

aufgenommen und mit Hilfe neu erworbener oder zu erwerben-
den Mitteln vertieft werden.“ (SILLER 2012, S. 46).

Dies gilt auch fiir Anwendungen wie der Wirtschaftsmathematik mit ih-
ren eigenen Begriffen und Zusammenh#ngen. Einzelne Aufgaben erachten
wir fiir einen ldngerfristigen Lernprozess als ungeeignet. Daher entwickeln
wir aufeinander aufbauende Unterrichtseinheiten, die mathematische und
O6konomische Inhalte auf hoheren Ebenen wieder aufgreifen.

5.4 Konsequenzen fiir die Unterrichtsentwicklung

Die vorherigen Abschnitte geben einen Einblick in die Bildungsstandards
Mathematik. Fiir den Erwerb iiberdauernder Kompetenzen erachten wir die
Erstellung zusammenhéngender Unterrichtseinheiten, wie sie auch SILLER
(2012) fordert, geeigneter als die Angabe einzelner Aufgaben. Dabei orien-
tieren wir uns an den Zielen der Leitidee funktionaler Zusammenhang aus
den Bildungsstandards fiir den mittleren Schulabschluss (vgl. KMK 2004)
und denjenigen fiir die allgemeine Hochschulreife (vgl. KMK 2012). So ist
gewihrleistet, dass die Unterrichtseinheiten (UE) curricular begriindet sind
und in den bestehenden Unterricht eingearbeitet werden kénnen. Fachtheo-
retisch greifen wir die in Teil I aufgefiihrten Inhalte auf. Die Unterrichtsein-
heiten lauten wie folgt:

(UE1) Von Mirkten und Unternehmen: Modellierung von Angebot
und Nachfrage mittels linearer Funktionen und Analyse grundlegender
O0konomischer Funktionen zur optimalen Preisbestimmung

(UE2) Anderung ékonomischer Funktionen I: Differenzialrechnung im
Umfeld 6konomischer Funktionen und Bedeutung der 1. Ableitung als
Grenzfunktion

(UE8) Anderung 6konomischer Funktionen IT: Weiterfiihrung der Dif-
ferenzialrechnung mittels der 2. Ableitung einer 6konomischen Funkti-
on und mittels Analyse der natiirlichen Exponentialfunktion im ékono-
mischen Kontext.

In der (UE1) greifen wir die Ziele der Leitidee funktionaler Zusammen-
hang der Bildungsstandards fiir den mittleren Schulabschluss auf. Zu den
in Abschnitt 5.2 aufgefithrten Zielen passen die fachtheoretischen Inhalte
aus Kapitel 1. Als Finstieg bietet sich ein Preisfindungsprozess an. Anhand
diesem lernen die Schiiler verschiedene Marktformen und die Funktionen
okonomischer Grofien wie Erlos, Kosten sowie Gewinn kennen. Dabei kénnen
folgende Ziele erreicht werden:
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— Mittels linearer Funktionen lassen sich Nachfrage und Kosten model-
lieren. Daraus folgen quadratische Funktionen zur Beschreibung von
Erlos und Gewinn eines monopolistischen Anbieters. Fiir einen poly-
polistischen Anbieter ergibt sich eine lineare Erlésfunktion.

— Eine Preis-Absatz-Funktion im Monopol kann z. B. als Graph in ei-
ner Tabelle oder auch als Funktionsterm dargestellt werden. Je nach
Darstellungsform sind verschiedene Eigenschaften (z. B. Monotonie)
zu analysieren.

— Eine Gewinnfunktion ist auf charakteristische Punkte zu untersuchen,
wie das Gewinnmaximum, die Gewinnschwelle oder auch Gewinngren-
ze. Dabei entstehende lineare oder quadratische Gleichungen sind kal-
kiilhaft zu I6sen.

— Liegt z. B. der Erlos als Funktion in Abhéngigkeit von der abge-
setzten Menge vor, so kann untersucht werden, welchen Einfluss die
Verdnderung des Absatzes auf den Erlos besitzt.

— Zu einer gegebenen quadratischen Funktion kénnen die Schiiler einen
moglichen wirtschaftstheoretischen Sachverhalt angeben. Dabei ist dar-
auf zu achten, dass die Funktion einen sinnvollen 6konomischen Verlauf
besitzt.

— Der Vergleich von Angebots- und Nachfragefunktion fithrt auf ein li-
neares Gleichungssystem. Dessen Losung kann als Marktgleichgewicht
interpretiert werden.

Zusétzlich bieten wir ein Ergédnzungsmodul an, mit dem die Schiiler die ein-
zelnen Schritte des Modellierungskreislaufs reflektieren. Insbesondere Real-
modell und mathematisches Modell sind zu unterscheiden. Ein weiteres Er-
ginzungsmodul beinhaltet den Preisfindungsprozesse in der Marktform der
monopolistischen Konkurrenz, in dem die Schiiler ihre Kenntnisse aus dem
Basismodul vertiefen kénnen.

In der (UE2) beziehen wir den Ableitungsbegriff zur Analyse 6konomischer
Funktionen mit ein. Wir beschrénken uns zunéchst auf die erste Ableitung,
um die neuen 6konomischen Inhalte nicht durch zu viele mathematische
Themen zu behindern. Gleichzeitig hebt dieses Vorgehen die Bedeutung der
ersten Ableitung hervor. Zu den in Abschnitt 5.2 aufgefithrten Zielen der
Leitidee funktionaler Zusammenhang zum Ableitungsbegriff passen die fach-
theoretischen Inhalte aus dem Kapitel 2. Es konnen folgende Ziele erreicht
werden:

— Ausgehend von der lokalen Anderungsrate ist die Ableitung ckonomi-
scher Funktionen zu untersuchen.
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— Mittels Grenzfunktion sind Erlos- und Gewinnfunktionen auf lokale
Extremwerte zu untersuchen. Die Schiiler sollen im Umfeld der Ablei-
tung charakteristische Punkte von Funktionstermen bestimmen.

— Anhand des Graphen z. B. des Grenzgewinns sind Aussagen iiber den
Graphen der Gewinnfunktion zu folgern und umgekehrt. Rechnerische
Verfahren fuflen damit auf anschaulichen Zusammenhingen.

Es bleibt zu priifen, ob Grenzfunktionen zur Vermittlung zu der in den
Bildungsstandards geforderten Grundvorstellung der Ableitung als lokale
Anderungsrate geeignet sind (vgl. Abschn. 6.3). In Ergiinzungsmodulen wid-
men wir uns im Umfeld der ersten Ableitung den Themen Gewinnmaximie-
rung unter monopolistischer Konkurrenz und Preis-Elastizitdt der Nach-
frage. Die Bedeutung der zweiten Ableitung ergénzen wir anschliefend in
(UE3). Fachwissenschaftlich orientieren wir uns dabei an den verbleibenden
Inhalten aus den Kapiteln 2 und 3, die mittels erster und zweiter Ablei-
tung beschrieben werden kénnen. Im Einzelnen lassen sich folgende Ziele
der Leitidee funktionaler Zusammenhang erreichen:

— Die Schiiler sollen die Bedeutung der zweiten Ableitung z. B. mit-
tels ertragsgesetzlicher Kostenfunktionen erarbeiten. Das Minimum
der Grenzkosten fiihrt auf den Begriff des Wendepunkts einer Funkti-
on.

— Okonomische Problemstellungen wie etwa das Bestimmen des maxi-
malen Erl6ses lassen sich im Umfeld der natiirlichen Exponentialfunk-
tion analysieren. Dabei entstehende Gleichungen sind mittels héherer
Ableitungsregeln (Ketten-, Produktregel) zu losen.

Als Ergénzung zu dieser Unterrichtseinheit bieten sich die Inhalte Funk-
tionen mit zwei Variablen sowie Elastizitdtsfunktionen an. Insgesamt zeigt
sich, dass mit der Wirtschaftsmathematik die unter der Leitidee funktionaler
Zusammenhang in Abschnitt 5.2 aufgefithrten Ziele weitestgehend erreicht
werden konnen.

Die Aufgaben der Unterrichtseinheiten sollen fiir die Schiiler vielfaltige Lern-
gelegenheiten zum Erwerb von Kompetenzen bieten. Eine Beschrénkung der
Aufgaben auf die Operatoren ,,Berechne“ und ,,Bestimme“, wie dies in vie-
len Lehrbiichern zur Wirtschaftsmathematik der Fall ist, lehnen wir ab. An-
dererseits miissen Schiiler eine Grundlage an mathematischen Werkzeugen
beherrschen. Die folgende Aufgabe verdeutlicht die Differenzierung nach all-
gemeinen mathematischen Kompetenzen ausgerichtet an der Leitidee funk-
tionaler Zusammenhang.
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FEin Busunternehmen reserviert pro Wochenende 400 Pldtze fiir
eine Fahrt in die Berge. In der Tabelle sind von den letzten drei
Wochenenden jeweils der Preis pro Person und die Anzahl der
zahlenden Mitfahrer aufgelistet. Modellieren Sie mittels Regres-
ston eine lineare, quadratische und exponentielle Nachfragefunk-
tion x(p). Was spricht fiir die exponentielle Funktion?

Woche Preis pro Fahrkarte Anzahl Reisender

1 €20 125
2 €30 50
3 €60 6

Das Erstellen des Modells einer Regression fillt unter die Kompetenz Ma-
thematisch modellieren. Zeichnen die Schiiler die Funktionen oder geben
sie die jeweilige Wertetabelle an, verwenden sie mathematische Darstellun-
gen. Anschliefend miissen sie kommunizieren, welches Modell am sinnvolls-
ten zur Ausgangssituation passt. Dabei konnen sie mathematisch aber auch
Okonomisch argumentieren. Die Aufgabe verdeutlicht, dass Kompetenzen
nicht isoliert betrachtet, sondern gleichzeitig gefordert werden.

Die Bildungsstandards formulieren Ziele, die die Schiiler erreichen sollen.
Zwar ist damit der curriculare Rahmen der Unterrichtseinheiten gesteckt
und legitimiert, es verbleibt jedoch die Wahl der Inhalte zu begriinden so-
wie zu reihen. Vor allem zur Vermittlung des Ableitungsbegriffs existieren
verschiedene Positionen. Die Bildungsstandards geben die Grundvorstellung
der Ableitung als lokale Anderung vor. Aber ist diese mit 6konomischen
Funktionen {iberhaupt sinnvoll zu vermitteln? Weiterhin besteht das Pro-
blem, dass nicht jedes Thema im 6konomischen Kontext sinnvoll umzusetzen
ist. So finden z. B. trigonometrische Funktionen nur schwerlich Anwendung
zu den fachtheoretischen Inhalten dieser Arbeit. Daher werfen wir in Kapitel
6 einen Blick auf die Didaktik der Analysis, um unsere Unterrichtseinheiten
nicht nur im Hinblick auf die Bildungsstandards, sondern auch didaktisch
zu legitimieren.
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6 Didaktik der Analysis

Zu Beginn dieses Kapitels erfolgt ein kurzer Uberblick iiber die Geschichte
der Analysis im Mathematikunterricht (Abschn. 6.1). Verschiedene Positio-
nen der Zeit zeigen, wie sich der Analysisunterricht bis heute entwickelt
hat. AnschlieBend geben wir eine Ubersicht zu den fundamentalen Ideen
der Analysis (Abschn. 6.2), an denen wir die Unterrichtsvorschlége orientie-
ren. Insbesondere die fundamentale Idee der Approximation zeigt sich als
tragfihig. Hierbei spielen Grundvorstellungen des Ableitungsbegriffes eine
groBe Rolle. Es wird diskutiert, welche Zuginge es zu diesem Begriff gibt
und welcher u. E. fiir die Wirtschaftsmathematik am geeignetsten ist (Ab-
schn. 6.3). Aus den zuvor genannten Inhalten folgern wir Konsequenzen fiir
die Unterrichtsvorschlédge (Abschn. 6.4).

6.1 Historischer Uberblick

In diesem Abschnitt zeichnen wir den Weg der Analysis in der Schulma-
thematik nach. Dabei interessiert vor allem deren frithere Umsetzung im
Mathematikunterricht, um die zeitliche Entwicklung aktueller Positionen
deutlicher aufzeigen zu kénnen. In den 60er Jahren war die Mathematikdi-
daktik gepriagt von der klassischen aufgabenorientierten Schulanalysis (vgl.
BLUM 1995, S. 3), die als ,, Aufgabendidaktik“ (LENNE 1969, S. 35) bezeich-
net wird. Kennzeichen dieses ,,Stofforganisationsprinzips“ (REZAT 2009, S.
95) ist die Einiibung mathematischer Fertigkeiten anhand von unverbun-
denen Aufgabenserien. Durch die starke Gewichtung rechnerischer Aspekte
beherrschten Schiiler zwar zuverlédssig mathematische Fertigkeiten, konnten
diese aber nicht auf realitéitsnahe Probleme iibertragen (vgl. BRUDER et al.
2015, S. 24). Dadurch geriet die Aufgabendidaktik in die Kritik:

,Die Aufgabendidaktik ist als Totalmethode von verschiedenen
Gesichtspunkten aus unannehmbar; Fachlich gesehen 148t sie so-
wohl die prozefShaften als auch die systematischen Ziige der Ma-
thematik weitgehend unberiicksichtig. Psychologisch ist sie &hn-
lich einzuordnen wie die behavioristischen Ansétze |...]. Padago-
gisch gesehen sind ihr eine Vernachléssigung kognitiver Strate-
gien und der ungiinstige Einflul des mit ihr verbundenen Lern-
verfahrens auf die Personlichkeitsentwicklung der Schiiler anzu-
lasten [...].“ (WITTMANN 1981, S. 146).

In den 70er Jahren folgte die Neue Mathematik, die auf ,,modernere wis-
senschaftliche Entwicklungen reagierte und eine topologisch und mengen-
theoretisch gepriagte, mathematisch prézise Schulanalysis forderte“ (BRU-
DER et al. 2015, S. 167). Der Mathematikunterricht orientierte sich an
den Anfingervorlesungen der Universitidten - Beweise wurden streng formal
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gefiihrt und eine innermathematische Herangehensweise bevorzugt. Als axio-
matisch, deduktiv geordnete Welt entwickelte sich die Analysis ,,endgiiltig
zum dominanten Lernbereich der Oberstufenmathematik* (DANCKWERTS
und VOGEL 2006, S. 218). Jedoch zeigten sich in der universitdren Vorge-
hensweise didaktische Schwierigkeiten:

»[---] die Erarbeitung der Grundlagen erfordert eine lingere Zeit
schwieriger Begriffserklarungen, Anwendungen werden weit hin-
ausgeschoben [...], das Verstidndnis der Begriffe bleibt den meis-
ten Schiilern dennoch verschlossen; zudem sind die M6glichkeiten
fiir Motivationen beschrinkt. Insgesamt wird das Bild der Ma-
thematik durch eine rein systematische Vorgehensweise verfilscht,
fundamentale Ideen und Methoden verdeckt.“ (TIETZE et al.
1982, S. 91).

Aufgrund der starken Kritik an der Neuen Mathematik entstand ab Mitte
der 70er Jahre ,,eine Riickbesinnung auf Verkniipfungen des Mathematikun-
terrichts mit anderen Disziplinen“ (BULTMANN 2004, S. 3). Realitéitsnaher
und facheriibergreifender Unterricht war die Folge. An Stelle der vorherr-
schende Strenge der Neuen Mathematik trat eine groflere Anschaulichkeit im
Mathematikunterricht. Mit vielfdltigen Anwendungen und der Orientierung
an fundamentalen Ideen sollen , addquate Grundverstindnisse und Grund-
vorstellungen vermittelt werden, welche die Schiiler zu einem verstdndigen
Handhaben der wesentlichen Begriffe, Methoden und Regeln der Analysis
befdhigen“ (TIETZE et al. 1982, S. 91). Dies bekriftigt auch VOM HOFE
(2003):

,» Wichtiger und grundlegender als Formalismen ist zunéchst das
Aufbauen von Grundvorstellungen zu neuen Inhalten, das durch
eine zu frithe Schematisierung behindert werden kann.*

(VOM HOFE 2003, S. 8).

Grundvorstellungen wichtiger Begriffe konnen dazu beitragen, dass Schiiler
diese Begriffe hinter einer Problemstellung identifizieren und mit den ent-
sprechenden Werkzeugen bearbeiten. Die Tendenz zum Ausbau einer vorstel-
lungsorientierten Analysis ist nach wie vor aktuell, denn Grundvorstellungen
sind ,, Ubersetzungsscharniere zwischen realen Situationen und mathemati-
schen Konzepten® (HUSSMANN und PREDIGER 2010, S. 35). Insbeson-
dere tragfihige Vorstellungen von Ableitungs- und Integralbegriff stehen in
der Diskussion. Immer leistungsfahigere Taschenrechner unterstiitzen dieses
Vorgehen, da diese es dem Schiiler erméglichen, den Fokus weg vom Kalkiil
hin zum Anschaulichem zu lenken. In den folgenden Abschnitten gehen wir
auf fundamentale Ideen der Analysis, tragfihige Vorstellungen sowie den
Rechnereinsatz im Unterricht ein.
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6.2 Fundamentale Ideen der Analysis

In Abschnitt 6.1 wird haufig der Begriff der fundamentalen Idee genannt.
SCHWEIGER (1992) unterscheidet in fundamentale Ideen der Mathema-
tik und eines Teilgebiets wie der Analysis?®. Die in den Bildungsstandards
Mathematik aufgefithrten Leitideen sind unter fundamentalen Ideen der Ma-
thematik einzuordnen. Sie vereinigen ,, Inhalte verschiedener mathematischer
Sachgebiete* (KMK 2004, S. 9), die ein mathematisches Curriculum spi-
ralférmig durchziehen. Eine Orientierung der Unterrichtsvorschldge an den
Leitideen ist u. E. aber wenig sinnvoll. Diese sind fiir die Wirtschaftsmathe-
matik zu allgemein gefasst und finden dort nicht alle Verwendung. Daher
suchen wir im Bereich der Analysis nach nach einer Liste fundamentaler
Ideen, wie sie etwa TIETZE et al. (1982) angeben®. Sie unterscheiden:

1) Fundamentale Ideen mit vorbereitendem Charakter: Hierzu gehoren
reelle Zahlen, reelle Funktionen, Grenzwerte sowie Stetigkeit.

2) Fundamentale Ideen mit Bezug zur Differenzial- und Integralrechnung:
Diese sind Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit, Differenzialgleichun-
gen, der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Ableitungs-
regeln sowie zentrale globale Sitze wie z. B. der Monotoniesatz (vgl.
TIETZE et al. 1982, S. 102).

Die Auflistung orientiert sich jedoch stark an Inhalten und besitzt fast schon
Lehrbuchcharakter. Dies ist problematisch, da sich Inhalte im Mathematik-
unterricht dndern. So ist etwa der Grenzwertbegriff kein fester Bestand-
teil aktueller Bildungsstandards. Es wird lediglich auf die Verwendung eines
,propadeutischen Grenzwertbegriffs“ (KMK 2012, S. 18) hingewiesen. Ge-
eigneter erscheint uns der Kanon fundamentaler Ideen von DANCKWERTS
und VOGEL (2006). Er lautet:

Messen, funktionaler Zusammenhang, Anderungsrate,
Approximieren und Optimieren.

Diese Auswahl besitzt den Vorteil, dass sie weitestgehend unabhéngig von
Inhalten ist. Wir sehen darin die Chance, einen curricularen Entwurf der
Wirtschaftsmathematik vertikal zu gliedern sowie unsere Unterrichtsvor-
schldge daran auszurichten, wie dies auch SCHWEIGER (1992) fordert. Im
weiteren Verlauf gehen wir im Rahmen dieser Arbeit insbesondere auf die
fundamentale Idee der Approximation ein. Die fundamentalen Ideen der
Analysis durchziehen somit ein Spiralcurriculum, so dass sie auf hoherer
Ebene erneut aufgegriffen und mit weiteren Inhalten angereichert werden.

35SCHWEIGER . (1992) fithrt dazu die Begriffe ,,universelle* sowie ,,zentrale Ideen“ein.
S6TIETZE et al. (1982) sprechen an dieser Stelle noch von Leitideen.
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Ein entscheidender Moment dieses Prozesses ist ,,die Entwicklung und Ver-
dnderung von Grundvorstellungen® (VOHNS 2005, S. 62). Erst dadurch
werden fundamentale Ideen im Unterricht konkretisiert. Insbesondere sol-
len Schiiler ,,addquate und tragfihige Grundvorstellungen von den wesent-
lichen Begriffen und Methoden der Analysis aktiv und kohérent aufbauen®
(BLUM 1995, S. 4), was auch wir unterstiitzen. Er spricht sich fiir die Grund-
vorstellung der Ableitung als Anderungsrate, etwa in Form des Grenzsteu-
ersatzes als lokale Anderungsrate der Einkommensteuer aus. HUSSMANN
und PREDIGER (2010) schlieen sich BLUM (1995) an, erweitern jedoch
dessen Konzept. Sie betonen die Grundvorstellung der Ableitung als (vgl.
HUSSMANN und PREDIGER 2010, S. 36):

— lokale Anderungsrate
— lokale lineare Approximation

— Tangentensteigung.

Von den genannten tragfihigen Grundvorstellungen ist im Analysisunter-
richt die Ableitung als lokale Anderungsrate fest verankert. Die lokale li-
neare Approximation findet jedoch wenig Verwendung. Daher priifen wir
in Abschnitt 6.3, welche der genannten Grundvorstellungen zur Vermitt-
lung des Ableitungsbegriffs im Analysisunterricht im Umfeld 6konomischer
Funktionen in Frage kommen. Denn Differenzieren stellt einen der ,,wich-
tigsten infinitesimalen Prozesse“ (TIETZE et al. 1982, S. 86) der Analysis
dar.

FEine Orientierung curricularer Entwiirfe an fundamentalen Ideen, die durch
tragfihige Grundvorstellungen konkretisiert werden, fithrt nach DANCK-
WERTS und VOGEL (2006) zu einer Integration der drei Grunderfahrun-
gen nach WINTER (1995) (vgl. Abschn. 4.1). Zur Unterstiitzung empfeh-
len sie, Moglichkeiten zur horizontalen und vertikalen Vernetzung bereitzu-
stellen sowie echte Anwendungen zu behandeln (S. 9). Eine vertikale Ver-
netzung findet durch den Begriff der Fliache statt. Sie findet Anwendung
von der Berechnung einfacher Fldcheninhalte geometrischer Objekte bis hin
zum Integral. Horizontal kénnen Geraden vernetzt werden, die sowohl in
der Analysis als auch in der Vektorgeometrie Bestandteil sind. Wahrend der
Schnitt zweier Geraden sich an der zweiten Grunderfahrung von WINTER
(1995) orientiert, zielt die Frage nach Gemeinsamkeiten und Unterschieden
der Darstellungsform in beiden Teilgebieten auf die dritte ab. Echte An-
wendungen finden sich z. B. in den Finanzwissenschaften. So modellieren
LUDERER und DENNHARD (2011) mittels Differenzial- und Integralrech-
nung Beitrige von Risikolebensversicherungen. Bei DAUME (2016) findet
sich ein Unterrichtsgang zur Einkommenssteuer, was insbesondere die erste
Grunderfahrung von WINTER (1995) integriert.
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6.3 Zur Vermittlung des Ableitungsbegriffs im Mathematik-
unterricht

Ein klassischer Zugang zum Ableitungsbegriff im Mathematikunterricht er-
folgt {iber die Suche nach einer Tangente als Grenzlage von Sekanten an
einen Funktionsgraphen (vgl. DANCKWERTS und VOGEL 2006, S. 45).
Die Steigung m einer Sekante ldsst sich fiir eine auf dem Intervall I = [a, z]
definierte Funktion f iiber den Differenzenquotienten berechnen. Es gilt:

Af _ flz) = fla)

= — =" 6.1
s Ax zT—a (6.1)
Strebt in Gleichung (6.1) z — a, geht anschaulich die Sekante in die Tan-
gente iiber. Fiir eine Funktion f, die an einer Stelle a definiert ist, heifit der
Grenzwert aus Gleichung (6.1) Ableitung von f an der Stelle a und wird

mit f’(a) bezeichnet3” mit:

f’(a) — lim f(x) — f(a)

T—a T —a

(6.2)

Eine Funktion, fiir die der Grenzwert aus Gleichung (6.2) existiert heifit
differenzierbar an der Stelle a. Mittels Ableitung kénnen wir eine exakte
Definition der Tangente an einem Funktionsgraphen angeben. Die Gerade
durch P (a|f(a)) mit der Steigung f’(a) heifit Tangente an den Graphen von
fin P. Es gilt:

t(x) = f'(a) - (x —a) + f(a) (6.3)

Die Bestimmung der Tangente ist in den Wirtschaftswissenschaften bis auf
wenige Ausnahmen (vgl. Kap. 2.2.2) nicht gefordert. Dies ist bedauerlich, da
Tangenten in Schulbiichern wie etwa Lambacher Schweizer (vgl. BRANDT
et al. 2008, S. 31) als auch in den Bildungsstandards fiir die allgemeine
Hochschulreife (vgl. KMK 2012, S. 28) aufgefithrt sind. Doch ist dieser
geometrische Ansatz zur Bestimmung der Tangentensteigung im Mathema-
tikunterricht iiberhaupt geeignet, um den Ableitungsbegriff zu vermitteln?
Zwar liefert der Ubergang von der Sekante zur Tangente einen anschauli-
chen Einstieg zum Ableitungsbegriff, problematisch ist jedoch die ., Vermi-
schung geometrischer, analytischer und algebraischer Argumente und Sicht-
weisen“ (DANCKWERTS und VOGEL 2006, S. 50). Daher ist dieser Ein-
stieg fiir den schulischen Unterricht nicht ratsam. Diese Aussage wird durch
die mehrjahrige praktische Erfahrung des Autors der vorliegenden Arbeit
gestiitzt: Der Ubergang von der Sekante zur Tangente ist anschaulich nach-
vollziehbar. Jedoch zeigen sich in der anschlieSenden algebraischen Bestim-
mung der Tangentensteigung mittels Differenzenquotienten in der Praxis

377u (6.2) exisitieren analoge Schreibweise fiir f' an der Stelle zo mit % |o=z, oder

auch f'(zo) = Alaicrgo 7“20*'%2_“10).
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Probleme. Grund sind die in Gleichung (6.2) durchzufithrenden Termum-
formungen, die eine Grenzwertbetrachtung iiberhaupt erméglichen. Trotz-
dem finden sich in Schulbiichern wie etwa Elemente der Mathematik (vgl.
GRIESEL et al. 2004, S. 91) weiterhin Ansétze, die Tangentensteigung als
Grenzlage der Sekantensteigung zu bestimmen.

Ein weiterer in der Schule iiblicher Zugang zum Ableitungsbegriff erfolgt
iiber die lokale oder auch momentane Anderungsrate etwa beim Ubergang
von der mittleren zur momentanen Geschwindigkeit (vgl. HENN 2000, DAN-
CKWERTS und VOGEL 2006). Lésst sich diese Idee auf die Wirtschafts-
mathematik iibertragen? Betrachten wir dazu Beispiel 55.

Beispiel 55

Gegeben sei die Erlésfunktion E(z) = 160z — 222 eines Unternehmens. Es
interessiert sich fir die Anderung des durchschnittlichen oder auch mittleren
Erloses bei einer Produktionssteigerung von 20 ME um weniger als 5 ME.
Dazu reduziert es die Mengendnderung schrittweise um jeweils eine Einheit.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.1 dargestellt.

Ax 5 4 3 2

AE

—_— 2 74
Ar 70 72 T4 76

Tabelle 6.1: Durchschnittliche Erléssteigerung bei einer Anderung von 20 ME um Az

Aber schon die Frage nach der durchschnittlichen Anderung des Erloses bei
einer Steigerung der Produktion um eine Einheit ist mathematisch wenig
sinnwoll und nicht aussagekriftig. Gedanklich lisst sich die Anderung weiter
gegen Null verringern, wodurch der Differenzenquotient sich dem Wert 80
anndéhert. Dies entspricht der Ableitung nach Gleichung (6.2).

Jedoch ist der Grenziibergang fiir x — 20 in Beispiel 55 durch den Sachkon-
text nicht gedeckt, da es sich bei der Menge meist um eine diskrete Grofie (z.
B. Stiickanzahl) handelt. Zwar ldsst sich diese zum Beispiel auch in kg an-
geben, was den Grenziibergang mathematisch zu rechtfertigen scheint. Das
erhaltene Ergebnis einer momentanen Erléséinderung ist aber 6konomisch
nur schwer interpretierbar. Obwohl dieser Nachteil besteht, bedienen sich die
Wirtschaftswissenschaften dieser theoretischen Vorgehensweise, um ,;in den
Genuss der Leistungsfihigkeit des analytischen Kalkiils“ (DANCKWERTS
und VOGEL 2006, S. 60) zu kommen. Jedoch findet dies in den Standardwer-
ken zur Wirtschaftsmathematik ohne analytische Legitimation statt. Es wird
lediglich auf die Bequemlichkeit der Naherung der Funktionswertinderung
iiber die Ableitung hingewiesen. Warum die anschauliche Approximation
iiber die Tangente und keine andere Gerade erfolgt, bleibt offen.
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Eine dritte Moglichkeit®® den Ableitungsbegriff einzufiihren stellt die lokale
Linearisierung dar. Deren fachtheoretische Grundlagen haben wir in Ab-
schnitt 2.1 beschrieben. Dieser Zugang zum Ableitungsbegriff fordert die
Vorstellung der Tangente als lokale lineare Approximation an einen Funkti-
onsgraphen. Im Gegensatz zur lokalen Anderungsrate tritt dieser Aspekt im
Mathematikunterricht jedoch in den Hintergrund. Obgleich in den Bildungs-
standards fiir die Allgemeine Hochschulreife im erhthten Anforderungsni-
veau als Ziel steht, dass Schiiler ,,die Ableitung mithilfe der Approximation
durch lineare Funktionen deuten“ (KMK 2012, S. 20) konnen, fehlt es an
didaktisch aufbereiteten Unterrichtsvorschligen zu diesem Thema. Griinde
fiir die Vernachlissigung liegen vor allem in den algebraischen Schwierig-
keiten. Denn der Aspekt der linearen Approximation erweist sich ,,bei der
Anwendung auf nicht-rationale Funktionen als so sperrig® (VOM HOFE
et al. 2015, S. 168), dass er in heutigen Schulbiichern selten zu finden ist.
Falls doch beschrénkt sich die Vorgehensweise auf die anschauliche Vorstel-
lung im Sinne eines ,,Funktionenmikroskopes“ (BLUM und KIRSCH 1979,
S. 11). Abbildung 6.1 zeigt den Ausschnitt fiir ein derartiges Beispiel aus
den Schulbuch Elemente der Mathematik.

(31 Anschauliche Vorstellung von einer Tangente an eine gekriimmte Kurve
Vergribert man z. B, mit einem Funkltio- @ . E g
nenplotter oder mit einem GTR einen im- | o i

mer kleineren Ausschnitt einer gekriimm- : i \

ten Kurve (mithilfe eines Zoom-Befehls), 1/ i
g0 erscheint der Kurvenausschnitt nach ::'; M

mehrfacher Vergriferung wie der Aus- o % u \
schnitt einer Gerade. Aber Worsicht: Der v ] = | ‘ ik 4 \
Graph (in Blau gezeichnet) erscheint - — - —f————. u
zwar als Gerade, ist aber keine Gerade. (_verZoom ) (_nach Zaom )

Wir wollen eine Tangente zuniichst anschaulich als eine Gerade anffassen, die sich dem Graphen der
Funktion in der Umgebung des Beriihrungspunktes miglichst gut anschmiegt. In der Abbildung ist
eine solche Tangente in Rot gezeichnet. Bei mehrfacher Anwendung des Zoom-Befehls ist kein Unter-
schied mehr zwischen dem Graphen und der Tangente erkennbar, Filhre dies selbst mit einem Rechner
durch, z. B. fiir einc Parabel mit Tangente oder einen Halbkreis mit Tangente (siehe dazu auch den
Blickpunkt , Darstellen von Funktionen mit einem GTR®, 5. 16).

Abbildung 6.1: Grundvorstellung der Tangente als lokale Linearisierung einer Funktion.
Quelle: GRIESEL et al. (2004, S. 86)

Ohne jedoch auf analytische Aspekte oder Begriffe der lokalen Linearisie-
rung naher einzugehen wird u. E. auf eine Moglichkeit verzichtet, eine wei-
tere tragfihige Vorstellung des Ableitungsbegriffs zu implementieren. Eine
Einschrinkung auf die Vorstellung der Ableitung als lokale Anderung halten
wir fiir fragwiirdig. Eine tragfdhige Begriffsbildung zeichnet sich durch ver-
schiedene Zuginge aus, soweit diese sinnvoll fiir das unterrichtliche Handeln
sind:

38Fiir weitere Zuginge, z. B. iiber die stetige Fortsetzung der Differenzenquotienten-
funktion, verweisen wir auf TIETZE et al. (1982, S. 123 ff.).
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,Insgesamt lasst sich feststellen, dass fiir den Ableitungsbegriff
die funktionale Deutung (lokale Anderungsrate) und die geo-
metrische Deutung (lokale Linearitét) wesentliche Grundvorstel-
lungen fiir das kompetente mathematische Arbeiten sind. Wenn
Schiilerinnen und Schiiler eine der beiden Facetten nicht kennen-
lernen, resultiert hieraus eine eingeschrinkte Begriffsbildung.|...]
Dementsprechend muss zu den Zielvorstellungen einer Einfiihr-
ung in die Differenzialrechnung in der gymnasialen Oberstufe
auch die entsprechende Verallgemeinerung des Tangentenbegriffs
gehoren.“ (BUCHTER 2014, S. 44).

Neben einem Beitrag zur Verwirklichung der Mehrperspektivitat zum Ab-
leitungsbegriff besitzt die lokale Linearisierung weitere Vorteile: Sie bietet
Méoglichkeiten zur vertikalen Vernetzung (Funktionen mit zwei Variablen,
Taylorpolynome u. a.), ist im 6konomischen Kontext interpretierbar und
stirkt die fundamentale Idee der Approximation indem sie einen Ubergang
von einer Anwendung (G1l) zu einem innermathematischen Thema (G2)
ermoglicht: Sie fithrt auf das Aufstellen der Tangentengleichung zur néher-
ungsweisen Funktionswertberechnung. Nach unserer Auffassung gehort da-
her die lokale Linearisierung als tragfihige Grundvorstellung zum Ablei-
tungsbegriff in den Analysisunterricht. Zur Umsetzung bietet sich die Wirt-
schaftsmathematik an.

Diese Aussage begriinden wir im Folgenden: Die Grundvorstellung der loka-
len Anderungsrate ist nach unserer Auffassung fiir eine Verallgemeinerung
nicht geeignet. Zwar fiihrt eine damit einhergehende Begriffsbildung rasch
zum Ableitungsbegriff und trégt diesen eine Zeit lang. Problematisch ist
jedoch, dass dieser Aspekt nicht auf dem in der Kreis- und Koordinatengeo-
metrie erlernten Wissen aufbaut und auch keine weitere vertikale Vernet-
zung ermoglicht. Aktuelle Studien unterstiitzen diese Ansicht. Trotz einer
FEinfithrung in die Differenzialrechnung ordnen Schiiler den Tangentenbegriff
in erster Linie Kreisen sowie Parabeln zu. Beziige zur Differenzierbarkeit
oder auch zur linearen Approximation fehlen. In wenigen Féllen ist von der
Ableitung als momentane Anderungsrate die Rede (vgl. BUCHTER 2014).
Zu #hnlichen Ergebnissen gelangt auch WITZKE (2014):

»,Bemerkenswerterweise scheint die in allen modernen Schulbiich-
ern vorhandene alternative Einfiihrungsweise des Differenzen-
quotienten iiber die Idee der Anderungsrate, keinen besonders
nachhaltigen Effekt auf die Schiiler zu haben. Aktuelle Studien
[...] zeigen, dass nur wenige Abiturienten den Ableitungsbegriff
mit Anderungsraten verbinden. Und kaum ein Studienanfinger
[...] kann etwas mit dem Begriff der Momentangeschwindigkeit
anfangen [...].“ (WITZKE 2014, S. 27).
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Griinde fiir die Verbindung des Tangentenbegriffs mit der Kreis- und Koor-
dinatengeometrie liegen nach Ansicht von WITZKE (2014) und BUCHTER
(2014) in der prégenden Erstbegegnung an Kreis und Parabel. Abbildung
6.2 zeigt ein Beispiel aus der Koordinatengeometrie zur Entwicklung des
Tangentenbegriffs aus dem Schulbuch Elemente der Mathematik.

(1) Tangente — Sekante

Ein ansteigender Wirtschaftsweg wurde iiber eine Strafe gefiihrt. Die Fahrbahnplatte
liegt dem parabelformigen Briickenbogen auf, beriihrt ihn also im Punkt B.

Die entsprechende Gerade ist somit eine Tangente an die Parabel. Sie hat mit ihr nur
einen Punkt gemeinsam.

Eine Gerade, dic mit der Parabel zwei gemeinsame Punkte (Schnittpunkte) hat, ist eine
Sekante. Denkt man sich die Sekante parallel zu sich selbst verschoben, sodass die bei-
den Schnittpunkte mit der Parabel aufeinander zuwandern, erhiilt man schlieBlich eine
Tangente,

Abbildung 6.2: Entwicklung des Tangentenbegriffs in der Koordinatengeometrie. Quelle:
GRIESEL et al. (2004, S. 35)

Problematisch ist die Grundvorstellung der Tangente als Gerade, die einen
Punkt mit der Parabel gemeinsam hat. Auch wenn diese Aussage in die-
sem Kontext korrekt ist, erschwert sie u. E. die Verallgemeinerung des
Tangentenbegriffs auf die Differenzialrechnung. Stattdessen pldadieren wir
dafiir, zusétzlich ,,die Schmiegeigenschaft der Tangente“ (DANCKWERTS
und VOGEL 2006, S. 72) an Parabel als auch am Kreis zu betonen. Ein
Aufbau der lokalen Linearisierung beginnend in der Kreisgeometrie iiber
die Koordinatengeometrie bis hin zur analytischen Beschreibung im Umfeld
der Ableitung erméglicht Schiilern eine durchgehende Orientierung. Es muss
keine Grundvorstellung verdndert werden. Zusétzlich erdffnet dieser Aspekt
eine weitere Verallgemeinerung der Differenzialrechnung auf Funktionen mit
mehreren Variablen und stellt den Grundgedanken der Approximation von
Funktionen mittels Taylorpolynomen dar.

Neben der Moglichkeit der vertikalen Vernetzung ist die Ableitung als lokale
Linearisierung im Gegensatz zur lokalen Anderung im Skonomischen Kon-
text interpretierbar. Der Wert einer Ableitung wird in den Wirtschaftswis-
senschaften explizit als Ndherung zum Funktionswert gesehen. Die Grund-
vorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung ist in diesem Zusammen-
hang u. E. sinnvoll umzusetzen. Zusétzlich ermdglicht sie einen nahtlosen
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Ubergang zur Tangente: Zwar trigt die Vorstellung der Momentangeschwin-
digkeit die Ableitung und damit anschaulich die Tangentensteigung. Jedoch
beinhaltet nach unserer Auffassung diese Herangehensweise einen Bruch,
wenn darauthin im Unterricht die Tangentengleichung behandelt werden
soll. Warum soll ein Schiiler die ganze Gleichung bestimmen, wenn er nur
deren Steigung braucht? Im Konzept der lokalen Linearisierung sehen wir
diese Problematik nicht. Die Tangente approximiert anschaulich den Gra-
phen der Funktion und fiir lokale Ndherungen ist die Tangentengleichung
zu bestimmen. Aus einem anwendungsorientierten Zugang (G1) iiber die
Wirtschaftsmathematik folgt ein reibungsloser Ubergang zu innermathema-
tischen Fragestellungen (G2) im Umfeld der Tangente.

6.4 Konsequenzen fiir die Unterrichtsentwicklung

Wie in Abschnitt 6.2 beschrieben, orientieren wir unsere Unterrichtsvor-
schliage an fundamentalen Ideen sowie tragfihige Grundvorstellungen we-
sentlicher Begriffe. Zur Unterstiitzung geben wir ein Spiralcurriculum an,
das die fundamentalen Ideen der Analysis Messen, funktionaler Zusammen-
hang, Anderungsrate, Approximieren sowie Optimieren (vgl. Abschn. 6.2)
durchzieht. Ein vergleichbarer Aufbau ist auch beit DAUME (2016) zu finden,
die ein Spiralcurriculum zur finanziellen Allgemeinbildung im Mathematik-
unterricht vorschldgt. Wir orientieren uns an diesem und sehen die Wirt-
schaftsmathematik als geeignete Ergédnzung. Insbesondere die fundamentale
Idee der Approximation und die Grundvorstellung der Ableitung als lokale
Linearisierung erachten wir als zentral, da die Ableitung im 6konomischen
Kontext explizit als Ndherung zur Funktionswertdnderung aufgefasst wird.
Als Einstieg zum Ableitungsbegriff sehen wir die lokale Anderung weiterhin
als geeignet an, da dieses Vorgehen curricular vorgeschrieben ist. In einem
sinnvollen Anwendungskontext fiihrt dies z. B. auf die Frage der Momen-
tangeschwindigkeit. Die lokale Anderungsrate ist im ékonomischen Kontext
jedoch nicht sinnvoll zu interpretieren und erschwert eine spétere Verallge-
meinerung sowie einen nahtlosen Ubergang zur Tangentengleichung. Daher
sprechen wir uns zusétzlich fiir eine anschlielende Behandlung der Ableitung
als lineare Approximation im Analysisunterricht aus. Folglich pliddieren wir
dafiir, die bisherige Rolle des Ableitungsbegriffs neu zu iiberdenken.

Abbildung 6.3 zeigt den Aufbau sowie die zeitliche Einordnung der Unter-
richtseinheiten. Weitere Inhalte sind moglich, die aufgefithrten stellen ledig-
lich eine erste Auswahl dar. Am Beispiel der fundamentalen Idee des Ap-
proximierens mochten wir die Idee des Spiralcurriculums verdeutlichen: Aus
dem Aspekt der nidherungsweisen Funktionswertinderung mittels Grenz-
funktion erschliefit sich die lokale Linearisierung. Dies stellt den Ausgangs-
punkt zur Approximation von Funktionen durch Taylorpolynome dar. Auf
hoherer Ebene findet dies bei Funktionen mit zwei Variablen in Gestalt von
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Abbildung 6.3: Vorschlag eines Spiralcurriculums zur Wirtschaftsmathematik im Analy-
sisunterricht

Tangentialebenen seine Fortsetzung. Auch der Ubergang von der Bogen-
zur Punkt-Elastizitdt ldsst sich unter dem Aspekt der Naherung einord-
nen. Dieser Aufbau stirkt die fundamentale Idee des Approximierens, die
im Mathematikunterricht in den letzten Jahren durch die Verwendung leis-
tungsfahigerer Rechner in den Hintergrund trat.

In der Unterrichtseinheit (UE2) zur Wirtschaftsmathematik kniipfen wir an
die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Anderungsrate an, die in den
Bildungsstandards (vgl. KMK 2012) vorgeschlagen wird. Der Unterschied
zur lokalen Linearisierung soll thematisiert werden, um beiden Grundvor-
stellungen Rechnung zu tragen. Eine mogliche Aufgabenstellung sieht fol-
gendermaflen aus:

Gegeben sei folgende Erlosfunktion:
E(z) = —2% + 30z.

a) Bestimmen Sie die Erlosinderung, wenn der Absatz von 10
auf 11 Stiick erhoht wird.

b) Vergleichen Sie den unter Aufgabe a) berechneten Wert mit
der Ableitung von E fir xg = 10. Wie ldsst sich die 1.
Ableitung in diesem Fall interpretieren?

In der Wirtschaftsmathematik findet die Anderung von Funktionswerten aus
Teilaufgabe a) mittels Ableitung statt (vgl. Teilaufgabe b). Daher eroffnet
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sich hier eine Chance, die Grundvorstellung der lokalen Linearisierung im
Analysisunterricht zu implementieren. Ausgehend von der Grenzfunktion
orientieren wir uns in den Unterrichtseinheiten an folgender Fragestellung:

» Was unterscheidet die Tangente von einer beliebigen Gerade zur
Ndiherung des Funktionswertes?*

Diese Herangehensweise integriert die erste Wintersche Grunderfahrung, in-
dem aus einem Anwendungsbezug die Ableitung als Ndherung der Funk-
tionswertédnderung gesehen wird. Eine Veranschaulichung dieses Vorgangs
schliefit die Heuristik der dritten Grunderfahrung mit ein und tragt zur Aus-
bildung eines propddeutischen Grenzwertbegriffs bei. Losgelost vom Anwen-
dungskontext ist fiir die zweite Wintersche Grunderfahrung der Nachweis
zu fithren, dass die Tangente von allen moglichen Geraden lokal die bes-
te Approximation an einen Funktionsgraphen ist (vgl. Abschn. 2.1). Damit
beziehen wir automatisch die Grundvorstellung der Ableitung als Tangen-
tensteigung mit ein. Gleichzeitig sehen wir wie BRUDER et al. (2015) aber
die technischen Hiirden, die auf die Schiiler zukommen. Mithilfe der Wirt-
schaftsmathematik liefle sich jedoch ein anschaulicher Zugang gestalten, der
eine spatere Algebraisierung erlaubt. So kann der Aspekt der linearen Ap-
proximation dem jeweiligen mathematischen Kenntnisstand der Schiiler mit
steigendem Anforderungsniveau vermittelt werden.

Die Forderung von DANCKWERTS und VOGEL (2006) nach echten An-
wendungen sowie nach horizontaler als auch vertikaler Vernetzung erachten
wir als weitere sinnvolle Ergdnzung zu den tragfihigen Grundvorstellungen.
Die Wirtschaftsmathematik eignet sich in besonderem Mafle dafiir, echte
Anwendungen in den Analysisunterricht einzubinden. Die Konzeption der
Unterrichtseinheit ,, Von Mérkten und Unternehmen“ modelliert einen Preis-
findungsprozess mithilfe linearer und quadratischer Funktionen. In mehreren
Schritten konnen die Schiiler erfahren, wie sich der Preis eines Produktes
bestimmen ldsst. Betrachten wir das Beispiel eines Kuchenverkaufs: Neben
einem Preis, der zum maximalen Gewinn oder Erlos fiihrt, kénnen auch
soziale oder okologische Faktoren mit einfliefen. Eine mogliche Aufgaben-
stellung lautet:

Bei einem Kuchenverkauf geht es vor allem um einen angemes-
senen Preis fiir ein Stiick Kuchen. Uberlegen Sie gemeinsam mit
einem Partner, welche weiteren auflermathematischen Kriteri-
en den Preis beeinflussen sollen. Legen Sie einen angemessenen
Preis fest und begriinden Sie Ihre Entscheidung.

Uber die mathematischen und Skonomischen Inhalte hinaus fiithren Fra-
gen nach der Hohe der Gehélter, nach dem Kauf von regionalen oder Bio-
Produkten zu weiteren Uberlegungen fiir einen angemessenen Preis. Ma-
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thematisch bietet insbesondere das Spannungsverhiltnis zwischen diskre-
ten Ausgangsproblemen und deren Ubersetzung in ein stetiges Modell fiir
Schiiler grofie Lernmoglichkeiten (vgl. DANCKWERTS und VOGEL 2006,
S. 14). Zusitzlich ermoglicht die Wirtschaftsmathematik sowohl eine hori-
zontale als auch vertikale Vernetzung zu benachbarten Themen. Die lokale
Linearisierung etwa erlaubt eine vertikale Vernetzung des Ableitungsbegriffs
auf Funktionen zweier Variablen, die in den Unterrichtseinheiten ihren Platz
finden sollen. Aufgrund der Tatsache, dass diese Thematik aktuell nicht cur-
ricular vorgeschrieben ist, fiigen wir diese in einem Ergénzungsmodul hinzu.
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7 Der Rechner im Mathematikunterricht

Mit zunehmender Technologisierung hielten Rechner Einzug in den Ma-
thematikunterricht. Im Bereich der angewandten Stochastik werden z. B.
Computer zur Simulation von Aktienkursen (vgl. DAUME 2009) herange-
zogen. Im Analysisunterricht untersuchen Schiiler z. B. mittels grafikfahiger
Taschenrechner (GTR) den Einfluss von Parametern auf Funktionen (vgl.
VOLLRATH und ROTH 2012). Weit verbreitet sind auch wissenschaftli-
che Taschenrechner (WTR) sowie Computer-Algebra-Systeme (CAS). Unter
dem Begriff des Rechners fassen wir im Folgenden Computer und Taschen-
rechner zusammen.

In diesem Kapitel gehen wir zunéchst auf mogliche Verwendungen des Rech-
ners im Mathematikunterricht ein (Abschn. 7). Auf Grundlage der Bildungs-
standards werden dessen Einsatzmoglichkeiten im Unterricht aufgezeigt, be-
vor wir einen Einblick in die aktuelle Diskussion zu dessen Einsatz geben
(Abschn. 7.2). Aus den Ergebnissen der vorherigen Abschnitte folgern wir
abschliefend Konsequenzen fiir die Unterrichtsentwicklung (Abschn. 7.3).

7.1 Einsatz von Rechnern im Mathematikunterricht

TIETZE et al. (2000, S. 45) unterscheiden vier methodische Aspekte fiir
einen moglichen Einsatz des Rechners im Mathematikunterricht: Der Rech-
ner als Werkzeug kann zu einer Verlagerung weg vom kalkiilorientierten
Arbeiten hin zum Problemlésen fithren. HARSKAMP et al. (2000, S. 37) un-
terstiitzen diese Verwendung, denn dies verringert bei zeitraubenden Auf-
gaben den Aufwand. Schiiler kénnen die frei werdenden Kapazitéiten zur
Entwicklung prozessorientierter Kompetenzen nutzen. Ahnlich sehen das
TIETZE et al. (2000):

»Im anwendungsorientierten Mathematikunterricht erlaubt der
Rechner, realitdtsnahe Anwendungsaufgaben zu behandeln. Beim
mathematischen Modellbilden kann man sich auf die Problem-
formulierung und die Ubersetzung in ein mathematisches Modell
konzentrieren [...].“ (TIETZE et al. 2000, S. 45).

Liegen etwa Datenpaare vor, so kann der Rechner die Gleichung einer Re-
gressionsgeraden bestimmen. Auch BLUM (1995, S. 11 f.) erkennt den Rech-

er?? als Werkzeug zur Unterstiitzung des Unterrichts und empfiehlt Routi-
neaufgaben wie die Bestimmung von Nullstellen oder Extremstellen an den
Rechner zu delegieren. Dies darf u. E. jedoch nicht zu Lasten héndischer
Fertigkeiten im Bereich der Funktionskompetenz fithren. Der Rechner als

3Die Ausfithrungen von BLUM (1995) beziehen sich zwar auf den Computer, lassen
sich aber auch auf den GTR und ein CAS iibertragen.
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Medium zeichnet sich nach HARSKAMP et al. (2000, S. 38) insbesondere
durch seine Fahigkeit aus, die Darstellungsform zu wechseln. Schiiler kénnen
zwischen dem Funktionsterm, dem Funktionsgraphen und der Wertetabelle
wahlen, was ihnen ein umfangreicheres Repertoire an Losungsmoglichkeiten
verschafft. Diese wichtige Rolle im Mathematikunterricht erkannte schon
HEYMANN (1996):

,,Offensichtlich steht im herkémmlichen Mathematikunterricht
der operative Aspekt, der Werkzeuggebrauch also, im Vorder-
grund. [...] Das ist problematisch, weil in alltagspraktischen be-
deutsamen Verwendungssituationen eine zunehmende Verschie-
bung zu erkennen ist: Weg vom Gebrauch als Werkzeug, hin zum

Gebrauch als Medium.* (HEYMANN 1996, S. 141).

BLUM (1995) empfiehlt in diesem Umfeld den Rechner als ,,Funktionen-
mikroskop® (S. 11) einzusetzen, um die lokale Approximationseingenschaft
der Tangente zu visualisieren. Die Ausbildung tragfihiger Grundvorstellun-
gen mit Hilfe des Rechners unterstiitzen auch BRUDER et al. (2010). Eine
weitere Verwendung stellt der Rechner als Entdecker im experimentellen
Unterricht dar. Nach HENTSCHEL und PRUZINA (1995, S. 204) fordert
mathematisches Experimentieren entdeckendes Lernen. Anhand etwa der
graphischen Darstellung von Funktion und Ableitungsfunktion lassen sich
erste Aussagen iiber deren Zusammenhinge treffen. Mit der Funktion des
Rechners als Tutor fiir spezielle Lernprozesse konnen Schiiler mit geeig-
neten Lernprogrammen ihr Lernen selbst steuern. Da diese noch am Anfang
stehen und fiir diese Arbeit keine Rolle spielen, gehen wir darauf im Weite-
ren nicht ein.

Die genannten Einsatzmoglichkeiten des Rechners treffen auf einen WTR
nur bedingt zu, da dieser im Gegensatz zu einem GTR und einem CAS
iiber weniger Funktionen verfiigt. So fehlen mitunter Moglichkeiten zur gra-
phischen Darstellung einer Funktion, zur Berechnungen von Nullstellen,
Extremstellen oder auch Integralen. Dieser Unterschied ist auch Gegen-
stand der aktuellen didaktischen und politischen Diskussion zum Einsatz
von Rechnern im Mathematikunterricht.

7.2 Diskussion zum Einsatz von Rechnern im Mathematik-
unterricht

Verbindlich sind die Vorgaben der Bildungsstandards Mathematik. In den
Ausfithrungen zum mittleren Schulabschluss findet sich der Zusatz, dass
,mathematische Werkzeuge (wie Formelsammlungen, Taschenrechner, Soft-
ware) sinnvoll und verstindig® (KMK 2004, S. 9) einzusetzen sind. Die Bil-
dungsstandards Mathematik fiir die allgemeine Hochschulreife (KMK 2012,
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S. 13) legen fest, dass auf die Verwendung digitaler Werkzeuge im Unter-
richt auch deren Einsatz in der Priifung zu erfolgen hat. Da die Umsetzung
dieses Passus den einzelnen Léndern obliegt, sind in Deutschland derzeit
unterschiedliche Modelle denkbar, wie die folgenden drei Beispiele zeigen.
Die Behorde fiir Schule und Berufsbildung (BSB) in Hamburg erlaubt fiir
2015 zum Abitur einen WTR, an bestimmten Schulen diirfen Schiiler auch
ein CAS verwenden, ein GTR hingegen ist verboten (vgl. BSB 2013). In
Nordrhein-Westfalen fiihrt das Ministerium fiir Schule und Weiterbildung
(MSW) zum Abitur 2017 einen GTR oder ein CAS ein. Ein WTR wie zum
Abitur 2015 ist nicht mehr erlaubt (vgl. MSW 2015). Gleichzeitig verbietet
das Kultusministerium in Baden-Wiirttemberg (KM) die Verwendung der
GTR ab 2017 im Abitur. Stattdessen soll ein WTR zum Einsatz kommen.

Die unterschiedliche Handhabung der Lénder zeigt, dass es derzeit kontro-
verse Diskussionen iiber den Einsatz eines Rechners im Abitur gibt. Gegner
befiirchten, dass bei Verwendung von GTR und CAS eine Chancengleichheit
nicht zu gewéhrleisten sei und pléddieren fiir einen einheitlichen Einsatz des
WTR. Zusétzlich werden an den Hochschulen ,,von den Abiturienten vor
allem mathematische Grundkenntnisse und Fertigkeiten“ (KM 2013) ohne
Hilfsmittel verlangt. Ein GTR oder CAS verhindere jedoch die Ausbildung
dieser wichtigen Routinen. Befiirworter von GTR und CAS entgegnen:

,Mit der Beschrdnkung des Einsatzes digitaler Mathematikwerk-
zeuge auf wissenschaftliche Taschenrechner ist zu erwarten, dass
die seit Jahren verfolgte Orientierung an Prozesskompetenzen
(z.B. Argumentieren, Problemlésen, Modellieren), die auch in
den aktuellen Bildungsstandards festgeschrieben ist, erheblich
behindert wird.“ (Mathematik-Kommission Ubergang Schule —
Hochschule 2013, S. 1).

Nach Ansicht der Kommission ist durch eine Abschaffung der Rechner ein
Riickschritt zur Kalkiilorientierung zu befiirchten. Obwohl in Einstellungs-
tests von Hochschulen vornehmlich mathematische Grundkenntnisse aus der
Sekundarstufe 1 abgefragt werden, sind auch Problemlosefihigkeiten und
Modellierungskompetenzen relevant. MOLDENHAUER, (2007) zeigt, dass
durch die Verwendung eines CAS-Rechners im Thiiringer Abitur von 2006
yein durchschnittlich héherer Punktestand von den Schiilern erreicht“ (S.
27) wurde, als dies bei Kontrollgruppen unter gleichem Anforderungsniveau
ohne dessen Verwendung der Fall war. Ein Grund fiir dieses Ergebnis ist,
dass Schiiler von langwierigen Rechnungen befreit werden und mehr Zeit fiir
,die Analyse von Zusammenhingen, fiir Modellierungsaufgaben oder Pro-
blemdiskussionen“ (MOLDENHAUER 2007, S. 28) haben. Auch PINKER-
NELL (2010) betont, ,dass der Einsatz von CAS nicht notwendigerweise zu
schlechteren Leistungen in rechnerfreien Tests fithren muss“ (S. 668). Glei-
ches gilt natiirlich auch fiir den GTR. Méngel, die an Hochschulen zu Tage

124



treten, sind nicht eindeutig auf den gehéuften Rechnereinsatz in Schulen
zuriickzufithren. Entscheidender fiir das erfolgreiche Bestehen eines Studi-
ums ist nach KRAMER (2010, S. 82) das Durchhaltevermoégen in Problem-
situationen. Ein vollstédndiges Verbot von Rechnern wére , kontraproduktiv
— vorausgesetzt natiirlich, dass CAS und GTR nicht nur als Kalkiilersatz
verwendet werden, sondern im Rahmen sinnvoller Unterrichtskonzepte auch

ihre Stérken entfalten kénnen* (vgl. PINKERNELL 2010, S. 666).

7.3 Konsequenzen fiir die Unterrichtsentwicklung

Die unterschiedliche Haltung der Liander zum Einsatz eines Rechners er-
schwert einen einheitlichen Unterrichtsgang. Einen kompletten Verzicht leh-
nen wir jedoch ab, da dieser dem von WINTER (1995) geforderten All-
gemeinbildungscharakter der Mathematik widerspricht. Der Rechner soll in
unseren Vorschligen begleitend eingesetzt werden, um die wirtschaftsmathe-
matischen Inhalte in den Vordergrund zu stellen. Zusétzlich unterstiitzt er
die Integration der Grunderfahrungen (vgl. Abschn. 4.1). Besonders geeignet
ist der Rechner als Werkzeug zur Verringerung des Rechenaufwands (G2),
etwa um aus der Zuordnung , Preis pro Stiick — verkaufte Anzahl“ eine Re-
gressionsgerade zu bestimmen. Der Aufwand bei der héindischen Berechnung
iiber die Methode der kleinsten Quadrate ist um ein Vielfaches hoher. Die
Schiiler kénnen sich durch die Delegation der Rechnungen an den Computer
auf den Modellierungsprozess konzentrieren (G1). Gleichzeitig erlaubt z. B.
ein Tabellenkalkulationsprogramm die Darstellung der Punktwolke und des
Graphen der Regressiongeraden, wie Abbildung 7.1 zeigt.
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Abbildung 7.1: Auszug aus einem Excel-Tabellenblatt zur Berechnung und Darstellung
einer Regressionsgeraden

Abbildung 7.1 verdeutlicht, dass die Verwendung des Rechners als Werkzeug
und als Medium mitunter flieend sind, da im Schaubild Graph und Funk-
tionsterm der Nachfragefunktion zu sehen sind. Jedoch erfiillt der Rechner
als Medium zur reinen Darstellung von Funktionen u. E. seinen Zweck. Ein
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Funktionsplotter etwa erlaubt die Veranschaulichung von Zusammenhéngen
okonomischer Funktionen (G1). Abbildung 7.2 zeigt dies am Beispiel der
Graphen von Erlos-, Kosten- und Gewinnfunktion.

EKG _
E(x)

Kix)

Abbildung 7.2: Graphen von Erlos-; Kosten- und Gewinnfunktion eines monopolistischen
Anbieters

Im Schaubild ist etwa die Gewinnzone an den Schnittpunkten der Graphen
von Erlés- und Kostenfunktion zu erkennen. Eine weitere Mo6glichkeit den
Rechner als Medium einzusetzen, sehen wir in der Demonstration der lokalen
linearen Approximation einer Funktion {iber ihre Tangente (G2). Abbildung
7.3 zeigt das schrittweise Hineinzoomen am Graphen einer Erlosfunktion und
seiner Tangente unter dem , Funktionenmikroskop“ (BLUM und KIRSCH
1979, S. 11). Mit zunehmendem Zoom schmiegt sich die Tangente dem Gra-
phen der Funktion an, bis beide nur unmerklich zu unterscheiden sind.

E

Abbildung 7.3: Funktionenmikroskop zur Veranschaulichung der lokalen Linearisierung

Der Rechner als Entdecker im experimentellen Unterricht erlaubt in 6ko-
nomischen Anwendungen eine weitere sinnvolle Verwendung. Insbesonde-
re der Vergleich der Graphen von Funktion und Ableitung veranschaulicht
den Schiilern erste Zusammenhénge in diesem Umfeld (G3). Vermutun-
gen zwischen 6konomischer Funktion und zugehoriger Durchschnittsfunkti-
on konnen formuliert werden, bevor eine rechnerische Priifung erfolgt. Eine
mogliche Fragestellung lautet:
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Die Kostenfunktion K(z) = 2® — 302 + 310x + 1000 beschreibt
die Kosten eines Unternehmens beim Absatz seines Produktes.
Die Kapazititsgrenze liegt bei 22 Stiick.

a) Zeichnen Sie die Graphen der Stiickkosten, der variablen
Stiickkosten sowie der Grenzkosten mithilfe eines grafikfdh-
igen Taschenrechners in ein gemeinsames Schaubild.

b) Formulieren Sie mdgliche Zusammenhinge zwischen den
Funktionen und priifen Sie diese anhand weiterer Beispiele.

Zusétzlich empfehlen wir das Internet als Informationsquelle zu aktuellen
okonomischen Themen. Die Schiiler kénnen den Rechner somit vielfiltig
in den Unterrichtseinheiten zur Wirtschaftsmathematik einbauen. Dies soll
aber wie in diesem Abschnitt aufgefiihrt lediglich an einigen wenigen Stellen
geschehen, wenn der Einsatz des Rechners als Werkzeug, Medium oder Ent-
decker hilfreich ist. Ansonsten sind die Aufgabenstellungen so zu wéihlen,
dass die Schiiler geniigend Moglichkeit zur hédndischen Berechnung haben,
um entsprechende Fertigkeiten einzuiiben. Daher sind Aufgaben, die fiir den
Einsatz von GTR, CAS oder einem Computerprogramm geeignet sind, in
den Unterrichtsvorschldgen entsprechend gekennzeichnet. Der Rechner als
Tutor entfillt, da im Bereich der Wirtschaftsmathematik noch keine zweck-
dienlichen Lernprogramme fiir den Analysisunterricht vorhanden sind.
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8 Analyse ausgewéihlter Aufgaben

In diesem Kapitel untersuchen wir unter fachtheoretischen und fachdidak-
tischen Aspekten ausgewihlte Aufgaben zur Wirtschaftsmathematik aus
verschiedenen Schulbiichern allgemeinbildender Gymnasien. Zum Vergleich
betrachten wir ein Schulbuch fiir berufliche Gymnasien mit dem Schwer-
punkt Wirtschaft (Abschn. 8.1). Zusitzlich sind einzelne Abituraufgaben
zum Thema Wirtschaftsmathematik aufgefithrt (Abschn. 8.2). Aus den Er-
kenntnissen dieser beiden Abschnitte folgern wir weitere Konsequenzen fiir
die Unterrichtsgestaltung (Abschn. 8.3).

8.1 Analyse ausgewihlter Aufgaben aus Schulbiichern

Das Schulbuch Lambacher Schweizer beinhaltet eine Aufgabe zur Analyse
einer Gewinnfunktion (FREUDIGMANN et al. 2009, S. 27).

»Die Herstellungskosten einer Produktionseinheit (100 Packun-
gen) eines Arzneimittels pro Tag werden durch die Funktion f
mit f(z) = 52° — 52? 4+ 200z + 50 (x in Produktionseinhei-
ten, f(x) in Euro) dargestellt. Eine Packung wird fiir 19,95€
verkauft.

a) Stellen Sie die Gewinnfunktion pro Tag G(x) auf (x in Pro-
duktionseinheiten, G(x) in Euro).

b) Wie viele Produktionseinheiten muss die Firma pro Tag
herstellen, um bei vollstdndigem Verkauf den optimalen Ge-
winn zu erzielen?

¢) Bei welchen Produktionsmengen macht die Firma trotz voll-
stdndigen Verkaufs einen Verlust?“

Es fillt auf, dass die Kostenfunktion mit f bezeichnet wird und nicht, wie
es in der Wirtschaftsmathematik iiblich ist, mit K. Es handelt sich um eine
ertragsgesetzliche Kostenfunktion, denn fiir die Koeffizienten gelten die in
Satz 9 aufgestellten Zusammenhénge. Die Kosten lassen sich in variable und
fixe Kosten unterscheiden. Da der Preis konstant ist, liegt ein Polypol vor.
Fiir Aufgabe a) ist die Erlosfunktion zu bestimmen mit:

Aus der Differenz von Erlos- und Kostenfunktion lisst sich die Gewinnfunk-
tion aufstellen:
1.4
c) " E@) - K().
Diese grundlegenden 6konomischen Zusammenhénge sind impliziert, werden
jedoch nicht thematisiert. Das Gewinnmaximum in Aufgabe b) kénnen die
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Schiiler mithilfe des Grenzgewinns oder iiber den Vergleich von Grenzkos-
ten und Preis bestimmen (vgl. Satz 5). In Aufgabe ¢) sind die untere Ge-
winnschwelle sowie die obere Gewinngrenze auszurechnen. Auflerhalb dieses
Intervalls erzielt das Unternehmen Verlust. Es ist zu erkennen, dass anhand
dieser Aufgabe viele 6konomische Grundbegriffe im Zuge einer 6konomischen
Bildung vermittelt werden kénnen. Tatséchlich steht die rechnerische Losung
im Vordergrund. Im gleichen Lehrbuch findet sich eine Aufgabe zur Analyse
einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion (FREUDIGMANN et al. 2009, S.
46):

»Ein Unternehmen stellt chirurgische Instrumente her. Dabei
wird zur Kostenermittlung die Funktion K mit

K(z) = 2% — 202% 4+ 1502 + 200
(x € ]0;25], K(x) in Euro) verwendet.

a) Stellen Sie den Graphen der Kostenfunktion in einem ge-
eigneten Koordinatensystem dar.

b) Die Ableitung K’ von K nennt man Grenzkosten. Zeichnen
Sie den Graphen von K’ in das vorhandene Koordinaten-
system. Welche anschauliche Bedeutung haben die Grenz-
kosten?

c) Geben Sie die Funktion D fiir die durchschnittlichen Her-
stellungskosten pro Stiick an. Zeigen Sie, dass sich der Graph

von D und K’ im Tiefpunkt schneiden. Welche Bedeutung
hat dies?*

An dieser Stelle lielen sich die Begriffe variable und fixe Kosten einfiihren.
In Aufgabe a) wird der fiir den Graphen einer ertragsgesetzliche Kosten-
funktion typische Verlauf gezeichnet, ohne n#her auf diesen einzugehen.
Okonomisch sind die zuerst unterproportional und danach iiberproportional
steigenden Kosten von grofiem Interesse. Am Minimum der Grenzkosten
lasst sich die kleinste Kostenénderung zur néchsten Einheit ablesen. Der
Graph von K besitzt an dieser Stelle einen Wendepunkt. Folgende Aufga-
ben kénnen als Anregung zur Offnung der Aufgabe dienen:

— Beschreiben Sie den Graphen der Kostenfunktion.

— Wie lasst sich der Verlauf einer Kostenfunktion mittels erster Ablei-
tung erklaren?

— Welchen Verlauf konnen Kostenfunktionen noch annehmen? Geben Sie
einen zugehdorigen Funktionsterm an.
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Mittels dieser Aufgaben kénnen Schiiler zu tiefergehenden 6konomischen Be-
griffen und mathematischen Zusammenhéngen gelangen. In Aufgabe b) wird
die Definition der Grenzkosten als erste Ableitung der Kosten vorgegeben.
Im zugehorigen Losungsbuch ist lediglich aufgefiihrt, dass die Grenzkosten
den Zuwachs der Kosten fiir die néchste Einheit darstellen. Ein Verweis auf
die Ableitung als lokale lineare Approximation findet nicht statt. Wir er-
achten die Darstellung der Graphen von K und K’ in einem Schaubild als
problematisch: Zwar verdeutlicht diese Darstellung den Zusammenhang zwi-
schen einer Funktion und ihrer Ableitungsfunktion, jedoch besitzen Kosten
und Grenzkosten unterschiedliche Einheiten. Aufgabe c) fiihrt die ,,durch-
schnittlichen Herstellungskosten pro Stiick* ein. Ausreichend ist der Aus-
druck ,,durchschnittliche Kosten“ oder ,,Kosten pro Stiick“ (vgl. TIETZE
2010, S. 138). Des Weiteren ist die in der Literatur iibliche Bezeichnung
nicht D sondern k. Da k(x) aus dem Quotienten von K (x) und x entsteht,
ist die Einschrinkung x # 0 zu beachten. Der Begriff des Betriebsopti-
mums als Minimum der Stiickkostenfunktion (vgl. Abschn. 2.2.2) findet kei-
ne Erwdhnung. Im zugehotrigen Losungsbuch wird die Frage folgendermafien
beantwortet: ,,In diesem Schnittpunkt sind die Durchschnittskosten genauso
hoch wie die Grenzkosten.“ Fiir die 6konomische Interpretation gerit dies
jedoch zu kurz. Deutlich aussagekraftiger ist der Begriff der langfristigen
Preisuntergrenze (vgl. Abschn. 2.2.2).

Im Schulbuch Elemente der Mathematik findet sich eine Aufgabe zu einer
Preis-Absatz-Funktion (GRIESEL et al. 2001, S. 91):

»Zwischen dem Verkaufspreis p fiir ein Produkt und der nachge-
fragten Menge = bestehe folgende Beziehung p = 30 — %:n Der
Umsatz ist das Produkt aus dem Verkaufspreis und der zu die-
sem Preis abgesetzten Menge. Gib den Umsatz als Funktion in
Abhéngigkeit vom Preis an. Zeichne den Graphen dieser Funk-
tion in einem O6konomisch sinnvollen Bereich.

Im Zuge einer 6konomischen Bildung ist von Interesse, dass hier mit der
Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten gearbeitet wird. Im gleichen Lehr-
buch ist auch eine Aufgabe mit einem konstanten Marktpreis im Polypol
aufgefiihrt (S. 99), eine Unterscheidung fehlt jedoch. Auffillig ist, dass in
der Aufgabenstellung die Information zur Bestimmung des Umsatzes er-
folgt. Der dkonomische Zusammenhang tritt hier hinter eine vorgegebene
Arbeitsanweisung zuriick. Ahnlich verhélt es sich mit einer Aufgabe zur
Gewinnmaximierung: Es wird vorgegeben, dass ,,der Gewinn die Differenz
zwischen dem Erlos und den Kosten® (GRIESEL et al. 2001, S. 100) ist. Es
ist zu erkennen, dass die Synonyme Erlés und Umsatz in einem Lehrbuch
genannt werden.
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Das Schulbuch Lambacher Schweizer fiir berufliche Gymnasien mit dem
Schwerpunkt Wirtschaft behandelt verstéirkt ckonomische Fragestellungen,
jedoch erfolgt die Einfiihrung in die Differenzialrechnung ohne deren Ver-
wendung. Vielmehr steht der Gang von der mittleren zur momentanen An-
derungsrate am Beispiel der Momentangeschwindigkeit im Fokus (BRAUN
et al. 2012, S. 241 f.). Erste skonomische Inhalte folgen spiter unter dem
Aspekt der Anwendung zur Differenzialrechnung am Ende des Kapitels. Die
Ableitung einer 6konomischen Funktion wird als Grenzfunktion definiert.
Sie beschreibt die Funktionswertédnderung bei einer Steigerung der produ-
zierten Menge um eine Einheit. Es bleibt jedoch offen, warum dies unter
Verwendung der Ableitung erfolgt. Unter der Vielzahl an 6konomischen Fra-
gestellungen findet sich eine Aufgabe zur folgenden ertragsgesetzlichen Kos-
tenfunktion (vgl. S. 270):

Ky(x) = 0,823 — 4,92 4+ 10z.

Aus mathematischer Sicht handelt es sich um eine ungiinstige Wahl fiir eine
Kostenfunktion, da K fiir z > 0 nicht monoton steigt. Das Minimum von K’
ist negativ und besitzt den Wert y ~ —0,004. Der Grund liegt darin, dass
die Koeffizienten von K nicht die einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion
sind. Nach Satz 9 muss gelten:

b? < 3ac.

Dies ist jedoch nicht der Fall, da 4,92 > 3-0,8- 10 ist. Aus diskreter Sicht
ist K jedoch streng monoton steigend, so dass die Ungenauigkeit auf den
Modellierungsaspekt zuriickzufiihren ist.

8.2 Analyse ausgewihlter Abituraufgaben

In diesem Abschnitt gehen wir auf Abiturarbeiten zu 6konomische Funktio-
nen ein. Als Beispiel dienen die Abituraufgaben Baden-Wiirttemberg 2007
(Abschn. 8.2.1) und Hamburg 2011 (Abschn. 8.2.2).

8.2.1 Baden-Wiirttemberg 2007
Die Abituraufgabe I 1 zur Analysis aus dem Wahlteil*? 2007 ist auszugsweise
in Anhang C dargestellt. Die Aufgabe enthilt folgende Funktion:

30z + 800

f(@) z+5

Mit z > 0 gibt f die Kosten in 10.000 Euro fiir die z-te Produktionseinheit
eines Rheumamittels an. Wir konzentrieren uns auf den zweiten Teil der

“Tm so genannten Wahlteil diirfen die Schiiler Hilfsmittel wie eine Formelsammlung
oder einen GTR verwenden. Dagegen ist der Pflichtteil hilfsmittelfrei.
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Aufgabe b), in der der Verkaufspreis fiir eine Packung gesucht ist, fiir den
die Einnahmen aus den ersten 100 verkauften Produktionseinheiten ihren
Herstellungskosten entsprechen. GRUBER und NEUMANN (2009) schlagen
zur Losung dieser Aufgabe die Verwendung der Integralrechnung vor. Die
Herstellungskosten fiir die ersten 100 Einheiten ergeben sich zu:

100
() do = 4978,94. (8.1)
0

Eine Produktionseinheit kostet im Schnitt ca. 49, 79 (in €10.000). Insgesamt
belaufen sich die Ausgaben auf €497.900. Da eine Einheit aus 10.000 Pa-
ckungen besteht, kostet eine Packung in etwa €49,79. Dies entspricht dem
Verkaufspreis einer Packung, damit das absetzende Unternehmen Break-
Even ist. Der Zahlenwert aus Gleichung (8.1) ist lediglich eine N#herung fiir
die Kosten der ersten hundert Einheiten, da es sich bei den Kosten um eine
diskrete Grofe handelt. Eine genaue Berechnung erfolgt mittels Addition:

100

> f(z) = 4919, 19. (8.2)

r=1

Wir erkennen, dass das Ergebnis aus Gleichung (8.1) um ca. €60 von der ge-
nauen Losung in Gleichung (8.2) abweicht. Der Unterschied ist in der Wahl
der Integrationsgrenzen des Integrals aus Gleichung (8.1) zu suchen. Wir ver-
anschaulichen dies: Diskrete Groflen lassen sich als Histogramm darstellen,
dessen Rechtecke die Breite 1 haben und die jeweilige Hohe f(x). Abbildung
8.1 zeigt das Schaubild der Kosten fiir die erste bis zehnte Einheit.
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Abbildung 8.1: Kosten fiir die erste bis zehnte Einheit
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In Abbildung 8.1 ist zu erkennen, dass das Rechteck fiir die erste Einheit
im Intervall [0,5;1,5), das Rechteck fiir die zehnte Einheit im Intervall
(9,5;10, 5] liegt. Die Rechtecke stehen folglich um 0,5 Einheiten iiber. Mit
diesen neuen Grenzen verbessert sich die Ndherung iiber das Integral zu:

100,5
/ f() dz = 4920. (8.3)
0,5

Die Differenz der Ergebnisse der Gleichungen (8.3) und (8.2) fllt mit den
neuen Grenzen geringer aus und ist lediglich in der Modellierung einer
diskreten Grofle mit einer stetigen Funktion begriindet. Insbesondere zur
Riickinterpretation im Modellierungskreislauf (vgl. Abschn. 5.3) ist dies von
Bedeutung. Der mit dem Integral aus Gleichung (8.3) modellierte Preis pro
Packung liegt somit bei €49,20 und weicht um €0,01 vom genauen Preis ab.

Anhand dieser Aufgabe zeigt sich das Lernpotenzial, dass in der Modellie-
rung einer diskreten durch eine stetige Grofie liegt. In der Aufgabenstellung
wird zwar darauf hingewiesen, dass es sich bei f um ein Modell handelt,
zur Losung der Aufgabe ist dies nicht mehr relevant. Gerade im Mathe-
matikunterricht sehen wir interessante Anwendungsmoglichkeiten auch un-
ter dem Aspekt des kritischen Vernunftgebrauchs nach HEYMANN (1996).
Auffillig in der Aufgabenstellung ist weiterhin, dass kaum wirtschaftsma-
thematische Begriffe verwendet werden. Bei der Funktion f handelt es sich
um eine Grenzkostenfunktion K’. Anstelle der Kosten fiir die nichste pro-
duzierte Einheit, stellt f eine Ndherung die Kosten fiir die x-te Einheit dar.
Die Grenzkosten nehmen fiir jede weitere Einheit ab, daher handelt es sich
um unterproportional ansteigende Kosten. Auf diese Begriffe wird jedoch
nicht eingegangen, was zu Lasten einer 6konomischen Bildung geht.

8.2.2 Hamburg 2011

In der Hansestadt Hamburg wurden in den Jahren 2011 oder 2012 explizit
Abituraufgaben zum Thema Wirtschaftsmathematik gestellt. Wir betrach-
ten die Abituraufgabe aus dem Jahr 2011 aus dem Grundkurs (vgl. BSB
2011), um zu zeigen, in wie fern 6konomische Inhalte auch in Abiturarbei-
ten behandelt werden. Die Aufgabenstellung ist in Anhang D aufgefiihrt.
Mit den vorgegebenen Datenpaaren zur Anzahl der produzierten Notebooks
und der daraus entstehenden Gesamtkosten sollen die Schiiler in Aufgabe
a) den Funktionsterm einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion bestétigen,
was den Modellcharakter unterstreicht. Es soll die inhaltliche Bedeutung
von K'(80) beschrieben werden, was auf die Interpretation der Grenzkosten
als Nidherung des Funktionswertes (vgl. Satz 1) abzielt. Auffillig ist, dass
mit dem Begriff der Grenzkosten gearbeitet wird. Dies setzt voraus, dass die
Schiiler diesen im Unterricht kennengelernt haben. In Aufgabe b) ist das Mi-
nimum der Grenzkosten zu bestimmen und dessen Bedeutung zu erldutern.
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Dies beinhaltet die Grundvorstellung des Wendepunktes als Ort der kleins-
ten Kosteninderung (vgl. Abschn. 2.2.3). Er kennzeichnet den Ubergang von
unter- zu iiberproportional ansteigenden Kosten. In Aufgabe c) ist ein kon-
stanter Preis in Hohe von €599 je Netbook gegeben. Mit diesem Preis und
der gegebenen ertragsgesetzlichen Kostenfunktion soll die Gewinnfunktion
aufgestellt werden. Die Schiiler miissen an dieser Stelle wissen, wie sich Erlos
(vgl. Abschn. 1.3.2) und Gewinn (vgl. Abschn. 1.3.4) bestimmen lassen. Da
der Marktpreis konstant ist, handelt es sich um ein Polypol, worauf nicht
niher eingegangen wird. In Aufgabe d) ist zu bestéitigen, dass zwischen zwei
vorgegebenen Mengen das Unternehmen Gewinn erzielt. Zusétzlich ist der
groffte Gewinn zu bestimmen. Abschlieflend ist eine Stiickkostenfunktion k
gegeben. Inhaltlich wird hier die Thematik des Betriebsoptimums (vgl. Ab-
schn. 2.2.2) angesprochen, ohne jedoch den Begriff der langfristigen Preis-
untergrenze zu nennen.

Allgemein zeigt sich, dass diese Aufgabenstellung sehr stark auf die Ver-
bindung mathematischer und Gkonomischer Inhalte abzielt. Okonomische
Begrifflichkeiten werden, soweit sie eine mathematische Bedeutung haben,
genannt und miissen teilweise erklart werden. Zur Vorbereitung greifen die
Lehrkréfte auf externe Handreichungen und Aufgaben zuriick, zusammen-
hingende Unterrichtseinheiten fehlen jedoch (vgl. DAUME 2016, S. 97).

8.3 Konsequenzen aus der Analyse ausgewéhlter Aufgaben

Die Analyse von Aufgaben zur Wirtschaftsmathematik in Schulbiichern zeigt
u. E, dass das Potenzial 6konomischer Funktionen im Mathematikunterricht
nur unzureichend ausgeschopft ist. Im Wesentlichen beziehen wir uns auf
folgende Kritikpunkte:

— Die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung wird
nicht thematisiert.

— Einzelne Aufgaben erschweren einen nachhaltigen Lernprozess sowie
eine 6konomische Bildung.

— Schiiler werden mit 6konomischen Funktionen konfrontiert und be-
schrinken sich aufs Abarbeiten der Aufgaben, ohne die mathemati-
schen und 6konomischen Hintergriinde zu untersuchen.

— Im Zentrum steht die mathematische Losung. Reflexionen und mehr-
perspektivische Ansétze fehlen génzlich.

— Grundlegende 6konomische Zusammenhénge werden in der Aufgaben-
stellung vorgegeben, anstatt von den Schiilern herausgearbeitet.

— Verschiedene Notationen erschweren den Lernprozess.
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Obwohl Aufgaben zur Wirtschaftsmathematik in aktuellen Schulbiichern fiir
allgemeinbildende und berufliche Gymnasien unter der Rubrik ,, Vertiefen
und Anwenden® von Gelerntem zu finden sind, existieren u. E. Moglichkeiten
in der Erarbeitung neuer mathematischer Inhalte. Im Bereich der Differenzi-
alrechnung sehen wir grofles Potenzial in der anschaulichen Erarbeitung der
Grundvorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung. Wie in Abschnitt
2.1.1 beschrieben, fithrt eine Analyse der Ableitung im Umfeld 6konomischer
Funktionen auf den Begriff der lokalen linearen Approximation einer Funkti-
on. Unregelméfige, einzelne Aufgaben erachten wir als problematisch, denn
sie erschweren eine nachhaltige 6konomische Bildung. Insbesondere vor dem
Hintergrund, dass Abiturarbeiten von allgemeinbildenden Gymnasien wie
etwa in Hamburg inzwischen 6konomische Funktionen beinhalten (vgl. BSB
2011). Dies unterstiitzt unsere Forderung nach einem durchgéngigen Spiral-
curriculum, das 6konomische Inhalte auf einer hheren Stufe wieder aufgreift
und mit neuen Elementen anreichert (vgl. Abschn. 6.4). Die Entwicklung von
Unterrichtseinheiten zur Wirtschaftsmathematik erhélt nach unserer Auffas-
sung damit nachhaltig ihre Berechtigung.

In der Aufgabenstellung in Schulbiichern f&llt auf, dass Schiiler oft mit
okonomischen Funktionen konfrontiert werden. Eine Erklarung, warum etwa
ein konstanter Preis oder eine Preis-Absatz-Funktion vorgegeben ist, fehlt.
Gleiches gilt auch fiir Kostenfunktionen: Wihrend lineare Kostenfunktionen
noch allgemein nachvollziehbar sind, wird auf ertragsgesetzliche Kostenfunk-
tionen nicht n&her eingegangen. Dies ist umso bedauerlicher, da neben den
O0konomischen Hintergriinden deren Verlauf grofles Lernpotenzial besitzt.

Zumeist beschrianken sich Aufgaben aus der Wirtschaftsmathematik in den
vorliegenden Schulbiichern auf eine kalkiilhafte Losung. Die Schiiler sollen
mathematische Verfahren anwenden, um zur Losung zu gelangen. Okono-
mische Begriffe dienen eher als Verkleidung der Aufgabe. Reflexionen iiber
eine Gewinnmaximierung hinaus, wie etwa soziale oder 6kologische Aspekte,
fehlen. Auch wenn dies weitere Zeit einfordert, so ist fiir einen allgemeinbil-
denden Mathematikunterricht an geeigneter Stelle darauf einzugehen. Wir
betonen jedoch, dass dies nicht zu Lasten mathematischer Inhalte gehen
darf. Grundlegende Zusammenhénge sollten im Zuge einer ékonomischen
Bildung nicht in einer Aufgabenstellung erklért, sondern von den Schiilern
herausgearbeitet werden. Die zusétzliche Zeit hélt sich in Grenzen, da u.
E. schon wenige Begriffe ausreichen, um wirtschaftsmathematische Zusam-
menhénge zu beschreiben. Anders verhélt es sich mit 6konomischen De-
finitionen. Deren Bedeutung ist den Schiilern vorzugeben. Wir empfehlen
die verschiedenen Notationen in Schulbiichern fiir 6konomische Gréflen zu
vereinheitlichen. Am geeignetsten erscheint uns die in der Wirtschaftsma-
thematik gebréduchliche Schreibweise: E fiir Erlos, K fiir Kosten und G fiir
Gewinn.
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Wir sehen jedoch ein Problem darin, dass in der Mathematiklehrerausbil-
dung die Wirtschaftsmathematik nicht verankert ist. Eine Begegnung mit
dieser Thematik findet zumeist erst wihrend der aktiven Schulzeit statt.
Daher empfehlen wir grundlegende Begriffe und Zusammenhénge in der
Ausbildung zu implementieren. Dies triagt der ersten Grunderfahrung von
WINTER (1995) Rechnung: Fécheriibergreifend geschulte Lehrer kénnen
im Mathematikunterricht ein anwendungsorientiertes Thema vermitteln und
einen (zeitlich iiberschaubaren) Beitrag zur 6konomischen Allgemeinbildung
leisten. Umgekehrt kann der Mathematikunterricht von der Anschaulichkeit
sowie dem Anwendungsbezug 6konomischer Themen profitieren. Insbeson-
dere der Vergleich verschiedenster Zuginge zum Ableitungsbegriff in der di-
daktischen Ausbildung angehender Mathematiklehrer ist Pflicht. Wihrend
die lokale Anderungsrate z. B. in Form der Momentangeschwindigkeit ih-
ren Platz findet, fehlt es noch an konkreten Unterrichtsgdngen zur lokalen
Linearisierung. Auch diese Liicke m6chten wir mit den folgenden Unter-
richtsvorschlidgen schlieflen.
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9 Von Mirkten und Unternehmen

Im Folgenden stellen wir eine erste Unterrichtseinheit zur Wirtschaftsmathe-
matik vor, die sich schwerpunktméifiig den Themen lineare und quadratische
Funktionen widmet. Deren Einsatz ist zum Ende der Sekundarstufe I vor-
gesehen. Bei der Konzeption orientieren wir uns an den Zielen der Leitidee
,funktionaler Zusammenhang“ aus den Bildungsstandards Mathematik fiir
den mittleren Schulabschluss (vgl. KMK 2004, S. 10 ff.). Diese Leitidee ist
auch Bestandteil der in Abschnitt 6.4 aufgefiithrten fundamentalen Ideen der
Analysis, von denen wir in der Unterrichtseinheit zusétzlich ,Messen“ und
,,Optimieren“ beriicksichtigen. Inhaltlich beziehen wir uns auf das Kapitel
1 dieser Arbeit.

9.1 Inhaltliche und konzeptionelle Zusammenfassung

Die Unterrichtseinheit ist in ein Basismodul und zwei inhaltlich passende
Ergéanzungsmodule aufgeteilt. Das Basismodul bildet die Grundlage fiir die
weiteren Unterrichtseinheiten und gliedert sich in folgende vier Abschnitte:

1. Okonomische Grundlagen
2. Preisbildung im Monopol
3. Preisbildung im Polypol

4. Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung.

Die einzelnen Abschnitte sind inhaltlich aufeinander abgestimmt und sollten
chronologisch unterrichtet werden. Die Schiiler lernen grundlegende 6kono-
mische Grofen (Preis, Absatz, Erlos, Kosten, Gewinn) kennen und ana-
lysieren diese mittels linearer und quadratischer Funktionen. Zur weiteren
Vertiefung stellen wir zwei Ergénzungsmodule bereit:

1. Modellierungskreislauf
2. Preisbildung unter monopolistischer Konkurrenz.

Abbildung 9.1 zeigt einen moglichen zeitlichen Ablauf der Unterrichtsein-
heit. Die Ergéinzungsmodule wurden an zeitlich passender Stelle eingefiigt
und besitzen fiir das inhaltliche Verstindnis der Abschnitte des Basismoduls
unterstiitzenden Charakter.

9.2 Das Basismodul

9.2.1 Okonomische Grundlagen

Dieser Abschnitt fithrt in die wichtigsten 6konomischen Grundbegriffe ein,
die im Folgenden verwendet werden. Als Einstieg eignen sich aktuelle Zei-
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Abbildung 9.1: Vorschlag zum zeitlichen Ablauf der Unterrichtseinheit ,, Von Mérkten und
Unternehmen®

tungsartikel zum Wirtschaftsgeschehen von Tageszeitungen. Bei der Aus-
wahl ist zu beriicksichtigen, dass nicht etwa aktienspezifische Ausdriicke das
Verstidndnis zusétzlich erschweren. Ziel ist die Kldrung der fiir diese Einheit
grundlegenden Begriffe: Preis, Absatz, Umsatz (synonym: Erlos), Kosten
und Gewinn. In Aufgabe 9.1 verwenden wir einen Auszug eines Zeitungsar-
tikels aus dem Hamburger Abendblatt.

Aufgabe 9.1
Bearbeiten Sie die folgenden Fragen zum Zeitungsartikel ,Leer gekauft! Kei-
ne freien Pldtze mehr!“.

a) Geben Sie an, wie sich der Umsatz eines Unternehmens zusammen-
setzt. Erkldren Sie den Unterschied zwischen variablen und fixen Kos-
ten.

b) Erliutern Sie den Begriff ,Break-even®.

c¢) Erarbeiten Sie mit Hilfe einer Internetrecherche'' die 6konomischen
Begriffe Monopol, Polypol und polypolistische Konkurrenz. Ordnen Sie
den im Artikel beschriebenen Feinkostladen ein.

“I'Nutzen Sie ggf. ein Online-Wirtschaftslexikon wie http://wirtschaftslexikon.gabler.de/
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Leer gekauft! Keine freien Plitze mehr!

Vier Wochen nach der Er-
offnung brummt der vegane
Feinkostladen mit angeschlosse-
nem Café in Eimsbiittel. Nun
plant Jennifer Hinze sogar eine
eigene Produktlinie mit selbst ge-
machten Chutneys, Marmeladen

und anderen Brotaufstrichen

Schluss! Aus! Ende! Kaum hat Jenni-
fer Hinze ihren Laden aufgemacht, da ist
auch schon wieder Schluss. Grete Schulz,
der vegane Feinkostladen mit angeschlos-
senem Café, schlieft heute — nach nur
viereinhalb Stunden. Ein Einzelfall, eine
Ausnahme, wegen Silvester. Aus diesem
Grund o6ffnet Jennifer Hinze ihr Geschéft
nur bis 12 Uhr — und nicht wie sonst bis
17 oder 19 Uhr. Und morgen, am Neu-
jahrstag, bleibt der Laden ganz zu. Es gibt
kein Friihstiick. Und damit keinen Um-
satz. Die Entscheidung ist nicht leicht ge-
fallen. Doch seit der Eroffnung vor vier
Wochen musste Jennifer Hinze, 34, ler-
nen, dass sie den Laden auch mal schlielen

darf. Oder sogar muss.

Dass sie nicht jeden Tag 15 oder 16
Stunden arbeiten kann. Dass es ok ist,
einen Ruhetag pro Woche einzulegen.
Und dass das Geschift trotzdem lduft.

Besser, als sie es kalkuliert hat.

Als die Jungunternehmerin vor ein
paar Monaten ihren Businessplan aufge-
stellt und einen Griinderkredit beantragt
hat, war sie davon ausgegangen, irgend-
wann im néichsten Jahr ihr Ziel zu er-
reichen. In ein paar Monaten vielleicht,
frithestens in einigen Wochen. Thr Ziel: so
viel Umsatz zu machen, dass sie ihre Fix-
kosten von 5500 Euro monatlich sowie die
variablen Kosten fiir den Wareneinsatz de-
cken kann, umgerechnet 400 Euro pro Tag.
Und dann das! Nachdem Jennifer Hinze in
den ersten Tagen nach der Er6ffnung gera-
de einmal 150 Euro téglich eingenommen
hat, schnellen die Umsétze hoch. Nach ei-
ner Woche waren es schon 200 Euro pro
Tag, an einem Mittwoch sogar 300 — und
am Wochenende dann 400 Euro. T#glich!

Der Break-even!

Hamburger Abendblatt vom 15.12.15

Nach der Besprechung der Ergebnisse aus Aufgabe 9.1 sollten die Schiiler mit
nachfolgenden Begriffen und Zusammenhéngen vertraut sein: Jedes Produkt
hat seinen Preis. Je mehr davon verkauft wird, desto grofler ist der Umsatz,
der sich als Produkt aus Menge und Preis berechnet. Wir verwenden im Fol-
genden fiir den Begriff Umsatz den in der Literatur ebenfalls gebréuchlichen
Begriff des Erloses. Fixe Kosten fallen an, wenn kein Erlos erzielt wird.
Dazu zéhlen z. B. die Mietkosten. Zu den variablen Kosten gehoéren etwa
FEinkaufskosten oder Strom, da diese von der verkauften Menge abhéingen.
Decken sich Erlés und Kosten, ist die Unternehmerin Break-even. Erwirt-
schaftet ein Unternehmen hohere Einnahmen als Kosten, arbeitet es mit
Gewinn. Andernfalls erzielt es Verlust. Der Gewinn berechnet sich als
Differenz von Erlos und Kosten. Wire der Feinkostladen der einzige seiner
Art und die Inhaberin kénnte den Preis fiir ihre Giiter beliebig festsetzen,
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so ldge ein Monopol vor. Bei sehr vielen Léden, die das selbe Angebot
und vergleichbare Preise haben, spricht man von einem Polypol. Beides ist
in der Realitdt jedoch selten anzutreffen. Haufiger und zutreffender ist die
Marktform der polypolistischen Konkurrenz. Neben dem Feinkostladen
gibt es noch weitere Verkaufer, die Nahrungsmittel anbieten. Jedoch unter-
scheiden diese sich im Angebot, so dass die Besitzerin des Feinkostladens
sich innerhalb eines gewissen Preisspielraumes wie ein Monopolist verhalten
kann. Dies trifft auch auf Unternehmen bekannter Marken wie etwa Apple,
Adidas oder Coca Cola zu. Sie werden als polypolistische Anbieter mit mo-
nopolistischem Preisspielraum bezeichnet.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Okonomische Grundlagen® ergeben sich folgende Lehr-
ziele. Die Schiiler...

— ... kennen die grundlegenden Begriffe und Zusammenhénge von Erlos
(Umsatz), Kosten sowie Gewinn.

— ... grenzen fixe und variable Kosten voneinander ab.

— ... unterscheiden die Marktformen Monopol, Polypol und monopolis-
tische Konkurrenz.

9.2.2 Preisbildung im Monopol

Dieser Abschnitt zeigt einen Unterrichtsgang zur Modellierung eines Preis-
bildungsprozesses im Monopol. Zunéchst steht eine Abfrage nach der indivi-
duellen Zahlungsbereitschaft von Kunden an, die eine erste Vorstellung zum
funktionalen Zusammenhang zwischen Preis und verkaufter Menge liefert.
Die Daten?? z. B. zum Preis eines Kuchenverkaufs kinnen wie in Aufgabe
9.2 tabellarisch erfasst und ausgewertet werden.

Aufgabe 9.2

Eine Klasse verkauft zur Aufbesserung der Klassenkasse Kuchen. Fiir ein
Stiick Kuchen wurden je nach Preis die abgesetzten Mengen erfragt. Die
Ergebnisse der Befragung sind in Tabelle 9.1 aufgefiihrt.

a) Stellen Sie eine Vermutung auf, welchen Einfluss der Preis auf die
Anzahl der verkauften Kuchenstiicke hat.

b) Tragen Sie die Zuordnung ,Preis — Anzahl verkaufter Kuchenstiicke*
in ein geeignetes Koordinatensystem ein. Achten Sie dabei auf eine
geeignete Skalierung. Uberpriifen Sie Ihre Vermutung aus a).

42Gteht geniigend Zeit zur Verfiigung, ist es moglich eigene Daten z. B. anhand eines
Kuchen- oder Waffelverkaufs zu erheben. Dabei ist beim Ausfiillen der Tabelle darauf zu
achten, dass diejenigen, die einen hoheren Preis bereit sind zu zahlen, auch bei einem
niedrigeren Preis kaufen wiirden und daher mitgezéhlt werden.
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Preis in € pro Stiick abgesetzte Menge

2,50 3
2,00 5
1,50 13
1,00 20
0,50 25

Tabelle 9.1: Tabelle zur Umfrage der Absatzzahlen bei verschiedenen Preisen

c) In der Wirtschaftsmathematik beschreibt man die Punktwolke in der
Regel mit einer linearen Funktion. Erstellen Sie eine Schdtzgerade mit-
hilfe eines Computerprogramms (z. B. Excel) oder einem geeigneten
Taschenrechner. Benutzten Sie die Funktion ,lineare Regression“.

d) Die unter c) erhaltene Funktion heiffit Nachfragefunktion und wird
mit x(p) bezeichnet. Erldutern Sie, was man unter dieser Funktion ver-
steht und welche Aussagen wir aus dieser Funktion gewinnen kénnen.
Welche Bedeutungen besitzen die Steigung und die Schnittpunkte der
Funktion mit den Koordinatenachsen?

Anhand der Tabelle 9.1 liegt folgende Vermutung nahe: ,,Je hoher der Preis
ist, desto weniger wird verkauft“. Dieser Zusammenhang, der als das Gesetz
der Nachfrage bezeichnet wird, rechtfertigt die Verwendung des Preises als
unabhéngige Variable zu Beginn. Die Abbildung 9.2 zeigt die Punktwolke
der Datenpaare und die Regressionsgerade mit der Gleichung:

x(p) = —11,8p + 30, 9.

Der Schnittpunkt mit der Ordinate liegt bei z(0) = 30,90. Fiir einen Preis
von €0 pro Stiick ergibt sich eine verkaufte bzw. verschenkte Menge von un-
gefihr 31 Stiick Kuchen®3. Es lassen sich also theoretisch hochstens 31 Stiick
Kuchen absetzen. Diese maximal absetzbare Menge wird in der Okonomie
als Sattigungsmenge bezeichnet. Sie wird erreicht, wenn der Konsument
kein weiteres Stiick mehr zu kaufen bereit ist. Mit der Gleichung z(p) = 0
lasst sich der Prohibitivpreis berechnen. Dieser liegt in unserem Beispiel
bei ungefihr €2,62 pro Stiick und gibt die maximale Preisobergrenze an. Ab
diesem Preis findet sich kein Kaufer mehr, da dieser als zu teuer empfunden
wird. Somit liefert die Funktion z(p) nur fiir 0 < p < 2,62 sinnvolle Ergeb-
nisse. Die Steigung lésst sich mithilfe eines Steigungsdreiecks erldutern. Es
gilt: Sinkt (Steigt) der Preis um €1 pro Stiick, dann erhoht (verringert) sich
die abgesetzte Menge um ungefihr zwolf Stiick. Hier bietet es sich an, eine

*3Da es sich um Stiickzahlen handelt, bietet sich ein Runden der Ergebnisse auf Einer
an.

142



30 P -
25 t \<

20 %K

15 g

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Abbildung 9.2: Graphische Darstellung der Datenpaare als Schitzgerade

kleinere Einheit zu wihlen: Sinkt (steigt) der Preis um €0,10 pro Stiick, so
erhoht (verringert) sich die abgesetzte Menge um ca. ein Stiick.

Diese Einfithrung der Nachfrage nach den Preisvorstellungen der Schiiler
besitzt den Vorteil, dass sie die Modellierung einer Nachfragefunktion selbst
durchfithren und nicht nur mit dem Funktionsterm konfrontiert werden.
Aus der Nachfragefunktion resultiert eine weitere 6konomische Funktion,
die Preis-Absatz-Funktion. Zu deren Bestimmung dient Aufgabe 9.3.

Aufgabe 9.3

Wir gehen davon aus, dass der Kuchenverkauf nur von einer Klasse stattfin-
det und sonst kein weiterer Kuchen in der Schule erhdltlich ist. Als mono-
polistisches Unternehmen kinnen die Schiiler den Preis setzen. Die Nach-
frage nach dem Kuchen lisst sich mit der Nachfragefunktion x(p) model-
lieren. In der Wirtschaftsmathematik mdchte man aber hdufig Aussagen in
Abhdingigkeit von der (theoretisch) absetzbaren Menge treffen. Diese Funk-
tion p(x) eines Unternehmens heifit Preis- Absatz-Funktion. Sie ist die
Umkehrfunktion der Nachfragefunktion x(p).

a) Bestimmen Sie mit der Nachfragefunktion x(p) = —11,8p + 30,9 aus
Aufgabe 9.2 die Preis-Absatz-Funktion.

b) Bestimmen Sie die Sittigungsmenge und den Prohibitivpreis.

c¢) Beschreiben Sie, welche Bedeutung die Steigung besitzt.

Fiir die Preis-Absatz-Funktion gilt (auf zwei Nachkommastellen gerundet):

x=-11,8p+ 30,9 & p=—0,08z + 2,62.
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Die Preis-Absatz-Funktion lautet p(x) = —0, 08242, 62. Der Prohibitivpreis
liegt bei €2,62 pro Stiick und die Sattigungsmenge bei ca. 33 Stiick. Fiir die
Steigung gilt: Mochte die Klasse eine Einheit mehr verkaufen, dann ist der
Preis pro Stiick um €0,08 Euro zu senken. Allgemein beschreibt eine Preis-
Absatz-Funktion den funktionalen Zusammenhang zwischen dem Preis p
und der abgesetzten Menge x. Sofern keine Mafleinheiten gegeben sind, wird
die nachgefragte Menge in Mengeneinheiten (ME) und der Preis in Geldein-
heiten pro Mengeneinheit (%) gemessen. In Aufgabe 9.4 konnen die Schiiler
untersuchen, wie mittels einer Preis-Absatz-Funktion eine Erlosfunktion be-
stimmt wird.

Aufgabe 9.4

Die Schiiler méchiten nun wissen, wie hoch ihre Einnahmen beim Kuchenver-
kauf bei den jeweiligen Preisen sind. Zur Berechnung des Erloses verwenden
sie die Preis-Absatz-Funktion p(z) = —0,08z + 2, 62.

a) Erginzen Sie die Tabelle 9.2. Geben Sie in der letzten Zeile einen
allgemeinen Funktionsterm E(x) fir den Erlés in Abhdngigkeit von
der abgesetzten Menge an.

Menge Preis in € pro Stiick Erlos in €
0
5
10
15

T

Tabelle 9.2: Tabelle zur Berechnung des Erloses

b) Die unter a) bestimmte Funktion E(x) heifst Erlosfunktion. Bestim-
men Sie deren Nullstellen und Scheitel. Interpretieren Sie die okono-
mische Bedeutung der erhaltenen Ergebnisse hinsichtlich des Verkaufs.

Sofern im vorherigen Abschnitt ,,6konomische Grundlagen® noch nicht the-
matisiert, miissen die Schiiler erkennen, dass sich der Erlos als Produkt
von Preis und Menge (,,Preis mal Menge“) berechnet. Tabelle 9.3 zeigt die
Losung. Fiir die Erlosfunktion erhalten wir:

E(z) = (—0,08z + 2,62) - £ = —0, 08z” + 2, 62z.

Die Erlosfunktion besitzt die Nullstellen 7 = 0 und xo = 32,75. Fiir den
Verkauf sind die Preise zu berechnen. Mit p1(0) = 2,62 und p2(32,75) = 0
gilt: Fiir den Prohibitivpreis in Hohe von €2,62 pro Stiick sowie einem Preis
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Menge Preis in € pro Stiick Erl6s in €

0 2,62 0

5 2,22 11,10

10 1,82 18,20

15 1,42 21,30

z —0,08z + 2,62 (—0,08z +2,62) - =

Tabelle 9.3: Berechnung des Erloses

von €0 pro Stiick wird kein Erlos erzielt. Analog liefle sich {iber das Produkt
aus Menge und Preis argumentieren: Der Erlds ist genau dann Null, wenn
entweder der Preis oder die abgesetzte Menge Null ist. Der Scheitel** von
E liegt ungeféhr bei S(16,38|21,45) und liefert den gréften Erlos in Hohe
von €21,45. Mit p(16,38) ~ 1,31 wird dieser fiir einen Preis von ca. €1,31
pro Stiick erzielt. Wir halten fest:

Sei x die Menge und p(z) die Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten.
Der Erlos ldsst sich als Funktion in Abh#ngigkeit der Menge darstellen:

Nachdem die Schiiler sich mit der Bestimmung des Erléses vertraut gemacht
haben, erfolgt in Aufgabe 9.5 die Einbeziehung der Kosten®?.

Aufgabe 9.5

Die Klasse hat bisher nicht beriicksichtigt, dass bei der Produktion und dem
Verkauf des Apfelkuchens auch Kosten anfallen. So miissen z. B. Zutaten
eingekauft oder Gehdlter bezahlt werden.

a) Abbildung 9.3 zeigt die Summe der Finkaufskosten fiir die Produktion
von 48 Stiicken. Bestimmen Sie die Kosten, die bei der Herstellung
von 0, 5, 10, 15 bzw. x Stiick Kuchen anfallen.

b) Die in Aufgabe a) bestimmte Funktion heifst variable Kostenfunkti-
on. Begrinden Sie diese Einordnung.

4Gchiiler zeigen sich oft verwundert {iiber den parabelférmigen Verlauf der
Erlosfunktion. Ein Blick in Tabelle 9.3 kann Abhilfe schaffen: Der Erlos steigt mit zu-
nehmender abgesetzter Menge an und féllt danach wieder. Dies sollte sich auch im Funk-
tionsterm widerspiegeln.

“Liegen eigene Daten vor, so sind diese analog zu verwenden.
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EUR

Obst&Gemiise
Apfel 3kg rot 3,99B
Molkerei | Kése / Eier | Fette
Pflanzenmargarine

2% 0,75= 1,50 1,50 B
H-Milch 0,658
Eier Freilandhalt. 0958
Néhrmittel
Weizenmehl

3x  0,45= 1,35 1,35B
Backhefe 0998
Raffinade 065B
Vanillin Zucker 0258
Summe EUR 10,33

Abbildung 9.3: Kosten beim Einkauf

c) Wir gehen nun davon aus, dass fir den Kuchenverkauf drei Verkdufer
eingeplant sind, die jeder €1 pro Schicht erhalten. Geben Sie einen all-
gemeinen Funktionsterm fir die Gesamtkosten K(x) in Abhingigkeit
von der abgesetzten Menge x an.

Aus den Einkaufskosten in Hohe von €10,33 fiir 48 Stiick Kuchen folgen
Ausgaben in Hohe von ungefiahr €0,22 pro Kuchen. Daraus ergeben sich die
in Tabelle 9.4 aufgefiithrten Werte. Fiir die variablen Kosten erhalten wir
die allgemeine Funktionsvorschrift:

Ky(x) =0,22z.

Herstellungskosten steigen mit zunehmender produzierter Menge, folglich
lassen sich diese unter variablen Kosten einordnen, was die Verwendung einer
entsprechenden Funktion rechtfertigt. Die Gehélter fallen unabhéngig von
den Produktionskosten an und gehoren zu den fixen Kosten. Die lineare

Menge Variable Kosten in €

0 0

5 1,10
10 2,20
15 3,30
T 0,22x

Tabelle 9.4: Berechnung der variablen Kosten
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Kostenfunktion, die die Kosten in Abhéngigkeit von der produzierten Menge
beschreibt, lautet:
K(z)=0,22z + 3.

Sind die Gréflen Erlos und Kosten sowie ihre Funktionen untersucht, ist in
Aufgabe 9.6 der Gewinn zu untersuchen.

Aufgabe 9.6
Die Klasse interessiert mit Hinblick auf ihre Abschlussfahrt der Gewinn, der
sich aus Erlés und Kosten bestimmen ldsst.

a) Berechnen Sie mit der Erlosfunktion E(z) = —0,0822 + 2,62z und
der Kostenfunktion K(z) = 0,22z + 3 den Gewinn fir 0, 5, 10, 15
abgesetzte Kuchenstiicke. Geben Sie einen Funktionsterm fiir die Ge-
winnfunktion G(z) an.

b) Die Schiiler mdéchten einen positiven Gewinn erzielen. Das Intervall,
in dem G(x) > 0 ist, heifft Gewinnzone. Die erste Nullstelle der
Gewinnfunktion, nach der der Gewinn zum ersten Mal positiv wird,
heifit untere Gewinnschwelle. Bestimmen Sie die Gewinnzone und
die untere Gewinnschwelle mit den zugehdrigen Preisen.

c) Die Menge des grofiten Gewinns heifit gewinnmazximale Menge. Be-
stimmen Sie die gewinnmazimale Menge und den maximalen Gewinn.

d) Der Preis, fiir den der Gewinn am grofiten wird, heifst gewinnmazima-
ler Preis. Der Punkt auf der Preis-Absatz-Funktion der gewinnmaxi-
malen Menge und dem gewinnmaximalen Preis heiffit Cournotscher
Punkt. Bestimmen Sie dessen Koordinaten.

Zur Berechnung des Gewinns sind die Kosten vom Erlés abzuziechen. Aus
den vorherigen Ergebnissen erhalten wir fiir den Gewinn6 die in Tabelle 9.5
aufgefithrten Losungen. Der Funktionsterm der Gewinnfunktion berechnet

sich als Differenz von Erlos- und Kostenfunktion?”:

G(z) = E(z) - K(z) = —0,0822+2, 62z — (0,22243) = —0,082% +2, 42 — 3.

Die Nullstellen von G befinden sich bei z1 =~ 1,31 und zs = 28,69. Damit
liegt die Gewinnzone zwischen 2 und 28 Stiicken. Die untere Gewinnschwelle
wird bei z; ~ 1,31 angenommen. Der zugehorige Punkt P(1,31]0) heifit
Break-Even-Point. Die Preise lassen sich iiber die Preis-Absatz-Funktion
bestimmen. Aus pi(1,31) ~ 2,52 und p2(28,69) ~ 0,32 folgt: Ab einem

46 Allgemein werden Erlés, Kosten und Gewinn in Geldeinheiten (GE) gemessen.

47Schiiler begehen beim Aufstellen der Gewinnfunktion oft den Fehler, dass nur die
variablen Kosten vom Erlés subtrahiert werden. Neben einer mathematischen Begriindung
lasst sich auch 6konomisch argumentieren, dass die Fixkosten nicht zum Gewinn hinzu
addiert werden diirfen.
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Menge Gewinn in €

0 -3
) 7
10 13
15 15
T —0,0822 4 2,42 — 3

Tabelle 9.5: Berechnung des Gewinns

Preis von ca. €0,32 bis €2,52 pro Stiick erzielt das Unternehmen Gewinn.
Der Scheitel besitzt die Koordinaten S(15/15). Fiir den maximalen Gewinn
in Hohe von €15 sind folglich 15 Stiicke zu verkaufen. Mit p3(15) = 1,42
gilt: Bei einem Stiickpreis von €1,42 liegt der hochste Gewinn mit €15. Der
Cournotsche Punkt besitzt die Koordinaten C(15/1,42). Wir halten fest:

Gegeben seien die Erlosfunktion E(x) und die Kostenfunktion K(z). Fiir
die Gewinnfunktion G(z) gilt:

Sind die Groflen Erlos, Kosten und Gewinn sowie ihre Funktionen unter-
sucht, bietet es sich an, deren Zusammenhénge graphisch zu verdeutlichen.
Hierzu eignet sich Aufgabe 9.7.

Aufgabe 9.7

Zeichnen Sie die Funktionsgraphen der bisher bestimmten Erlos-, Kosten
und Gewinnfunktion mithilfe eines GTRs oder eines Funktionenplotters in
ein gemeinsames Koordinatensystem ein. Beschreiben Sie alle erkennbaren
Zusammenhdnge zwischen dem Erlos, den Kosten und dem Gewinn.

Die Abbildung 9.4 zeigt die Graphen der 6konomischen Funktionen von
Frlos, Kosten und Gewinn. Dabei ergeben sich folgende Zusammenhénge,
die sich auch mit der Gleichung G(x) = E(x) — K(z) bestétigen lassen:

a) Wenn die Kosten grofier sind als der Erlos, genau dann ist der Gewinn
negativ.

b) Wenn der Erlos grofer ist als die Kosten, genau dann ist der Gewinn
positiv.

¢) Wenn Erlos und Kosten gleich hoch sind, genau dann ist der Gewinn
gleich Null.
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Abbildung 9.4: Graphen von Erlés-, Kosten- und Gewinnfunktion

Im bisherigen Preisfindungsprozess haben wir bisher ausschliellich 6kono-
mische Aspekte verwendet, soziale und 6kologische Aspekte blieben aufien
vor. Damit die Schiiler die Gelegenheit zu einer mehrperspektivischen Be-
trachtung des Preises haben, ist Aufgabe 9.8 zu bearbeiten.

Aufgabe 9.8

Bei einem Kuchenverkauf geht es insbesondere um einen angemessenen Preis
fiir ein Stiick Kuchen. Uberlegen Sie gemeinsam mit einem Partner, welche
weiteren aufSermathematischen Kriterien den Preis becinflussen sollen. Le-
gen Sie einen Preis fest und begriinden Sie Ihre Entscheidung.

Neben den mathematischen Ergebnissen, die auf den gréfiten Gewinn oder
Erlos abzielen, kénnen an dieser Stelle auch soziale oder 6kologische Argu-
mente diskutiert werden. Damit betrachten wir die Preismodellierung aus
verschiedenen Perspektiven und zeigen, dass der mathematische Aspekt nur
einer von vielen ist. Anhand der folgenden Auflistung geben wir dazu Anre-
gungen:

— Bei einem niedrigen Preis kénnen auch diejenigen Schiiler ein Stiick
kaufen, die wenig Geld dabei haben.

— Bei einem hohen Gewinn koénnen die Verkaufer mehr Gehalt erhalten.

— Sollte beim Einkauf auf regionale oder Bio-Produkte Wert gelegt wer-
den, auch wenn dadurch die Kosten steigen?

— Ist fiir einen gewinnmaximalen Preis in Hohe von €1,42 pro Stiick
ausreichend Wechselgeld vorhanden?

— Was passiert mit tibriggebliebenen Kuchenstiicken?
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Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,, Preisbildung im Monopol“ ergeben sich fiir die Schiiler
folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... erfahren einen Modellierungsprozess zur Preisbildung im Monopol.
— ... stellen die Funktionen von Erlés, Kosten und Gewinn auf.
— ... berechnen charakteristische Punkte 6konomischer Funktionen.

— ... begriinden mehrperspektivisch die Wahl eines optimalen Preises.

9.2.3 Preisbildung im Polypol

Im Monopol liegt der Fokus auf einem alleinigen Anbieter eines Gutes, der
sich an der Marktnachfrage orientiert. Im Polypol existieren sehr viele An-
bieter. Deren Rolle im Preisfindungsprozess betrachten wir im Folgenden
genauer. Ein polypolistischer Anbieter handelt nach dem Gesetz des An-
gebots: ,,Je hoher der Preis eines Gutes, desto mehr lohnt es sich davon
anzubieten“, da fiir hohere Verkaufspreise die Einnahmen steigen. Das Ver-
halten der Anbieter ldsst sich mit einer Funktion modellieren, der Ange-
botsfunktion. Aufgrund des Gesetzes des Angebots gehen wir von einer
streng monoton steigenden, stetigen Funktion aus. Die Aufgabe 9.9 fithrt in
die Thematik des Preisfindungsprozesses im Polypol ein. Eine Verwendung
des Taschenrechners ist fiir die Aufgaben in diesem Unterabschnitt nicht
notwendig.

Aufgabe 9.9

Auf einem Markt treffen viele Anbieter und Nachfrager aufeinander. Das
Verhalten der Nachfrager lisst sich iber die Funktion xy(p) = 28 — 2p
beschreiben. Die Reaktion der Anbieter folgt der Funktion x4(p) = 3+0,5p.

a) Liegt das Angebot zu einem bestimmten Preis iiber der Nachfrage, dann
wird dies als Angebotsiiberschuss bezeichnet. Berechnen Sie den An-
gebotsiiberschuss fiir pp = 12.

b) Ist zu einem bestimmten Preis die Nachfrage héher als das Angebot,
so heifit dies Nachfrageiiberschuss. Wie grof§ ist dieser fiir po =67

c) Geben Sie den Schnittpunkt der Geraden von Angebots- und Nachfra-
gefunktion an und interpretieren Sie dessen okonomische Bedeutung.

d) Zeichnen Sie die Geraden von Angebots- und Nachfragefunktion in ein
Koordinatensystem ein. Markieren Sie die Ergebnisse der Teilaufgaben

a) bis c).
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Abbildung 9.5: Graphische Darstellung von Angebots- und Nachfragefunktion

Der Angebotsiiberschuss ergibt sich als Differenz der angebotenen und nach-
gefragten Menge fiir p; = 12. Es gilt:

2a(12) —2n(12) =9 — 4 = 5.

Fiir einen Preis in Hohe von 12 % bieten die Verkdufer 5 ME mehr an, als
die Nachfrager zu kaufen bereit sind. Der Nachfrageiiberschuss fiir po = 6
berechnet sich zu:

zN(6) —24(6) =16 — 6 = 10.

Fiir einen Preis von 6 % werden 10 ME mehr nachgefragt, als die Verkaufer
anbieten. Der Schnittpunkt, den wir aus den Geraden von Angebots- und
Nachfragefunktion erhalten, besitzt die Koordinaten S(10[8). Langfristig
stellt sich dieses Gleichgewicht am Markt ein (vgl. Abschn. 1.2). Am Schnitt-
punkt von Angebots- und Nachfragefunktion kénnen wir mit 10 % den
Preis ablesen, fiir den das Angebot mit der Nachfrage iibereinstimmt. Die-
ser entspricht dem Marktpreis, dem sich ein polypolistischer Anbieter ge-
geniiber sieht. Das Schaubild der Geraden und die Ergebnisse aus a) bis c)

sind in Abbildung 9.5 zu sehen. Wir halten fest:

Der Schnittpunkt S(pas|xys) der Graphen von Nachfrage- und Angebots-
funktion heifit Marktgleichgewicht. Dabei stellt py; den Gleichgewichts-
preis und zjs die Gleichgewichtsmenge dar.

Anschlielend geben wir die Umkehraufgabe 9.10 vor. Die Schiiler kénnen
mit dieser die Begriffe und ckonomischen Zusammenhiéinge im Umfeld des
Marktgleichgewichts reflektieren und durch Riickwértsarbeiten einen heu-
ristischen Losungsansatz verfolgen.
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Aufgabe 9.10
Geben Sie jeweils zwei verschiedene Angebots- und Nachfragefunktionen an,
so dass das Marktgleichgewicht bei ppy = 4 und xpr = 10 liegt.

Da hier verschiedene Schiilerlésungen méglich sind, skizzieren wir beispiel-
haft eine Losung. Der Graph einer Angebotsfunktion besitzt nach dem ,, Ge-
setz des Angebots“ eine positive Steigung. Die Ordinate ist nicht negativ zu
wéhlen, da die Einheit eine Menge ist. Eine Gleichung, die diese Bedingun-
gen beriicksichtigt und fiir die S(4]10) eine Losung ist, lautet:

zA(p) = 2p + 2.

Der Graph einer Nachfragefunktion hat nach dem ,,Gesetz der Nachfrage“
einen negativen Anstieg. Der Ordinatenschnittpunkt, der den Prohibitiv-
preis darstellt, ist positiv. Eine Gleichung, die diese Bedingungen erfiillt
und fiir die S(4/10) eine Losung ist, lautet:

zx(p) = —0,5p+ 12,

Nachdem die Schiiler die Entstehung eines Preises im Polypol kennengelernt
haben, ist es sinnvoll, die Themen Erlés, Kosten und Gewinn aufzugreifen.
Zur Orientierung bietet sich folgende Frage an:

Was édndert sich beim Aufstellen von Erlos-, Kosten- und Ge-
winnfunktion eines polypolistischen Unternehmens im Vergleich
zu einem Monopolisten?

Die zuvor bearbeiteten Aufgaben verdeutlichen, dass ein Polypolist sich kei-
ner dem Monopolisten vergleichbaren fallenden Preis-Absatz-Funktion ge-
geniiber sieht, denn die Fahigkeit den Preis zu setzen ist eingeschréinkt.
Vielmehr fithrt das Marktgleichgewicht auf den Verkaufspreis, aus dem wir
die Preis-Absatz-Funktion eines Polypolisten erhalten. Aufgabe 9.11 ver-
deutlicht dies.

Aufgabe 9.11
Auf einem Polypol ldsst sich das Angebot tiber die Funktion x 4(p) = 1240, 1p
beschreiben. Die Nachfrage folgt der Funktion zxn(p) = 60 — 0, 5p.

a) Bestimmen Sie das Marktgleichgewicht.
b) Geben Sie die Erlosfunktion an.

Das Marktgleichgewicht erhalten wir als Schnittpunkt der Geraden von
Nachfrage- und Angebotsfunktion. Die Gleichung x 4(p) = zn(p) besitzt die
Losung pps = 80. Mit 24(80) = xn(80) = 20 liegt das Marktgleichgewicht
bei S(80]20). Das polypolistische Unternehmen sieht sich dem konstanten
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Marktpreis pys = 80 gegeniiber. Der Erlos berechnet sich als Produkt aus
Preis und Menge. Folglich lautet die Erlosfunktion:

E(z) = 80x.

Wir halten die allgemeine Vorschrift zur Bestimmung einer Erlosfunktion
im Polypol fest:

Sei pps der Marktpreis eines Polypolisten. Dann lédsst sich der Erlos als
Funktion in Abhéngigkeit der Menge darstellen:

E(x) =pp - .

Aus den Zusammenhingen im Monopol aus Abschnitt 9.2.2 kénnen die
Schiiler die Gewinnmaximierung im Polypol in Aufgabe 9.12 untersuchen.

Aufgabe 9.12

Die Firma Pepple verkauft ihre Regenschirme fiir einen konstanten Preis
in Hohe von €4 pro Stick. Es fallen variable Kosten in Hdohe von €2 pro
Stiick an und die firen Kosten betragen €10. Dabei kénnen hdochstens 12
Regenschirme hergestellt werden. Diese maximale Produktion heifit Kapa-
zitdtsgrenze.

a) Stellen Sie die Erlis- und die Kostenfunktion auf.

b) Zeichnen Sie die Erlosfunktion und die Kostenfunktion in ein gemein-
sames Koordinatensystem.

c) Geben Sie anhand des Schaubilds die untere Gewinnschwelle und den
maximalen Gewinn an.

d) Bestitigen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe c) rechnerisch.

Der Erlos berechnet sich als Produkt von Preis und abgesetzter Menge. Da
der Preis konstant ist, ergibt sich die Erlosfunktion zu:

E(x) = 4x.
Fiir die Kosten als Summe der variablen und fixen Kosten gilt:
K(x) =2z + 10.

Mithilfe des Schaubilds der beiden Funktionen (vgl. Abb. 9.6) kénnen wir
Teil ¢) der Frage beantworten. Die Graphen von Erlés und Kosten schneiden
sich bei g = 5. Da fiir x < 5 der Erlos geringer und fiir x > 5 der Erlos
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Abbildung 9.6: Schaubilder von Erlés- und Kostenfunktion

groBer als die Kosten ist, befindet sich bei ¢y = 5 die untere Gewinnschwelle.
Dies ldsst sich auch rechnerisch bestétigen. Die Gewinnfunktion lautet:

G(z) =4z — (2z + 10) = 2z — 10.

Die Gleichung G(x) = 0 besitzt die Losung xp = 5. Die Gewinnfunktion
nimmt ihren grofiten Wert am Rand fiir ¢ = 12 an mit G(12) = 14. Den
groBten Gewinn in Hohe von 14 GE erzielt das Unternehmen beim Absatz
von 12 ME. Abbildung 9.6 verdeutlicht, dass an der Kapazititsgrenze die
Differenz von F und K am gréfiten ist. Wir halten fest:

Bei linearem Kostenverlauf produziert ein polypolistischer Anbieter zur Ge-
winnmaximierung an der Kapazitéitsgrenze, sofern im Kapazitédtsbereich die
untere Gewinnschwelle iiberschritten wird.

Abschlielend bietet es sich mit den Schiilern an, die Gewinnmaximierung bei
linearer Kostenfunktion im Polypol mit der aus dem Monopol zu vergleichen.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt , Preisbildung im Polypol“ ergeben sich fiir die Schiiler
folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... ermitteln auf einem polypolistischen Markt das Marktgleichgewicht
als Schnittpunkt von Angebots- und Nachfragefunktion.

— ... identifizieren die Preis-Absatz-Funktion eines Polypolisten aus dem
Marktgleichgewichtspreis.

— ... bestimmen anschaulich und rechnerisch die untere Gewinnschwelle
und das Gewinnmaximum eines Polypolisten.
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9.2.4 Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung

In diesem Abschnitt stellen wir eine Vielzahl von Aufgaben zur Wiederho-
lung vor, die einerseits die Inhalte aus der Unterrichtseinheit ,, Von Méarkten
und Unternehmen® wiederholen. Andererseits beziehen wir auch Aufgaben
mit ein, die zur Reflexion der bisher aufgefiihrten 6konomischen Funktionen
fithren®. Mit Aufgabe 9.13 konnen die Schiiler den Funktionsterm einer
linearen Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten untersuchen.

Aufgabe 9.13

Geben Sie an, welche der folgenden Funktionen eine Preis-Absatz-Funktion
eines Monopolisten darstellt. Begriinden Sie anschlieffend, welche linearen
Funktionen allgemein dafiir in Frage kommen.

a) p(x) = —0,5z + 10 b) p(x) =1,52+ 30
¢) p(x) =20 — 4z d) p(x) =—-2-(5—x)+20
e) p(r) =—0,2x — 10 f) p(x)=5-(z+6)—8x

Die Schiiler sollen mit der Aufgabe zu der Erkenntnis gelangen, dass sich
alle linearen Funktionen mit negativer Steigung und positivem Ordinaten-
abschnitt als Preis-Absatz-Funktionen eignen. So stellen die Funktionen aus
b), d) und e) keine Preis-Absatz-Funktion dar. Erlosfunktionen zeigen je
nach zugrundeliegender Marktform ebenfalls einen charakteristischen Ver-
lauf. Daher bietet es sich an, deren Funktionsterm in Aufgabe 9.14 zu re-
flektieren.

Aufgabe 9.14
Begriinden Sie, welche der folgenden Funktionen eine Erldsfunktion darstel-
len. Geben Sie die jeweils zugrunde liegende Marktform an.

a) E(z) = —0,52% + 12z b) E(x) =5z

¢) E(z) = —0,522 4+ 10z + 20 d) E(z) = (z+4)?>—16

Die Erlosfunktion aus a) besitzt die Form E(x) = x - (—0,5x + 12). Dabei
stellt p(x) = —0, 5z +12 eine Preis-Absatz-Funktion eines Monopolisten dar.
Der Funktionsterm in Aufgabe b) kann zur Erlosfunktion eines Polypolisten
gehoren. Der Marktpreis liegt bei py; = 5. In Aufgabe ¢) gilt E(0) # 0,
daher ist dies keine geeignete Erlosfunktion. Fiir die Funktion in Aufgabe
d) ist zwar E(0) = 0, aber es handelt sich um keinen Funktionsterm einer
Erlosfunktion. Nach einigen Umformungen ergibt sich E(z) = z - (z + 8),

“8Die Aufgaben kénnen auch an passender Stelle in den Abschnitten ,,Preisbildung im
Monopol“ sowie ,,Preisbildung im Polypol* angeboten werden.
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der Term in der Klammer kann keine Preis-Absatz-Funktion aufgrund des
positiven Anstiegs darstellen.

Auch Kostenfunktionen weisen typische Verldaufe auf. Neben einem gleichma-
Bigen Kostenanstieg mit zunehmender produzierter Menge sind auch nicht
lineare Kostenverldufe moglich. Die Art des Anstiegs kann mit Aufgabe 9.15
untersucht werden. Zur Verringerung des Rechenaufwands empfehlen wir
einen Taschenrechner.

Aufgabe 9.15
Von drei Unternehmen sind die Kostenfunktionen bekannt. Die Kapazitits-
grenze liegt fiir alle drei bei 20 ME. Es gilt:

— Die Produktionskosten von Unternehmen A betragen pro Stick 2 GE.
Wird nichts produziert, fallen Kosten in Hohe von 10 GE an.

— Die Produktionskosten von Unternehmen B lassen sich niherungsweise
mit der Funktion K (z) = 0,122 + 2x + 5 beschreiben.

— Die Produktionskosten von Unternehmen C werden ndherungsweise
mit der Funktion K (z) = —0,252% + 20z + 10 modelliert.

a) Skizzieren Sie die Graphen der Kostenfunktionen jeweils in ein sepa-
rates Schaubild.

b) Uberlegen Sie, welche Ursachen die unterschiedlichen Verliufe haben
konnen. Ordnen Sie dabei die Begriffe proportionale, unterpropor-
tionale und tiberproportionale Kosten zu.

c) Was haben die Graphen der drei Kostenfunktionen gemeinsam?

Abbildung 9.7 verdeutlicht die verschiedenen Kostenverldufe. Gemein ist
allen drei Kostenarten, dass der Ordinatenabschnitt nicht negativ ist und
mit zunehmender produzierter Menge die Kosten ansteigen.
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Abbildung 9.7: Graphische Darstellung von (a) proportionalen, (b) iiberproportionalen
und (c) unterproportionalen Kosten
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Die Kostenfunktion von Unternehmen A lautet K(z) = 2x + 10. Es han-
delt sich um proportionale Kosten, da sich die variablen Kosten propor-
tional zur produzierten Menge erhéhen. Unternehmen B sieht sich einem
iiberproportionalen Kostenanstieg gegeniiber. Dieser kann etwa durch
Uberstunden oder hoherem Materialverschlei entstehen. Der Anstieg der
variablen Kosten fiir die néichste zu produzierende Einheit fillt dabei hoher
aus. Unternehmen C operiert mit einem unterproportionalen Kostenan-
stieg. Dieser basiert auf der Tatsache, dass die variablen Kosten in [0, 20]
langsamer als proportional ansteigen, d. h. der Anstieg fiir die néchste zu
produzierende Einheit ist geringer als zuvor. Dazu konnen etwa Lerneffekte
bei Mitarbeitern oder auch Mengenrabatte beim Einkauf beitragen. Nach-
dem sich die Schiiler mit den drei moglichen Verldufen der Graphen von
Kostenfunktionen auseinandergesetzt haben, kénnen sie in Aufgabe 9.16 un-
tersuchen, welche Funktionen als Kostenfunktionen in Frage kommen. Dabei
gilt der Grundsatz, dass mit zunehmender produzierter Menge auch die Kos-
ten ansteigen.

Aufgabe 9.16
Begriinden Sie, welche der folgenden Funktionen eine Kostenfunktion dar-
stellt.

a) K(z)=1000+ 0,01z b) K(x)=0,522+2z+ 10
¢) K(zr)=2-(x—5)+8 d) K(x)=ax+b

Die Schiiler sollen erkennen, dass bei linearen Kostenfunktionen sowohl die
Steigung als auch der Schnitt mit der Ordinate nicht negativ sind. Dies ist
in Aufgabe a), jedoch nicht in Aufgabe c) der Fall. Die quadratische Funk-
tion in Aufgabe b) lisst sich zur Beschreibung von Kosten heranziehen: Die
nach oben gedffnete Parabel besitzt den Scheitelpunkt S(—1|9,5), so dass
fiir jede weitere Einheit > 0 die Kosten steigen. In Aufgabe d) sind die
Parameter a und b positiv zu wihlen. Nach dem Vergleich verschiedener
Kostenverldufe ist die Entwicklung des Gewinns zu untersuchen. Wahrend
ein polypolistischer Anbieter mit linearer Kostenfunktion zur Gewinnma-
ximierung an der Kapazitdtsgrenze operiert, &ndert sich sein Verhalten bei
einer quadratischen Kostenfunktion. Zur Verdeutlichung dient Aufgabe 9.17.

Aufgabe 9.17

Ein polypolistisches Unternehmen verkaufe sein Gut am Markt zu einem
Preis von pyy = 16. Die Kosten K fiir die Produktion von x Mengeneinheiten
lassen sich mit der Funktion K(x) = 2% + 2z + 24 angeben.

a) Ermitteln Sie die untere Gewinnschwelle und den mazimalen Gewinn.

b) Welchen Betrag diirfen die Fizkosten nicht iibersteigen, damit das Un-
ternehmen keinen Verlust erzielt?
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Fiir die Gewinnfunktion gilt:
G(z) = BE(z) — K(2) = 162 — (2* + 22z 4 24) = —2? + 14z — 24.

Zur Ermittlung der unteren Gewinnschwelle ist die Gleichung G(z) = 0
zu losen. Wir erhalten die beiden Losungen 1 = 2 und x9 = 12. Die un-
tere Gewinnschwelle liegt bei x1 = 2. Der gréfite Gewinn wird aus Sym-
metriegriinden fiir xg = 7 angenommen und betrigt G(7) = 25. Fiir die
Teilaufgabe b) kénnen die Koordinaten des Scheitels mit S(7|25) herange-
zogen werden. Bei einer Verschiebung des Graphen von G um mehr als 25
LE in negative Ordinatenrichtung liegt der Scheitel von G unterhalb der
Abszisse. Der grofite Gewinn wire in diesem Fall negativ. Folglich diirfen
die Fixkosten von urspriinglich 24 GE auf maximal 49 GE erhoht werden,
ansonsten erzielt das Unternehmen fiir jede produzierte Menge Verlust*”.
Die néchsten Aufgaben wiederholen die Thematik der Gewinnmaximierung
auf den beiden Marktformen Monopol und Polypol.

Aufgabe 9.18

Ein monopolistisches Unternehmen verkaufe sein Gut mit der Preis-Absatz-
Funktion p(x) = —3x + 150. Die anfallenden Kosten bei der Produktion
lassen sich mit K(x) = 30z + 900 beschreiben.

a) Zeigen Sie, dass beim Absatz von 10 ME und 30 ME das Unterneh-
men keinen Gewinn erzielt.

b) Berechnen Sie die gewinnmazimale Menge und den zugehdrigen mazi-
malen Gewinn.

c) Wie lauten die Koordinaten des Cournotschen Punktes?

Zunichst ist die Gewinnfunktion zu bestimmen, die wir aus der Differenz
von Erlos- und Kostenfunktion erhalten:

G(z) = (=3z + 150) - = — (302 + 900) = —322 4 120z — 900.

Es gilt G(10) = 0 und G(30) = 0. Aufgrund der Symmetrie des Graphen
der quadratischen Gewinnfunktion ergibt sich die gewinnmaximale Menge
zu 2 = 230 = 20 mit G(20) = 300. Beim Absatz von 20 ME erzielt das
Unternehmen den gréfiten Gewinn in Hohe von 300 GE. Zur Berechnung
des Cournotschen Punktes ist der gewinnmaximale Preis mit p(20) = 90 zu
bestimmen, so dass C'(20/90) der gesuchte Punkt ist.

““Die Gleichung G(z) = 0 fiihrt auf die selbe Aussage: Aus einer quadratischen

Losungsformel folgt:
1,2 = -7+ vV 49 — 24.

Fir Ky > 49 wére die Diskriminante negativ und die Gleichung besitzt keine Losung.
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In den vorherigen Aufgaben untersuchten die Schiiler der Frage nach dem
maximalen Gewinn. Eine alleinige Orientierung am maximalen Gewinn ist
jedoch problematisch, da dieses Vorgehen den Schiilern eine eingeschréinkte
Sichtweise aufzwingt. Vielmehr existieren weitere unternehmerische Ziele so-
wie soziale oder Skologische Faktoren, die in die Uberlegungen einfliefien
sollen. Dazu dient Aufgabe 9.19.

Aufgabe 9.19

Beim Absatz seines Gutes sehe sich ein monopolistischer Anbieter der Preis-
Absatz-Funktion p(x) = —z + 16 gegeniiber. Die anfallenden Kosten bei der
Produktion lassen sich mit K(x) = 4x + 27 beschreiben. Durch Einsparun-
gen im Gehalt sowie dem FEinkauf eines giinstigeren Rohstoffs sinken die
variablen Kosten um 2 % und die firen Kosten um 8 GE. Bestimmen Sie
die Gewinnzone und den mazimalen Gewinn vor und nach der Kostensen-
kung. Diskutieren Sie mit einem Partner, ob die geringeren Kosten sozial

und okologisch zu rechtfertigen sind.

Die Differenz von Erlos- und Kostenfunktion fithrt auf die Gewinnfunktion.
Vor den Einsparungen lautet diese:

G(x) = (—x +16) - — (4z +27) = G(z) = —a? + 122 — 27.

Die Koordinaten des Scheitels von G liegen bei S(6]9). Das Unternehmen er-
zielt fiir 6 ME den maximalen Gewinn in Hohe von 9 GE. Nach Verringerung
der variablen und fixen Kosten &ndert sich die Gewinnfunktion zu:

G(z) = —2? + 14z — 24.

Der maximale Gewinn steigt auf 25 GE beim Absatz von 7 ME und ver-
dreifacht sich mit den niedrigeren Kosten beinahe. Zur Unterstiitzung der
Diskussion kann der Lehrer folgende Fragen vorgeben:

Der teurere Rohstoff stammt aus einem biologischen oder regio-
nalen Anbau, der giinstigere wird importiert. Ist der Wechsel ge-
rechtfertigt? Welche Auswirkungen haben Gehaltseinsparungen
auf die Mitarbeiter?

Mit diesem Denkanstofl sollen die Schiiler reflektieren, dass neben der ma-
thematischen Losung bei Preisfindungsprozessen auch ¢kologische und so-
ziale Aspekte zu beriicksichtigen sind. Zusétzlich moéchten wir heuristische
Losungsstrategien wie etwa das Riickwértsrechnen unterstiitzen. Dies kann
mit Aufgabe 9.20 erfolgen.

Aufgabe 9.20
Seien x1 = 4 und xo = 10 die Nullstellen einer quadratischen Gewinnfunk-
tion. Geben Sie zwei verschiedene Funktionsterme fir G(z) an.
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Die Schiiler konnen sich zur Losung der Aufgabe an vorherigen Losungswegen
orientieren oder durch Probieren auf eine Gewinnfunktion mit den gesuchten
Nullstellen gelangen. Eine moégliche Losung lautet:

G(z) = —2? + 14z — 40.

Diese Aufgabenstellung stirkt die dritte Grunderfahrung von Winter (G3).
Im Zuge eines vorstellungsorientierten Analysisunterrichts riickt die Inter-
pretation von Schaubildern in den Mittelpunkt. Dies wollen wir mit Aufgabe
9.21 aufgreifen.

Aufgabe 9.21
Abbildung 9.8 zeigt die Graphen einer Erlosfunktion E und einer Kosten-
funktion K. Ermitteln Sie, so gut es die Darstellung erlaubt,

a) die Menge fir die der Gewinn am gréfiten ist.
b) die Mengen, fiir die der Erlos 200 GE betrdigt.
c¢) die Gewinnzone.

d) die Koordinaten des Cournotschen Punktes.

a00 LEK |

E(x)

;T 1 M | -l
300 | | |
250 |
200 | |
150 | K|
100 |

50

0 2 4 6 8 10 12
Abbildung 9.8: Graphen von Erlés- und Kostenfunktion

Die gewinnmaximale Menge befindet sich an der Stelle, an der die Differenz
zwischen der Erlosfunktion und der Kostenfunktion am grofiten ist. Dies
trifft auf xg =~ 5 zu. Der Erlos betridgt 200 GE, wenn der Graph von E eine
zur Abszisse parallele Gerade mit y = 200 schneidet. Fiir 1 = 2 und zo = 10
nimmt der Erl6s diesen Betrag an. Der Gewinn ist positiv, sobald die untere
Gewinnschwelle erreicht und die obere Gewinngrenze nicht iiberschritten
wird. Dies ist der Fall, wenn der Graph der Erlosfunktion iiber dem Graphen
der Kostenfunktion liegt. Die beiden Schnittpunkte von £ und K liegen bei
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r3 ~ 1 und x4 ~ 9, dazwischen befindet sich die Gewinnzone. Zur Losung
von Aufgabe d) sind mehrere Schritte notwendig. Wir greifen die Losung
von Aufgabe a) auf, dass der maximale Gewinn bei zg ~ 5 angenommen
wird. Aus der Gleichung der Erlosfunktion erhalten wir:

E(x)

E(z) =z - p(x) & p(r) =

Mit xg ~ 5 gilt p(5) ~ 35@ = 70. Der Cournotsche Punkte besitzt somit die
ungefihren Koordinaten C(5/70).

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,, Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung“ ergeben
sich fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... nutzen mathematische Zusammenhénge zur Beschreibung 6konomi-
scher Funktionen.

— ... ordnen die Begriffe proportionale, unter- und {iberproportionale
Kosten unterschiedlichen Anstiegen von Kostenfunktionen zu.

... bestimmen den maximalen Gewinn im Monopol und Polypol.

. interpretieren mathematische und 6konomische Zusammenhinge
anhand von Graphen 6konomischer Funktionen.

9.3 Die Ergidnzungsmodule
9.3.1 Modellierungskreislauf

Die Unterrichtseinheit zur Preisfindung im Monopol aus Abschnitt 9.2.2 eig-
net sich, um den Schiilern wesentliche Schritte des Modellierungskreislaufs
nach BLUM und LEISS (2005) zu verdeutlichen. Zukiinftige Modellierungen
konnen sich an diesem Schema orientieren. Ein moglicher Einstieg lautet:

Modellbildungen spielen in der Mathematik eine grofie Rolle. Be-
schreiben Sie die einzelnen Schritte des Modellierungskreislaufs
(a) bis (e) aus Abbildung 9.9 anhand eines Preisbildungsprozes-
ses.

Wir skizzieren die Vorgehensweise:

(a) Verstehen der realen Situation: Zu Beginn steht die Frage nach
dem optimalen Preis z. B. fiir Kuchen wéihrend eines Pausenverkaufs.
Damit der Verkauf sich lohnt, sollten die Einnahmen mindestens die
Kosten decken.
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Abbildung 9.9: Modellierungskreislauf zum Kuchenverkauf nach BLUM und LEISS 2005

(b)

(c)

(d)

Vereinfachung und Strukturierung der Situation: Fiir einen ers-
ten Uberblick eignet sich eine stichprobenartige Umfrage zur Preisbe-
reitschaft bei Mitschiilern. Alternativ kénnen mehrere Verkiufe mit
unterschiedlichen Preisen stattfinden, jedoch kostet dies mehr Zeit.
Neben dem Erlos fallen Kosten an. Zusétzlich zu den Einkaufskosten
sollen die Verkédufer ein Gehalt beziehen, was den Bezug zur Realitét
erhoht. Weitere Kosten eines Unternehmens (z. B. Miete, Strom etc.)
fallen bei einem Pausenverkauf nicht an.

Ubersetzung ins mathematische Modell: Aus den erhobenen Da-
ten kann mittels linearer Regression das Modell einer Nachfragefunk-
tion erstellt werden. Die Ausgaben fiir Einkauf und Lohn fithren auf
eine Kostenfunktion.

Bearbeitung im mathematischen Modell: Die Umkehrfunktion
der Nachfragefunktion fithrt auf die Preis-Absatz-Funktion. Mittels
Erlos- und Kostenfunktion ldsst sich die Gewinnfunktion bestimmen,
die die Schiiler auf den maximalen Gewinn untersuchen kénnen. Aus
der Preis-Absatz-Funktion ist der gewinnmaximale Preis zu berechnen.

Riickinterpretation der Ergebnisse: Es erfolgt die Riickfithrung
der gewonnenen FErgebnisse ins Realmodell. Neben der mathemati-
schen Losung sind soziale und 6kologische Fragestellungen zu diskutie-
ren. Darunter fallen etwa Gehaltserhchungen der Verkaufer, niedrige
Preise fiir die Kédufer oder der Kauf beim Discounter bzw. Bauern.
Okologische Aspekte beziehen die Produktauswahl (Bio, regional) mit
ein.
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(f) Uberpriifung der Ergebnisse: Die Schiiler kénnen den erlésmaxi-
malen Preis aus dem mathematischen Modell mit den realen Daten
der Umfrage vergleichen. Liegt ein zu groflier Unterschied vor, stellt
sich z. B. die Frage, ob das gewihlte Modell eines linearen Zusam-
menhangs zwischen den Gréfien Preis und Absatz sinnvoll gew#hlt ist.
Ein Blick auf die Punktwolke der Zuordnung ., Preis — Absatz* lie-
fert mogliche Ansétze zur Verbesserung. Daraufthin kann der Modellie-
rungskreislauf wiederholt durchlaufen werden. Auch die Modellierung
der Kostenfunktion ist kritisch zu hinterfragen: Zwar sind die varia-
blen Stiickkosten rechnerisch zu bestimmen, die genauen bendtigten
Mengen zum Verkauf sind jedoch nur schwerlich zu besorgen. Es ent-
stehen Reste, die beim néchsten Verkauf verwendet werden konnen.
Auch die Preise beim Einkauf der Zutaten sind nicht immer konstant.

Besitzen die Schiiler wenig Erfahrung mit Modellierungen, ist es u. E. im
Sinne einer didaktischen Reduktion sinnvoll, mit der Vereinfachung von
ZOTTEL und REISS (2010) auf drei Teilschritte zu beginnen. Diese bein-
halten die Frage nach dem optimalen Preis, das Berechnen einzelner Gréfien
mittels linearer Preis-Absatz-Funktion und das mehrperspektivische Reflek-
tieren der Ergebnisse.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Modellierungskreislauf* ergeben sich fiir die Schiiler
folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... erliutern die Phasen des Modellierungskreislaufs nach BLUM und
LEISS (2005).

— ... unterscheiden zwischen realem und mathematischem Modell.

— ... beziehen bei der Riickinterpretation der Ergebnisse Argumente aus
anderen Fachwissenschaften mit ein.

9.3.2 Preisbildung unter monopolistischer Konkurrenz

Die Marktformen Monopol und Polypol stellen zwei theoretische Konstruk-
te dar, die in der Realitdt in ihrer reinen Form selten anzutreffen sind.
Daher betrachten wir als weitere Marktform die monopolistische Kon-
kurrenz als Mischform von Monopol und Polypol. Ein Unternehmen, das
auf einem derartigen Markt operiert, findet sich auf einem polypolistischen
Markt wieder, kann sich jedoch innerhalb eines Preisbereichs wie ein Mono-
polist verhalten. Das Unternehmen besitzt einen monopolistischen Preis-
spielraum, was in der Realitat auf bekannte Marken zutrifft. Um die Markt-
form der monopolistischen Konkurrenz zu untersuchen, bietet sich Aufgabe
9.22 an.
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Aufgabe 9.22
Ein polypolistischer Anbieter mit monopolistischem Preisspielraum sehe sich
folgender Nachfrage gegentiber:

Der Prohibitivpreis betrdgt 50 %

Die Sattigungsmenge liegt bei 150 M E.

Die Preisobergrenze des monopolistischen Bereichs liegt bei 30 %,

dabei setzt das Unternehmen 40 ME ab.

Bei 20 % befindet sich die Preisuntergrenze des monopolistischen
Bereichs, hier werden 50 M E verkauft.

Zwischen den genannten Werten verlduft die Preis-Absatz-Funktion jeweils
linear. Geben Sie die nach Gutenberg bezeichnete doppelt geknickte Preis-
Absatz- Funktion fiir die Zuordnung ,Menge — Preis“ an und skizzieren
Sie deren Verlauf.

Sei p(x) = maz+c die Gleichung eines Abschnitts der Preis-Absatz-Funktion.
Aus den Vorgaben der Aufgabe erhalten wir den folgenden Funktionsterm:

50 —-0,5z, 0 <zxz<40
p(z) =< 70—z, 40 <z < 50
30 —0,2z, 50 <z <150.

Abbildung 9.10 zeigt den Graphen der doppelt geknickten Preis-Absatz-
Funktion. In Analogie zum bisherigen Vorgehen sollen die Schiiler darauf
aufbauend den Verlauf einer Erlosfunktion unter monopolistischer Konkur-
renz untersuchen, wie dies in Aufgabe 9.23 der Fall ist.

P

50

40

30 \‘

20

10 o

|

0 20 40 60 80 100 120 140

Abbildung 9.10: Graph einer doppelt geknickte Preis-Absatz-Funktion nach GUTEN-
BERG (1984)
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Aufgabe 9.23
Fiir die doppelt geknickte Preis-Absatz-Funktion eines polypolistischen An-
bieters mit monopolistischem Preisspielraum gilt:

80 — x, 0 <zxz<10
p(x) =< 120—5z, 10<z <20
40 — z, 20 < x < 40.

a) Bestimmen Sie die Erldsfunktion.

b) Fiir welche Mengen ist der Erlos gleich Null?

c) Geben Sie die Menge an, fir die der Erlés am grofiten ist.
d) Skizzieren Sie den Graphen der Erlosfunktion.

Der Erlos errechnet sich als Produkt aus Preis und abgesetzter Menge:

80z —z2, 0 <x<10
E(z) =< 120z —52%, 10<2 <20
40z — 22, 20 <z < 40.

Es sind alle Losungen der Gleichung E(z) = 0 zu bestimmen. Diese lau-
ten x1 = 0, zo = 80, 3 = 24 und z4 = 40. Davon liegen lediglich x;
und z4 im vorgegebenen Definitionsbereich. Fiir 0 ME und 40 ME ist der
Erlos null. Aufgrund der abschnittsweisen quadratischen Erlosfunktion sind
fiir den groften Erlos die Scheitel der einzelnen Parabeln zu bestimmen.
Fiir den ersten Abschnitt liegt der Scheitel bei S;(40]|1600), der sich jedoch
nicht im Intervall [0;10) befindet. Die Koordinaten des Scheitels der qua-
dratische Funktion im zweiten Abschnitt lauten S2(12[720) und liegen im
Intervall [10;20). Der Scheitelpunkt der quadratischen Funktion im dritten
Abschnitt besitzt die Koordinaten S3(20/400) und befindet sich im Intervall
[20; 40]. Folglich wird beim Absatz von 12 ME der Erlés mit 720 GE am
grofften. Abbildung 9.11 zeigt den Graphen der Erlosfunktion. In Aufgabe
9.24 koénnen die Schiiler die Gewinnermittlung am Beispiel der monopo-
listischen Konkurrenz untersuchen. Wir empfehlen zur Berechnung einen
Taschenrechner.

Aufgabe 9.24
Die Preis-Absatz-Funktion eines polypolistischen Anbieters mit monopolisti-
schem Preisspielraum lautet:

—x + 100, 0 <x<20
p(z) =< —2x+120, 20 <z <40
—0,8z + 72, 40 <z <90.
Die Produktionskosten lassen sich mit der Funktion K(x) = 4x + 704 be-
schreiben. Bestimmen Sie die untere Gewinnschwelle und den grifiten Ge-
winn. Fir welchen Preis wird der Gewinn maximal?
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Abbildung 9.11: Graph einer FErlosfunktion eines Polypolisten mit monopolistischem
Preisspielraum

Zunichst ist die Erlosfunktion wie in der vorherigen Aufgabe zu bestimmen:

—z2 4+ 100z, 0 <x<20
BE(r)=<{ —22%+4+120z, 20 <z <40
—0, 822 + 72z, 40 <z < 90.

Der Gewinn ergibt sich als Differenz aus Erlés und Kosten:

—x2 + 96x — 704, 0 <z<20
G(r) =4 —222+ 1162 — 704, 20 <z <40
—0,822 4 68z — 704, 40 <z < 90.

Die untere Gewinnschwelle erhalten wir aus Gleichung G(z) = 0 fiir 9 = 8.
Fiir den ersten Abschnitt liegt der Scheitel S7(48|1600) auBerhalb des Inter-
valls [0; 20). Der Scheitelpunkt der quadratischen Funktion in [20;40) besitzt
die Koordinaten S2(29|978). Auch der Scheitel der quadratischen Funktion
im dritten Abschnitt mit S3(42,5|741) befindet sich im vorgegebenen Inter-
vall, besitzt jedoch einen kleineren Funktionswert als Sy. Mit p(29) = 62
gilt: Den maximalen Gewinn in Hohe von 978 GE erzielt das Unternehmen
fiir einen Preis von 62 %

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Preisbildung unter monopolistischer Konkurrenz® erge-
ben sich folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... fithren Berechnungen im Umfeld abschnittsweise definierter Funk-
tionen durch.

— ... erstellen und erlédutern den Graphen einer doppelt geknickten Preis-
Absatz-Funktion nach Gutenberg.
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10 Anderung Skonomischer Funktionen I

Im Folgenden stellen wir die Unterrichtseinheit ,, Anderung tkonomischer
Funktionen I“ vor, mit der eine anwendungsorientierte Vertiefung oder Wie-
derholung der Differenzialrechnung im Rahmen 6konomischer Funktionen
moglich ist. Die Einheit richtet sich an Schiiler der Sekundarstufe II. Bei
der Konzeption orientieren wir uns an den Zielen der Leitidee ,,funktionaler
Zusammenhang® aus den Bildungsstandards Mathematik fiir die Allgemeine
Hochschulreife (vgl. KMK 2012, S. 20). Die Leitidee ,funktionaler Zusam-
menhang* findet sich auch in den in Abschnitt 6.4 aufgefiihrten fundamen-
talen Ideen der Analysis wieder, auf die wir uns beziehen. Der Entwurf baut
inhaltlich auf Kapitel 2 auf.

10.1 Inhaltliche und konzeptionelle Zusammenfassung

Die Unterrichtseinheit ,, Anderung 6konomischer Funktionen I¢ greift den
Begriff der Ableitung auf und behandelt dessen Anwendung in der Okonomie.
Die Einheit ist nicht als Einstieg in die Differenzialrechnung gedacht, sondern
als deren Weiterfithrung konzipiert. Den Schiilern sollten zur Bearbeitung
dieses Abschnitts folgende Inhalte bekannt sein:

— Die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Anderung.

— Das Bilden von Ableitungsfunktionen mithilfe grundlegender Ablei-
tungsregeln (Potenz-, Faktor-, Summenregel).

— Das Bestimmen von Extremwerten mittels erster Ableitung.

Die Unterrichtseinheit beinhaltet ein Basismodul mit drei thematisch pas-
senden Ergdnzungsmodulen. Das Basismodul ist in folgende Abschnitte un-
terteilt:

1. Ableitung 6konomischer Funktionen
2. FErlos- und Gewinnmazimierung
3. Betriebsminimum und -optimum

4. Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung.

Das Modul ,,Erlés- und Gewinnmaximierung® ist kursiv gesetzt, da ein-
zelne Inhalte aus der vorherigen Unterrichtseinheit bekannt sind. Die Pro-
blemstellung wird hier aufgegriffen, nur dass jetzt mit der Ableitung ein
weiteres Werkzeug zur Berechnung zur Verfiigung steht. Die einzelnen Ab-
schnitte sind inhaltlich aufeinander abgestimmt und sollten chronologisch
unterrichtet werden. Unterstiitzung erhélt das Basismodul durch die drei
Ergédnzungsmodule:
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Abbildung 10.1: Moglicher zeitlicher Ablauf der Unterrichtseinheit ,Anderung
0konomischer Funktionen I

1. Die Ableitung als lokale Linearisierung
2. Gewinnmazimierung unter monopolistischer Konkurrenz

3. Preis-Elastizitdt der Nachfrage.

Die ,,Gewinnmaximierung unter monopolistischer Konkurrenz* ist in Tei-
len aus dem Ergédnzungsmodul ,,Preisbildung unter monopolistischer Kon-
kurrenz“ aus der ersten Unterrichtseinheit bekannt. Auch hier steht mit
der Differenzialrechnung ein zusétzliches Werkzeug zur Verfiigung. Abbil-
dung 10.1 zeigt einen moglichen zeitlichen Ablauf der Unterrichtseinheit.
Die Ergidnzungsmodule wurden an zeitlich passender Stelle eingefiigt und
besitzen fiir das inhaltliche Verstéindnis unterstiitzenden Charakter.

10.2 Das Basismodul
10.2.1 Ableitung 6konomischer Funktionen
Fin Einstieg in die Unterrichtseinheit kann mit dem folgenden Zeitungsarti-

kel {iber Apple erfolgen. Anhand des Artikels lassen sich mit den Schiilern
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die Begriffe Gewinnsteigerung und Umsatzeinbruch diskutieren. Zentral ist
die Unterscheidung zwischen einer 6konomischen Groéfle und ihrer Anderung.

Die Konkurrenz hat zu gut von Apple gelernt

Fiir Apple ist die Zeit der
einfachen Umsatzrekorde vorbei.
Trotz
Konzerns muss er Einbuflen im

Gewinnsteigerung des

Smartphonegeschéift hinnehmen.
Die Android-Konkurrenz ist zu
stark geworden.

Apple spiirt erstmals deutlich den
Druck der Konkurrenz auf dem Smartpho-
nemarkt: Der kalifornische Elektronikher-
steller iibertraf mit seinen jiingsten Quar-
talszahlen immerhin die eigene Prognose,
verfehlte jedoch die Erwartungen der Ana-

lysten. Zwar steigerte der Konzern Umsatz

Doch der Erfolg basiert vor allem
auf den Rekord-Absatzzahlen von Apples
Tablet-Computern iPad 2 und 3. Beide
Versionen zusammen gingen im April,
Mai und Juni insgesamt 17 Millionen
mal {iiber die Ladentheke — gegeniiber
dem Vorjahresquartal eine Steigerung von
iiber 80 Prozent.

Doch bei Apples wichtigstem Umsatz-
bringer, dem iPhone, muss der Konzern im
Vergleich zum Vorquartal erstmals einen
deutlichen Umsatzeinbruch von 26 Pro-
zent diagnostizieren, 26 Millionen Stiick

fanden ihren Kunden.

und Gewinn um jeweils mehr als 20 Pro-
zent auf 35 Milliarden und 8,8 Milliarden
Dollar.
DIE WELT kompakt vom 2.11.11

In der Mathematik ldsst sich die lokale Anderung mittels Ableitung be-
schreiben, z. B. der zuriickgelegte Weg in Abhéngigkeit der Zeit und die
Geschwindigkeit. Die Aufgabe 10.1 behandelt die Bedeutung der ersten Ab-
leitung einer 6konomischen Funktion.

Aufgabe 10.1
Gegeben sei folgende Erlosfunktion E:

E(z) = —2* + 30z.

a) Bestimmen Sie die Erlésinderung, wenn der Absatz von 10 auf 11
(von 20 auf 21) ME erhéht wird.

b) Vergleichen Sie den unter Aufgabe a) berechneten Wert mit der Ablei-
tung von E fir x =10 (x = 20). Wie lisst sich die erste Ableitung in
diesem Fall interpretieren?

Mit E(10) = 200 und E(11) = 209 &ndert sich der Erlds bei einer Steige-
rung des Absatzes von 10 ME auf 11 ME um 9 GE. Fiir eine Erhthung
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von 20 ME um eine Einheit geht der Erlés um 11 GE von 200 GE auf 189
GE zuriick. Die Ableitung liefert die Werte E’(10) = 10 und E’(20) = —10.
Doch was bedeuten diese Ergebnisse? Eine momentane Erlésénderung er-
scheint im 6konomischen Kontext nicht sinnvoll. Ein Vergleich der absoluten
Erloséinderung zum Wert der Ableitung legt die Vermutung nahe, dass sich
die Ableitung als Nidherung zur Funktionswertdnderung interpretieren lasst,
wenn der Absatz um eine Einheit steigt. Diese Eigenschaft ist zentral im
Umfeld ckonomischer Funktionen und wird daher festgehalten:

Der Wert der ersten Ableitung einer 6konomischen Funktion an einer be-
liebigen Stelle gibt naherungsweise an, um wie viel sich der Funktionswert
(Erlss, Kosten, Gewinn etc.) dndert, wenn die unabhéngige Variable (Men-
ge, Preis etc.) um eine Einheit erhoht wird.

Anschaulich néhert die Tangentensteigung die Sekantensteigung einer Funk-
tion im Intervall [a, a4 1] an. Um die Schiiler auf die Eigenschaft der lokalen
linearen Approximation einer Funktion durch die Tangente zu fithren, bie-
tet sich Aufgabe 10.2 an. Zur Bearbeitung der Aufgabe ist die Kenntnis der
allgemeinen Tangentengleichung an eine Funktion f im Punkt P(a|f(a))
hilfreich. Fiir diese gilt:

t(z) = f(a) + f'(a) - (z — a).

Zur Herleitung der allgemeinen Tangentengleichung verweisen wir auf das
Ergianzungsmodul ,,Die Ableitung als lokale Linearisierung*.

Aufgabe 10.2
Gegeben sei die Erlésfunktion E(x) = 10z — 22,

a) Stellen Sie die Gleichung der Tangente an E an der Stelle a = 4 auf.

b) Berechnen Sie die Erlosinderung bei einer Produktionssteigerung von
4 ME auf 5§ ME genau und néiherungsweise tiber die Tangente.

b) Bestimmen Sie die Gleichung einer linearen Funktion, die die Erlés-
dnderung bei einer Produktionssteigerung von 4 M E auf 5§ ME genau
abbildet.

Aus E'(4) = 2 folgt fiir die Tangente ¢:
t(x)=FEM@4)+E4) (x—4)=24+2(z—4) =2z + 16.

Mit E(4) = 24 und E(5) = 25 gilt: Fiir eine Ausweitung der Produktion
von 4 ME auf 5 ME steigt der Erlos um 1 GE. Aus t(4) = 24 und ¢(5) = 26
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erhalten wir die Ndherung dieser Anderung zu 2 GE. Eine lineare Funktion
g mit g(4) = 24 und g(5) = 25, die die Erloséinderung genau abbildet, lautet:

glx)=24+1-(x —4) =2 —20.

Damit stellt sich die Frage, warum die Tangente unter allen Geraden durch
den Punkt P(4|E(4)) den Vorzug zur Niherung erhilt. Die Schiiler kénnen
dies mit Aufgabe 10.3 untersuchen.

Aufgabe 10.3

Gegeben sei die Erlosfunktion E(z) = 10z — 2%. An der Stelle a = 4
soll E lokal durch eine lineare Funktion approzimiert werden. Neben ei-
ner beliebigen Gerade g kann dies durch die Tangente t erfolgen. Dabei gilt
E(4) = g(4) = t(4). Doch welche Gerade néhert E lokal am besten an? Be-
trachten Sie dazu in Abbildung 10.2 die Abweichungen von der Geraden g
bzw. Tangenten t zum Graphen von E an einer beliebigen Stelle x # a.
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Abbildung 10.2: Lokale lineare Ndherung einer Erlosfunktion

a) Bestimmen Sie fiir eine beliebige Gerade g mit der Steigung m # E'(4)
den absoluten Fehler an einer Stelle x mit r(x) = g(x) — E(x). Zeigen
Sie: Fiir x — 4 strebt r — 0.

b) Bestimmen Sie fiir die Tangente mit der Steigung E'(4) den absoluten
Fehler an einer Stelle x mit r(z) = t(z) — E(z). Zeigen Sie, dass auch
in diesem Fall gilt: Fir x — 4 strebt r — 0.

c¢) Betrachten Sie fiir die beliebige Gerade aus a) und die Tangente aus b)

zusdtzlich den relativen Fehler (;(

xi) fiir v — 4. Bestimmen Sie diesen.

d) Beurteilen Sie anhand des absoluten und relativen Fehlers von Tan-
gente t und beliebiger Gerade g, welche von beiden eine bessere lokale
Approximation der Erlosfunktion darstellt.
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Fiir eine beliebige Gerade g gilt fiir den Fehler®® r in Abhingigkeit von .

) — E(z)

(x—4)+ E(4) — (10 :E—SCQ)
(x —4) + 2% — 10z + 24

(x —4) + (z — 4)(z - 6).

Fiir die Tangente ¢ lautet der Fehler 7:

r(z) = t(x) — E(x)
=E'4) (v —4)+ E4) — (10 -z — 2?)
=% —8x+ 16
= (z —4)%

r(z) = g(x

m -
=m:-
m -

Aus der faktorisierten Darstellung wird deutlich, dass sowohl fiir die Tan-
gente als auch fiir eine beliebige Gerade an der Stelle a = 4 fiir den absoluten
Fehler gilt:

lim r(z) = 0.

z—4

( )

Der relative Fehler = strebt aber nur fiir die Tangente gegen Null. Dieser
ist ein Ausdruck fur die lokale Schmiegeigenschaft der Tangente und stellt
einen weiteren Zugang zum Ableitungsbegriff dar. Diesen Zusammenhang
halten wir fest:

Eine Funktion f heifit in a differenzierbar, wenn es eine Gerade ¢ durch den
Punkt P (a|f(a)) gibt, so dass der Approximationsfehler r(z) = t(x) — f(x)
der Bedingung

lim &)

z—a (r — a) o

geniigt. Die Steigung von t heifit Ableitung von f an der Stelle a.

Diese Schmiegeigenschaft der Tangente ist verantwortlich, dass die Ndherung
der Funktionswertdnderung anhand der Ableitung erfolgt. Allgemein gilt fiir
den absoluten Fehler zwischen der Tangente ¢ und einer Funktion f:

r(x) = t(zx) — f(z)
= fla)+ f'(a) - (z — a) = f(2).

59Die Aufgabe ist auch mit der so genannten h-Methode losbar. Statt einer Stelle x wird
eine Stelle 4 + h betrachtet und spéter der Grenziibergang fiir h — 0 vollzogen.
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Die ndherungsweise Funktionswertédnderung im Umfeld 6konomischer Funk-
tionen bezieht sich auf eine Erhohung der unabhingigen Variablen um eine
FEinheit. Wir setzten £ = a + 1 und erhalten fiir den absoluten Fehler:

rla+1) = f(a) + f'(a) = fla+1) & fla+1) — f(a) = f'(a) —r(a+1).

Die Differenz der Funktionswerte im Intervall [a,a + 1] stimmt mit der Ab-
leitung an der Stelle a bis auf den Rest r(a 4+ 1) iiberein. Zur Niherung
einer Funktionswertédnderung wird dieser in der Wirtschaftsmathematik ver-
nachléssigt. Es gilt:
fla+1) = f(a) = f'(a).

Die Ableitung wird im Umfeld 6konomischer Funktionen als Grenzfunkti-
on bezeichnet. Daraus ergeben sich weitere Begriffe, die den Schiilern anzu-
geben sind. Die fiir diese Arbeit wichtigen sind:

Die erste Ableitung einer Erlosfunktion heifit Grenzerlosfunktion, die einer
Kostenfunktion Grenzkostenfunktion und die einer Gewinnfunktion Grenz-
gewinnfunktion.

Zur Vertiefung dieser Bezeichnungen dient Aufgabe 10.4. Fiir das Zeichnen
des Graphen empfehlen wir die Verwendung eines Taschenrechners.

Aufgabe 10.4
Ein Unternehmen modelliere die anfallenden Kosten fiir Produktion und
Verkauf seines Produktes mit der Funktion K(x) = 23 — 622 + 14z + 5.

a) Zeichnen Sie den Graphen der Kostenfunktion K fir 0 <z <5.

b) Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von K. Woraus kann dieser
resultieren?

c) FEine Kostenfunktion dieser Form heifit ertragsgesetzliche Kosten-
funktion. Begriinden Sie anhand der Funktion der Grenzkosten, dass
K (z) als Kostenfunktion geeignet ist.

d) Bestimmen Sie die Grenzkosten fir a = 1. Interpretieren Sie das Er-
gebnis.

Abbildung 10.3 zeigt den Graphen der Kostenfunktion. Er stellt eine Kom-
bination aus einem unterproportionalen und iiberproportionalen Kostenan-
stieg dar. Eine mogliche Begriindung fiir diesen Kostenverlauf lautet: Un-
terstiitzen sich Arbeitskrifte bei niedrigen Produktionsmengen gegenseitig,
fallt der Kostenanstieg fiir die néchste Einheit geringer aus. Bei der Pro-
duktion vieler Einheiten ist der Verschleifl grofler und Arbeiter machen
Uberstunden. Dadurch steigen die Kosten mit der niichsten zu produzie-
renden Einheit schneller an.
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Abbildung 10.3: Graph einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion

Um zu zeigen, dass K eine Kostenfunktion darstellt, sind die Grenzkosten
mit K'(x) = 322 — 122 + 14 zu betrachten. Der Graph der Grenzkosten-
funktion ist eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitel S(2[2). Es
ist K'(z) > 0 fiir jedes beliebige 2 und folglich nehmen die Kosten mit stei-
gender produzierter Menge zu. Weiterhin gilt K’(1) = 5: Erhoht sich die
Produktion von 1 ME auf 2 ME, dann steigen die Kosten um ca. 5 GE. Der
genaue Anstieg betrigt 3 GE.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,, Ableitung 6konomischer Funktionen“ ergeben sich fiir
die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... deuten die Ableitung als lokale Linearisierung.

— ... begriinden, dass die Tangente eine Funktion lokal am besten appro-
ximiert.

— ... kennen den Begriff der Grenzfunktion und koénnen einzelne Werte
von Grenzfunktionen berechnen als auch interpretieren.

10.2.2 Erlos- und Gewinnmaximierung

In der Unterrichtseinheit ,, Von Mérkten und Unternehmen* erfolgte die Be-
stimmung des maximalen Gewinns ohne die Differenzialrechnung. Die Hin-
zunahme des Ableitungsbegriffs erlaubt eine vertiefte Auseinandersetzung
mit diesem Thema. Zur Losung der Aufgaben in diesem Abschnitt ist die
Verwendung eines Taschenrechners nicht notwendig. Zunéchst greifen wir in
Aufgabe 10.5 die Gewinnmaxmierung eines Monopolisten auf.
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Aufgabe 10.5

Ein monopolistisches Unternehmen setzte sein Produkt mit der Preis-Absatz-
Funktion p(x) = 20 — z ab. Die dabei entstehenden Kosten lassen sich mit
der Kostenfunktion K(x) = 4x + 15 beschreiben.

a) Zeigen Sie, dass fir die Gleichung der Gewinnfunktion gilt:
G(x) = —2* + 162 — 15.

b) Berechnen Sie die untere Gewinnschwelle.

¢) Fiir welche Stiickzahl wird der Gewinn mazimal? Wie hoch ist dieser?
Losen Sie diese Aufgabe mit und ohne Differenzialrechnung.

d) Bestimmen Sie die Koordinaten des Cournotschen Punktes.

e) Zeigen Sie allgemein: Sei xg die gewinnmaximale Menge. Im Mazi-
mum der Gewinnfunktion des Monopolisten gilt: E'(zg) = K'(zg).

Die Gewinnfunktion resultiert aus der Differenz von Erlos- und Kostenfunk-
tion:
G(z) = (20 — z) - & — (4o + 15) = —z% 4 162 — 15.

Die untere Gewinnschwelle ergibt sich aus der Gleichung G(x) = 0. Mithilfe
einer quadratischen Losungsformel lauten die beiden Losungen 27 = 1 und
x2 = 15, wobei erstere die untere Gewinnschwelle (Break-Even) darstellt.
Der Scheitel der Gewinnfunktion liegt an der Stelle z¢ = l‘gé = 8 mit
G(8) = 49. Die nach unten geoffnete Parabel der quadratischen Gewinn-
funktion besitzt den Scheitel S(8]49). Beim Absatz von 8 ME erzielt das
Unternehmen den grofiten Gewinn in Hohe von 49 GE. Die gleichen Ergeb-
nisse erhalten wir mittels Differenzialrechnung: Die Nullstelle des Grenzge-
winns G'(x) = —2x + 16 liegt bei ¢ = 8. Da G’ in einer Umgebung von
rg einen VZW von + — — besitzt, liegt ein lokales Maximum vor. Aus
p(8) = 12 folgen die Koordinaten des Cournotschen Punktes zu C/(8]12).
Fiir die Teilaufgabe e) erhalten wir aus der notwendige Bedingung fiir das
Gewinnmaximum G’(z) = 0 mit der Definition des Gewinns:

G'(z)=(E(z) - K()) =0& E'(z) - K'(x) =0 & E'(z) = K'(2).
Folglich gilt fiir die gewinnmaximale Menge zg:
G,(:EG) =0« El(l'(;) = K/(:L'G).

Wie lésst sich dieser Zusammenhang interpretieren? Im Gewinnmaximum
sind Grenzerlos und Grenzkosten identisch. Das bedeutet, dass der Absatz
einer weiteren Einheit die gleiche Erlos- wie auch Kostenédnderung zur Folge
hat. Analog lidsst sich der maximale Gewinn im Polypol berechnen. Zum
konstanten Marktpreis nehmen wir in der folgenden Aufgabe einen ertrags-
gesetzlichen Kostenverlauf an.
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Aufgabe 10.6

Ein polypolistisches Unternehmen setzte sein einziges Produkt zum konstan-
ten Marktpreis in Hohe von €80 pro Stick ab. Die Kosten berechnen sich
iiber die Funktion K(x) = 23 — 1222 + 532 + 100 (Kosten in €). Die Kapa-
zitdtsgrenze liegt bei 14 Stiick.

a) Zeigen Sie, dass die Gewinnfunktion G(z) = —x3 + 1222 4+ 27z — 100
lautet.

b) Bestitigen Sie, dass das Unternehmen beim Absatz von 3 Stiicken zum
ersten Mal Gewinn erzielt.

¢) Fiir welche Stiickzahl wird der Gewinn maximal?

d) Zeigen Sie, dass fiir die gewinnmaximale Menge xg eines polypolisti-
schen Anbieters pyr = K'(zg) gilt.

Die Gewinnfunktion ergibt sich als Differenz von Erlos- und Kostenfunktion.
Aus G(0) = —100, G(1) = —62, G(2) = —6 und G(3) = 62 folgt: Fiir drei
abgesetzte Stiicke erzielt das Unternehmen erstmalig Gewinn. Aus G'(z) = 0
erhalten wir mogliche Extremstellen zu z; = —1 und z2 = 9. Die Losung
x1 entfillt, da sie nicht im 6konomischen Definitionsbereich liegt (z > 0).
G’ besitzt in einer kleinen Umgebung von x5 = 9 einen VZW von + — —.
Beim Absatz von 9 Stiicken erwirtschaftet das Unternehmen den maximalen
Gewinn. Fiir den Beweis aus Teilaufgabe d) gilt: Aus Aufgabe 10.5 ist fiir
das Gewinnmaximum der Zusammenhang F’'(z¢) = K'(z¢) bekannt. Da ein
polypolistischer Anbieter mit dem konstanten Preis pa; operiert, berechnet
sich die Erlosfunktion zu E(x) = pas - . Aus dem Grenzerlés E'(z) = pu
folgt der geforderte Zusammenhang im Gewinnmaximum:

PV = K’(acg).

Nach der Bestimmung des Gewinnmaximums mittels erster Ableitung ist
eine graphische Interpretation von Grenzfunktionen durchzufiihren. Aufgabe
10.7 zeigt dies am Beispiel einer Grenzerlosfunktion.

Aufgabe 10.7

Abbildung 10.4 zeigt den Ausschnitt des Graphen einer Grenzerldsfunktion
E' in Abhéingigkeit von der produzierten und abgesetzten Menge x. Welche
der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinden Sie Ihre Antworten.

a) Der Erlos steigt bei Absatzerhohungen fir Mengen zwischen 20 ME
und 30 ME.

b) Der Erlés ist fiir eine abgesetzte Menge von 10 ME am grifiten.

c) Firb5 <x <20 ist der Erlos nicht negativ.
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Abbildung 10.4: Graph einer Grenzerlosfunktion

Aussage a) ist falsch. Der Grenzerlos ist im vorgegebenen Intervall negativ,
folglich f#llt der Erlos. Die Aussage von Teilaufgabe b) ist richtig, da erstens
E’(10) = 0 ist und zweitens E’ einen VZW von + — — an dieser Stelle
besitzt. Teilaufgabe c) ist ebenfalls korrekt, da der Erlos nicht negativ wird.
Er kann den Wert Null annehmen, wenn entweder die Menge oder der Preis
null ist. Jedoch gilt dies lediglich fiir den Erlés. Im Allgemeinen lésst sich
anhand der Grenzfunktion keine Aussage iiber positive oder negative Funk-
tionswerte treffen, wie dies am Beispiel einer Gewinnfunktion zu erkennen
ist.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,Erlos- und Gewinnmaximierung“ ergeben sich fiir die
Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... nutzen die erste Ableitung zur Bestimmung des maximalen Ge-
winns.

— ... begriinden mittels erster Ableitung 6konomische Zusammenhinge
im Gewinnmaximum.

— ... interpretieren den Verlauf des Graphen einer Grenzfunktion.

10.2.3 Betriebsminimum und -optimum

Neben einer tkonomischen Groe (Erlos, Kosten, Gewinn) interessiert sich
ein Unternehmen auch fiir dessen Stiickgréfle, denn daran kann sich der Preis
eines Produktes orientieren. Dabei setzen wir uns schwerpunktméflig mit
den Kosten pro Stiick auseinander. Die folgenden Ausfithrungen beziehen
sich auf die fachtheoretischen Inhalten aus Abschnitt 2.2.2. Als Einstieg
in die Problematik und zur Motivation kann der Auszug aus dem Artikel
,, Volkswagen verabschiedet sich vom Gréflenwahn dienen.
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Volkswagen verabschiedet sich vom Gréflenwahn

[...] ,Es geht aber nicht darum,
100.000 Fahrzeuge mehr oder weniger als
ein grofler Wettbewerber zu verkaufen*,
so Miiller. ,,Es geht vielmehr um qualita-
tives Wachstum.“ Natiirlich werde Volks-
wagen weiterhin versuchen, so viele Autos
wie moglich zu verkaufen. ,, Aber Produkti-
onsqualitit und Produktivitidt haben Vor-
rang.“ [...] Die Absatzzahlen sind eine ent-
scheidende Maf3zahl in der Autoindustrie,
weil der Fahrzeugbau ein Massengeschéft
ist und Skaleneffekte, also Kostenvorteile

aufgrund hoher Stiickzahlen, wichtig

sind, um moglichst profitabel produ-
zieren zu konnen. Bei Volkswagen hatte
man sich mit dem Baukastenprinzip,
auf dem immer mehr Modelle basieren,
ganz dem Faktor Grofle verschrieben.
Und auch das Anschwellen des Konzerns
auf zwolf Marken ist Teil dieser Denke.
Denn je mehr unterschiedliche Modelle
verschiedenster Marken auf den gleichen
Teilen basieren und je mehr davon
gebaut werden, desto geringer fallen die
Stiickkosten aus und desto hoéher der

Gewinn. [...]

DIE WELT Online vom 28.10.15

Aus dem Artikel wird deutlich, dass eine Minimierung der Stiickkosten zu
hoheren Gewinnen fithren kann. Zur Bestimmung von Stiickkosten untersu-
chen wir deren Funktion, wofiir wir den Begriff der Durchschnittsfunktion
benétigen. Da dieser iiblicherweise in der Schulmathematik keine Verwen-
dung findet, erhalten die Schiiler folgende Definition:

Gegeben sei die Funktion f. Der Quotient

heifit Durchschnittsfunktion von f.

In Aufgabe 10.8 kénnen die Schiiler Durchschnittsfunktionen von Kosten-
funktionen untersuchen. Zur Verringerung des Rechenaufwands empfehlen
wir einen Taschenrechner.

Aufgabe 10.8
Gegeben sei die folgende ertragsgesetzliche Kostenfunktion K in Abhdngig-
keit der produzierten Menge x (x in Stick, K in €):

K(z) = 0,01z% — 922 + 3000z + 250000.

a) Die Durchschnittsfunktion der variablen Kosten K,(x) heifft variable
Stiickkostenfunktion k,(x). Bestimmen Sie das Minimum von k, und
interpretieren Sie die Bedeutung dieses Wertes fiir ein Unternehmen.
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b) Die Durchschnittsfunktion der gesamten Kosten K(z) heifst Stick-
kostenfunktion k(x). Zeigen Sie, dass fiir 500 Stiicke die Stiickkosten
minimal sind und geben Sie den zugehorigen Funktionswert an. Welche
Information liefert dieser Wert einem Unternehmen?

Die Funktion der variablen Stiickkosten ergibt sich als Durchschnittsfunkti-
on der variablen Kosten zu:

ky(x) = 0,01z% — 9z + 3000.

Der Graph von k,(x) besitzt einen Tiefpunkt bei T7(450/975). Bei der Pro-
duktion von 450 Stiicken deckt ein Stiickpreis von €975 gerade noch die
variablen Kosten, aber nicht die fixen Kosten. Daher ist dieser Preis als
kurzfristige Preisuntergrenze zu verstehen. Wir erhalten fiir die Stiick-
kostenfunktion:

k(x) = 0,0122 — 92 + 3000 + 250000 - L,

Der Graph von k(x) besitzt einen Tiefpunkt bei T2(500/1500). Ein Preis
pro Stiick in Hohe von €1500 deckt bei einer produzierten Menge von 500
Stiicken die gesamten Kosten. Er kann als langfristige Preisuntergren-
ze interpretiert werden. Im Anschluss an die Aufgabe erhalten die Schiiler
folgende Definitionen:

a) Das Minimum der variablen Kosten pro Stiick heifit Betriebsmini-
mum und kennzeichnet die kurzfristige Preisuntergrenze eines Gutes.

b) Das Minimum der gesamten Kosten pro Stiick heift Betriebsopti-
mum und kennzeichnet die langfristige Preisuntergrenze eines Gutes.

Anschlieend konnen die Schiiler einen 6konomischen Zusammenhang im
Umfeld von Betriebsminimum sowie Betriebsoptimum anhand der Funkti-
onsgraphen untersuchen. Zum Berechnen der Funktionswerte empfehlen wir
einen Taschenrechner.

Aufgabe 10.9

Wir greifen die Kostenfunktion mit K (z) = 0,01z% — 922 + 3000 + 250000
aus der vorherigen Aufgabe auf. Zeichnen Sie die Graphen der variablen
Stiickkosten und der Stiickkosten in ein Schaubild fir 0 < x < 900. Figen
Sie anschlieffend den Graphen der Grenzkosten hinzu. Was fallt Ihnen beim
Verlauf des Graphen der Grenzkosten auf? Uberpriifen Sie Ihre Vermutung
rechnerisch.
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Abbildung 10.5: Graphen der Funktionen von Grenz- und Stiickkosten

Fiir die Grenzkostenfunktion gilt:
K'(x) = 0,03z% — 18z + 3000.

Abbildung 10.5 zeigt die Graphen der variablen und gesamten Stiickkos-
tenfunktionen sowie der Grenzkostenfunktion. Es ist zu erkennen, dass der
Graph der Grenzkostenfunktion die Graphen von variablen und gesamten
Stiickkosten in deren Minimum schneidet. Die Vermutung kann rechne-
risch bestétigt werden: Das Betriebsminimum liegt bei %, = 450 mit
k,(450) = K’(450). Das Betriebsoptimum wird fiir ., = 500 angenommen.
Auch hier erhalten wir £(500) = K’(500). Wir empfehlen die gefunden Zu-
sammenhénge zwischen Grenzkosten und Stiickkosten an weiteren ertragsge-
setzlichen Kostenfunktionen zu bestétigen. Anschlieflend bleibt festzuhalten:

Sei K eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion.

a) Im Betriebsminimum sind Grenzkosten und variable Stiickkosten iden-
tisch.

b) Im Betriebsoptimum sind Grenzkosten und gesamte Stiickkosten iden-
tisch.

Wir beschrianken uns beim Beweis auf das Betriebsminimum. Der Nachweis
fiir das Betriebsoptimum vollzieht sich analog, es ist lediglich K, durch K
zu ersetzen. Zum Verstdndnis des Beweises ist die Produkt- oder Quotien-
tenregel notwendig.
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Beweis. Fiir das Betriebsminimum gilt als notwendige Bedingung k! (z) = 0.
Uber die Definition der variablen Stiickkosten erhalten wir fiir = # 0:

Ky(z)

. )l =0< (Ky(z)- x_l)/ =0.

(hu(a)) =0
Anwenden der Produktregel liefert:
Ki(z)-z7' + Ky(z) - (-1) - 272 =0.

Wir multiplizieren beide Seiten mit 22 # 0:

Kv(x)'

x

Kl (z) -7 —Ky(z) =0& K/ (2) =

Da die Ableitungen von K und K, iibereinstimmen (die Fixkosten ver-

schwinden beim Ableiten) und K“T(x) = ky(x) ist, ergibt sich letztendlich:

K'(x) = k()
Sei i die Stelle des Betriebsminimums, folglich gilt:
(ko(Zmin))' = 0 < K'(2min) = ko(Tmin)-
O

Neben der rechnerischen Bestimmung von Betriebsminimum und -optimum
bietet sich zum tieferen Verstdndnis die Interpretation von Schaubildern an.
Dazu dient Aufgabe 10.10.

Aufgabe 10.10
Alina behauptet: ,Wenn ich vom Ursprung aus eine Tangente an die Kosten-
funktion zeichne, kann ich am Bertihrpunkt das Betriebsoptimum ablesen”.

a) Begriinden Sie mittels einer Zeichnung in Abbildung 10.6 (a), dass
sie Recht hat. Bestimmen Sie (so genau wie mdéglich) die zu produzie-
rende Menge, zu der die Stiickkosten minimal werden. Geben Sie die
langfristige Preisuntergrenze an.

b) Fiihren Sie analoge Uberlegungen zur graphischen Bestimmung des Be-
triebsminimums durch.

Abbildung 10.6 (b) zeigt die Tangente durch den Ursprung, die den Graphen
der Kostenfunktion K bei zqp ~ 5 mit K(5) ~ 100 beriihrt. Es gilt:

K(5)

=2 = k(5).

tan(a) =
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Abbildung 10.6: (a) Graph einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion K und (b) Tangente
vom Ursprung an den Graphen von K

Gleichzeitig erhalten wir mit tan(«) die Steigung der Tangente an den Gra-
phen von K an der Stelle z,; ~ 5. Somit sind K’ und k fiir zop ~ 5
identisch. Die langfristige Preisuntergrenze liegt mit k(5) =~ % = 20 bei
ungeféahr 20 % Analog lésst sich in Teilaufgabe b) vorgehen, wenn die Tan-
gente von P(0|K ¢) an die Kostenfunktion gezeichnet wird. Das Betriebsmini-
mum liegt bei x,,;, = 4, die kurzfristige Preisuntergrenze betriagt etwa 4 %
Fine weitere Moglichkeit zum Vertiefen des graphischen Verstédndnisses bie-

tet Aufgabe 10.11 an.

Aufgabe 10.11

Abbildung 10.7 zeigt einen Ausschnitt der Graphen der variablen Stiickkosten
ky, der Stiickkosten k und der Grenzkosten K'. Priifen Sie die folgenden
Aussagen auf ihre Richtigkeit und begriinden Sie Ihre Antworten.

a) Das Betriebsminimum liegt an der Stelle x1 = 3.

b) Das Unternehmen kann sein Gut fir py = 10 langfristig am Markt
verkaufen.

¢) Das Betriebsoptimum liegt iber 10 %

d) Je mehr ME des Gutes produziert werden, desto geringer werden die
Stiickkosten.

e) Die Kosten fiir 2 produzierte Finheiten sind grofer als 40 GE.

Die erste Aussage ist korrekt, da das Betriebsminimum das Minimum der
variablen Kosten ist. Aussage b) hingegen ist falsch: Die langfristige Preis-
untergrenze entspricht dem Minimum von k, das jedoch grofler als 10 %
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Abbildung 10.7: Interpretation eines Schaubildes zum Betriebsminimum und -optimum

ist. Im Betriebsoptimum gilt K'(x) = k(z), folglich ist ¢) korrekt. Aussa-
ge d) ist falsch, da der Graph von k fiir z > 5 streng monoton steigt. Die
Aussage in Aufgabe e) ist richtig: Produziert das Unternehmen zwei Ein-
heiten, dann kostet jedes Stiick ca. 24 GE. Aus k(2) = @ folgt daher:
K(2) = k(2) -2~ 48.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Betriebsminimum und -optimum® ergeben sich fiir die
Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... bestimmen anhand der Stiickkosten die kurz- und langfristigen Preis-
untergrenzen eines Produktes.

— ... kennen die Bedeutung der Begriffe Betriebsminimum und -optimum
und konnen diese rechnerisch sowie graphisch bestimmen.

— ... weisen den Zusammenhang von (variablen) Stiickkosten und Grenz-
kosten im Betriebsminimum oder Betriebsoptimum nach.

10.2.4 Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung

In diesem Abschnitt stellen wir weitere Aufgaben zur Wiederholung der In-
halte aus der Unterrichtseinheit ,, Anderung konomischer Funktionen I* vor.
Wir empfehlen die Aufgaben zum Ende des Basismoduls zu bearbeiten, es ist
aber auch eine entsprechende Reihung innerhalb der vorherigen Abschnitte
moglich. Zunichst greifen wir die Interpretation von Graphen 6konomischer
Funktionen auf, denn ein vorstellungsorientiertes Arbeiten erachten wir zum
Verstehen rechnerischer Verfahren als hilfreich. Aufgabe 10.12 bezieht sich
auf die Zusammenhénge zwischen Erlos- und Kostenfunktion.
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Aufgabe 10.12
Abbildung 10.8 zeigt die Graphen einer Erlosfunktion E und einer Kosten-
funktion K in Abhdngigkeit von der produzierten und abgesetzten Menge
x in Stick. Geben Sie - sofern dies maglich ist - (niherungsweise) jeweils
diejenige Menge an, fir die gilt:
EK -
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Abbildung 10.8: Schaubild einer Erlos- und Kostenfunktion

a) Der Erlos ist maximal.

b) Der Grenzerlis ist am grofsten.

¢) Die Grenzkosten sind am kleinsten.

d) Die untere Gewinnschwelle wird angenommen.

e) Der Gewinn ist am gréfiten.

Der maximale Erlos kann direkt am Graphen der Erlosfunktion abgelesen
werden und liegt bei einer Menge von 5 Stiick. Der maximale Grenzerlos
ist als grofiter Anstieg des Erloses bei einer Steigerung der Menge um eine
Finheit zu interpretieren. Dies ist fiir 1 = 0 der Fall. Im Gegensatz zum
Grenzerlos werden die Grenzkosten nicht extremal, denn eine lineare Kos-
tenfunktion besitzt einen konstanten Anstieg. Die untere Gewinnschwelle
liegt bei 9 = 1, da an dieser Stelle die Graphen von Erlos- und Kostenfunk-
tion sich schneiden. Der maximale Gewinn ist zwischen x3 = 4 und x4 = 5
zu finden, da hier die Differenz zwischen Erlos und Kosten am grofiten ist.

Neben einer graphischen Analyse bieten wir im Folgenden Aufgaben zur
Aufstellung 6konomischer Funktionen an. Aufgabe 10.13 zeigt dies am Bei-
spiel einer Gewinnfunktion. Zur Losung der Aufgabe konnen die Schiiler
einen Taschenrechner verwenden.
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Aufgabe 10.13
Bestimmen Sie eine quadratische Gewinnfunktion, iber die folgende Anga-
ben bekannt sind:

a) Die untere Gewinnschwelle liegt bei 10 ME.
b) Der mazimale Gewinn wird fir 45 ME angenommen.
c) Der Gewinn fir 60 ME liegt bei 200 GE.

Die Funktionsgleichung einer quadratischen Gewinnfunktion ergibt sich zu
G(z) = ax®+bz+c. Der Grenzgewinn lautet G'(z) = 2ax+b. Aus G(10) = 0,
G'(45) = 0 und G(60) = 200 folgt das LGS:

100a + 106 + ¢ = 0
90a + b = 0
3600a + 60b + ¢ = 200

Die Losungen des LGS ergeben sich zu a = —0,2, b = 18 und ¢ = —160.
Somit lautet die Gewinnfunktion G(z) = —0, 222 + 18z — 160. Eine analoge
Aufgabenstellung lasst sich auch fiir eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion
betrachten. Zur Losung der Aufgabe kénnen die Schiiler einen Taschenrech-
ner verwenden.

Aufgabe 10.14

Fiir die Produktion eines Gutes fallen Fixkosten in Hohe von 12 GE an
und fir 4 ME entstehen Grenzkosten in Hdéhe von 27 % Die kurzfristige
Preisuntergrenze liegt bei 0,75 % und wird bei einem Verkauf von 1,5 M E
erreicht. Bestimmen Sie den Funktionsterm der ertragsgesetzlichen Kosten-
funktion.

Eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion K(x) = az® + bx? + cx + d besitzt
die Grenzkostenfunktion K'(x) = 3ax?+2bx +c. Die Funktion der variablen
Stiickkosten lautet k,(z) = az?+ bz + ¢, die der variablen Grenzstiickkosten
El(x) = 2axz + b. Aus den Fixkosten folgt d = K(0) = 12, aus den Grenz-
kosten K'(4) = 27. Aus dem Betriebsminimum B, (1,5|0,75) erhalten wir
ky(1,5) = 0,75 und k,(1,5) = 0. Fiir das LGS gilt:

48a + 8 + ¢ = 27
2.95¢ + 1,5b + ¢ = 0,75
3a + b = 0

Das LGS besitzt die Losungen a = 1, b = —3 und ¢ = 3. Fiir die ertragsge-
setzliche Kostenfunktion erhalten wir:

K(z) =23 — 32° + 32 + 12.
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Neben dem Aufstellen 6konomischer Funktionen erachten wir es fiir sinnvoll,
wenn Schiiler deren Koeffizienten untersuchen. Die speziellen 6konomischen
Verlaufe und die damit verbundenen Einschrénkungen fithren auf vertiefende
mathematische Zusammenhinge. In Aufgabe 10.15 kénnen die Schiiler die
Parameter einer quadratischen Kostenfunktion untersuchen.

Aufgabe 10.15
Wie sind die Parameter a,b und c einer quadratischen Kostenfunktion K
der Form K (z) = ax® + bx + ¢ zu wihlen?

Fiir eine quadratische Kostenfunktion gelten folgende Uberlegungen:
a) Die Fixkosten sind grofier oder gleich null.

b) Die variablen Kosten sind monoton steigend. Der Graph von K darf
keinen Tiefpunkt fiir x > 0 besitzen.

Aus Bedingung a) folgt ¢ > 0. Um die Monotonie aus Bedingung b) zu
erfiillen, muss die Parabel nach oben getffnet sein. Folglich ist a > 0 zu
withlen. Fiir den Extremwert von K an der Stelle zq gilt mit K'(zg) = 0:

2ax0+b:0(:>mo:—£.
2a
Mit a > 0 gilt: Fiir b < 0 ist g > 0. Die Kostenfunktion besitzt in diesem
Fall einen lokalen Extremwert fiir x > 0. Fur b > 0 ist g < 0 und der
Graph von K ist fiir alle z > 0 monoton steigend. Fiir eine quadratische
Kostenfunktion der Form K (z) = ax? 4 bz + ¢ gilt folglich: a > 0, b > 0 und
c>0.

Die folgenden Aufgaben kénnen nur bearbeitet werden, wenn die Schiiler
aus dem Ergidnzungsmodul , Preis-Elastizitdt der Nachfrage* die Berech-
nung von Elastizitdtswerten erlernt haben. Die Analyse von ertragsgesetz-
lichen Kostenfunktionen im Umfeld der Elastizitéit fiihrt auf interessante
okonomische GesetzméBigkeiten. Eine erste Hinfithrung zur Thematik kann
durch Aufgabe 10.16 erfolgen. Zur Verringerung des Rechenaufwands emp-
fehlen wir einen Taschenrechner.

Aufgabe 10.16
Gegeben sei eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion K :

K(z) = 2% — 302 + 310z + 1156; = € [0 : 40)].

Das Betriebsminimum wird fir eine Menge von Ty, = 15, das Betriebsopti-
mum fiir eine Menge von xope = 17 angenommen. Bestimmen Sie jeweils die
x-FElastizitit der Kosten im Betriebsminimum und -optimum. Interpretieren
Sie die erhaltenen Werte.
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Wir erhalten z. B. fiir die Elastizitdt der Kosten im Betriebsoptimum:
_K'(17)

_ 7= 1.
xan)

e’:‘K((E)

Eine 1%-ige Erhohung der Menge fiihrt im Betriebsotimum zu einer 1%-igen
Steigerung der Kosten. Das gleiche Ergebnis liefert die x-Elastizitit der va-
riablen Kosten im Betriebsminimum. Diese Zusammenhénge sind an weite-
ren ertragsgesetzlichen Kostenfunktionen zu bestétigen. Wir halten fest:

a) Im Betriebsminimum fiihrt eine 1%-ige Erhhung der Menge zu einem
1%-igen Anstieg der variablen Kosten.

b) Im Betriebsoptimum fiihrt eine 1%-ige Erhohung der Menge zu einem
1%-igen Anstieg der gesamten Kosten.

Beweis.
Fiir die Elastizitdtsfunktion der Kosten gilt:

K'(z) K'(z) _ K'(z)
K@) =T T R T k)

Im Betriebsoptimum sind Grenzkosten und Stiickkosten identisch. Wir er-
halten mit K'(zopt) = k(xopt) die geforderte Aussage:

EK (xopt) =1.
Fiir die Elastizitdtsfunktion der variablen Kosten gilt:

K, (z) Ky(z)  K(x)
ek, () = Ko(2) TE K@ T oo ()

Die erste Ableitung von K (x) und K, (z) stimmen iiberein (K (z) = K'(z))
und im Betriebsminimum sind Grenzkosten sowie variable Stiickkosten iden-
tisch. Mit K’ (Zmin) = ku(@min) folgt auch hier die Richtigkeit der Annahme:

€K, (xmzn) =1.

O

Da die Schiiler den Beweis nur schwerlich alleine fithren kénnen, empfeh-
len wir diesen im Unterrichtsgesprich zu behandeln. Aufgrund seines gerin-
gen Umfangs und der Verbindung aufler- und innermathematischer Inhalte
halten wir diesen fiir den Mathematikunterricht sehr geeignet. Ein weiterer
okonomischer Zusammenhang, der sich mittels Elastizitét herleiten lasst, be-
trifft Kosten sowie Stiickkosten. Die Schiiler kénnen dies in Aufgabe 10.17
behandeln.
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Aufgabe 10.17
Zeigen Sie: Im unelastischen Bereich der Kosten sinken die Stiickkosten bei
einer 1%-igen Preiserhohung.

Bewess.

Der unelastische Bereich der Kosten liegt aufgrund der Monotonie von Kos-
tenfunktionen im Intervall 0 < g (x) < 1. Die Stiickkosten entsprechen der
Durchschnittsfunktion der Kosten, folglich gilt fiir deren Elastizitéten:

ex(z) =ex(x) + 1.
Daraus folgt der Nachweis der Aussage in Aufgabe 10.17 mit:

ex(z) <l eg(r) —1 <0< eg(x) <O0.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt , Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung“ ergeben
sich fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... interpretieren die Graphen okonomischer Funktionen und treffen
Aussagen iiber deren Anderungsverhalten.

— ... stellen Funktionsgleichungen 6konomischer Funktionen auf.
— ... untersuchen die Parameter einer quadratischen Kostenfunktion.

— ... erfahren weitere Zusammenhénge im Umfeld der Elastizitét.

10.3 Die Ergidnzungsmodule
10.3.1 Die Ableitung als lokale Linearisierung

Die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung findet in Schul-
biichern wenig Verwendung. Daher unterbreiten wir mit diesem Ergédnzungs-
modul Vorschldge zu deren Umsetzung im Unterricht. Als Einstieg dient
Aufgabe 10.18.

Aufgabe 10.18
Gegeben sei die Funktion f(r) = bx — x2.

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t an f an der Stelle a = 2.

b) Zeichnen Sie die Graphen von f und t mithilfe eines Funktionenplot-
ters oder eines grafikfihigen Taschenrechners.

c) Vergriflern Sie das Schaubild im Punkt P(2|f(2)) durch Hineinzoomen
oder durch verdndern des Fensters. Erldutern Sie Ihre Beobachtungen.
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Die Gleichung der Tangente lautet ¢(z) = x+4. Die Schiiler sollen erkennen,
dass bei einer Vergroflerung der Graphen von Funktion und Tangente im
Punkt P(2|f(2)) beide kaum zu unterscheiden sind, wie Abbildung 10.9
zeigt. Dies fiihrt auf die Vermutung, dass sich die Tangente an eine Funktion
als lokale lineare Approximation eignet. Mit der Aufgabe 10.19 l&sst sich
diese Annahme ndher untersuchen.

E

Abbildung 10.9: Schmiegeigenschaft der Tangente an einen Funktionsgraphen unter dem
so genannten Funktionenmikroskop

Aufgabe 10.19
Gegeben sei die Funktion f(x) = /x.

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion fir x € [0;4].

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentet an f an der Stelle a; = 1.
Zeichnen Sie die Tangente zum Graphen von f.

¢) Nihern Sie den Wert von f(1,4) mithilfe von t an.

d) Die Differenz zwischen dem genauen und dem néiherungsweise bestimm-
ten Funktionswert heifst Approzimationsfehler r. Geben Sie mit einem
Taschenrechner den Approximationsfehler aus ¢) an.

d) Fiir welche Werte von x ist der Approrimationsfehler zwischen f und
t kleiner als 0,005%

Abbildung 10.10 zeigt die Graphen von f und t. Die Gleichung der Tangente
t an f in P(1|1) lautet:
t(x) = 0,524+ 0,5
Mit der Tangentengleichung gilt: f(1,4) ~ t(1,4) = 1,2. Der Approxima-
tionsfehler r berechnet sich aus der Differenz von ¢t und f an der Stelle
az =1,4:
r(1,4) = t(1,4) — £(1,4) ~ 0,0168.

Fiir die letzte Teilaufgabe ist die Ungleichung t(x) — f(x) < 0,005 zu losen
mit:

0,5z + 0,5 — /= < 0,005.
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Abbildung 10.10: Graphen von f(z) = v/z und Tangente an der Stelle a; = 1

Mittels Substitution \/z = z und einiger Aquivalenzumformungen erhalten
wir:
0,522 — 2+ 0,495 < 0.

Die Losungen dieser Ungleichung kénnen mit einer quadratischen Lésungs-
formel bestimmt werden. Eine Resubstitution liefert das Ergebnis, dass fiir
x € (0,81;1,21) der Approximationsfehler zwischen f und ¢ kleiner als 0,005
ist.

Abschlielend bietet es sich an, ein allgemeines Verfahren zur lokalen Linea-
risierung mittels Tangente anhand einer Funktion f zu entwickeln. Dabei
beziehen wir die Approximation zunéchst auf die Stelle a = 0, bevor wir das
Verfahren auf eine beliebige Stelle verallgemeinern. In der Unterrichtsein-
heit ,,Anderung 6konomischer Funktionen II“ greifen wir diesen Gedanken
im Sinne einer vertikalen Vernetzung auf und approximieren eine Funktion
mittels Polynomfunktionen héheren Grades.

Aufgabe 10.20
Gegeben sei eine Funktion f. Die Tangente t an f an der Stelle a besitzt
den gleichen Funktionswert und dieselbe Steigung wie f.

a) Zeigen Sie, dass die Tangente t an f an der Stelle a = 0 die Form
t(x) = f(0) + f/(0) - z besitzt.

b) Bestimmen Sie eine allgemeine Gleichung der Tangente t an f an
einer beliebigen Stelle a. Setzen Sie dafiir t(x) = ap + a1 - (x — a) und
bestimmen Sie die Koeffizienten ag und a1 der Tangente t.

¢) Uberlegen Sie, welche Voraussetzungen f erfiillen muss, damit die
Gleichung der Tangente t existiert.
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Fiir die Tangente gilt t(x) = ap + a1 -  mit reellen Koeffizienten a¢ und
a1. Da f und ¢ an der Stelle @ = 0 im Funktionswert und der Ableitung
iibereinstimmen, folgt ¢(0) = ap = f(0) und #(0) = a; = f’(0). Die Glei-
chung der Tangente an f an der Stelle a = 0 lautet t(z) = f(0) + f/(0) - z.
Fiir die Gleichung von ¢ an f an einer beliebigen Stelle a ist das Vorgehen
dhnlich. Aus t(a) = ap = f(a) und ¢'(a) = a1 = f'(a) folgt:

t(x) = f(a) + f'(a) - (z — a).

Das Aufstellen der Tangente ist aber nur dann moglich, wenn f an der Stelle
a definiert ist und f’(a) existiert.

Lehrziele:

Angesichts der beschriebenen Unterrichtsinhalte ergeben sich fiir den Ab-
schnitt ,Die Ableitung als lokale Linearisierung” die folgenden Lehrziele.
Die Schiiler...

— ... berechnen Funktionswerte ndherungsweise mittels Tangente.
— ... nutzen die Tangente als lokale Linearisierung einer Funktion.

— ... leiten die allgemeine Tangentengleichung mittels der fundamentalen
Idee der Approximation her.

10.3.2 Gewinnmaximierung unter monopolistischer Konkurrenz

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Gewinnmaximierung unter mo-
nopolistischer Konkurrenz. Im Vergleich zum Ergénzungsmodul , Preisbil-
dung unter monopolistischer Konkurrenz“ aus der Unterrichtseinheit ,,Von
Markten und Unternehmen“ erfolgt die Analyse der Gewinnfunktion mittels
Differenzialrechnung. Als Einstieg dient Aufgabe 10.21. Zur Verringerung
des Rechenaufwands kénnen die Schiiler einen Taschenrechner verwenden.

Aufgabe 10.21

Ein polypolistischer Anbieter mit monopolistischem Preisspielraum sieht sich
beim Absatz seines Produktes der folgenden doppelt geknickten Preis-Absatz-
Funktion gegeniiber:

—x + 59, 0 <z<10
p(z) =< —2x+4+65, 10<z<20
—0,52 435, 20 <z <70

Die Kosten lassen sich mit K(x) = 9z + 200 beschreiben.

a) Geben Sie die Gleichung der Erlos- und der Gewinnfunktion an.

b) Ermitteln Sie die gewinnmazimale Menge. Wie hoch ist der mazimale
Gewinn?
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Der Erlés berechnet sich aus dem Produkt von Menge und Preis. Folglich
gilt fiir die Erlosfunktion:

—x? 4 55z, 0 <z<10
E(x) =< —222+65z, 10<z<20
—0,52% + 35z, 20 <z <70.

Die Differenz aus Erlos- und Kostenfunktion fiihrt zur Gewinnfunktion:

—x? + 462 — 200, 0 <z<10
G(z) =< —2x2+56x—200, 10<2z<20
—0,52% + 26z — 200, 20 < x < 70.

Aus der Gewinnfunktion erfolgt der Grenzgewinn zu:

—2x+46, 0 <z<10
G'(z) =< —4x+56, 10<x <20
—x+26, 20<ax<70.
Aus der Gleichung G'(z) = 0 erhalten wir fiir den ersten Abschnitt die
Losung x1 = 23, die auflerhalb des geforderten Intervalls liegt. Der zwei-
te Abschnitt besitzt die Losung zo = 14, der dritte die Losung xz3 = 26.
Beide liegen im vorgegebenen Intervall und besitzen fiir G’ einen VZW von
+ — —. Mit G(14) = 192 und G(26) = 138 existiert an der Stelle z2 ein
globales Maximum. Fiir 14 ME wird der Gewinn mit 192 GE am grofiten.
In Aufgabe 10.22 kénnen die Schiiler das Vorgehen zur Gewinnmaximierung
unter monopolistischer Konkurrenz reflektieren.

Aufgabe 10.22

Gegeben ist die Gewinnfunktion eines Unternehmens mit monopolistischem
Preisspielraum. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen zur Bestimmung des mazima-
len Gewinns iber den Grenzgewinn mithilfe von Abbildung 10.11.

2000 -G .
1500 / \V’
1000 /

500 Foformn \

0

50 100 150 \200
500 | \
-1000 \

Abbildung 10.11: Graph einer Gewinnfunktion unter monopolistischer Konkurrenz
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Fiir die Gewinnmaximierung unter monopolistischer Konkurrenz ist zu be-
achten, dass die Gleichung G’(z) = 0 mehrere Losungen fiir lokale Extrem-
stellen liefert. Neben dem Uberpriifen der hinreichenden Bedingung miissen
die Losungen im jeweiligen Definitionsbereich liegen. Abschliefend kénnen
die Schiiler durch Einsetzen vergleichen, welche Stelle das globale Maximum
darstellt. An dieser Stelle liegt der maximale Gewinn.

Lehrziele:

Angesichts der beschriebenen Unterrichtsinhalte ergeben sich fiir den Ab-
schnitt ,, Gewinnmaximierung unter monopolistischer Konkurrenz“ die fol-
genden Lehrziele. Die Schiiler...

— ... unterscheiden zwischen lokalem und globalem Maximum.

— ... analysieren abschnittsweise definierte Funktionen mittels Ableitung.

10.3.3 Preis-Elastizitit der Nachfrage

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Auswirkungen von Preiserh6hungen
auf den Erlos. Fiir einen motivierenden Einstieg eignet sich der Zeitungsar-
tikel iiber den Suppenhersteller Campbell.

Campbell verbrennt sich an Preiserh6hung

Der Suppenhersteller, der in Der Gewinn ging um fiinf Prozent
Deutschland mit Erasco und Heis- auf 265 Millionen Dollar zuriick. Die
se Tasse in den Supermirkten ver- Aktie verlor an der Wall Street mehr als
treten ist, konnte seine US-Kunden sechs Prozent.

nicht von seinen hodheren Preisen

iiberzeugen. Zu viele Dosen blieben Campbell hat auf den verschérften
in den Regalen stehen. Wettbewerb bereits mit Stellenabbau,
New York. Von hoher Arbeitslosig- Kiirzungen bei den Werbeausgaben
keit und Wirtschaftsproblemen verunsi- und dem kompletten Riickzug aus dem
cherte US-Kunden haben dem weltgréfiten Russland-Geschéft reagiert. Im laufenden
Suppenhersteller Campbell nach Preisan- Geschiftsjahr rechnet der Konzern, der
hebungen die kalte Schulter gezeigt. Der durch die beriihmte Stilisierung seiner
Umsatz in der US-Suppensparte ging im schlichten Dose fiir Tomatensuppe durch
ersten Geschiftsquartal um vier Prozent den Kiinstler Andy Warhol 1962 weltweit
zuriick, teilte der Konzern am Dienstag bekannt wurde, mit Problemen. Der
mit. [...] Dank guter Geschifte mit Ge- bereinigte Gewinn je Aktie werde um fiinf
tranken, Soflen und Crackern fielen die Ge- bis sieben Prozent nachgeben, hief} es. In
samterlose jedoch nur um ein Prozent auf Deutschland gehéren die Suppenmarken
2,16 Milliarden Dollar. Erasco und Heisse Tasse zum Sortiment.

Handelsblatt Online vom 22.11.11

193



Es stellt sich die Frage, inwiefern der Umsatzeinbruch vorausgesagt wer-
den konnte. Wir greifen die Problematik am Ende dieses Ergénzungsmoduls
auf. Zunichst wenden wir uns dem Anderungsverhalten einer 6konomischen
Funktion zu, das bisher mit der Grenzfunktion beschrieben wurde. Dieser
Wert ist jedoch nur bedingt aussagekriftig, da er erstens von der verwende-
ten Einheit abhédngt und zweitens keine Aussage iiber den zugrundeliegen-
den Ausgangswert zuldsst. Um die Schiiler fiir diese Problematik zu sensi-
bilisieren, kann die Aufgabe 10.23 bearbeitet werden. Zur Verringerung des
Rechenaufwands empfehlen wir einen Taschenrechner.

Aufgabe 10.23
Die Nachfrage eines Produktes auf einem Markt ldsst sich mit der Funktion
z(p) = —0,1p+5 (p in € pro kg und x in kg) beschreiben.

a) Vergleichen Sie die absolute und relative Anderung der nachgefragten
Menge, wenn der Preis €5 pro kg (€25 pro kg) um €1 pro kg steigt.

b) Welche Information liefert der Grenzabsatz?

c) Untersuchen Sie, wie sich der Grenzabsatz dndert, wenn die abgesetzte
Menge statt in kg in g gemessen wird.

Eine Preiserhhung um €1 pro kg fiihrt fiir alle Preise auf einen Nachfra-
geriickgang von 0,1 kg. Die relativen Anderungen fallen unterschiedlich aus:
Steigt der Preis von €5 pro kg auf €6 pro kg, sinkt die Nachfrage um un-
gefihr 2,2%. Fiir eine Preissteigerung von €25 pro kg auf €26 pro kg fillt
die Nachfrage um 4%. Der Grenzabsatz mit z'(p) = —0, 1 bestitigt, dass fiir
eine Preiserhchung von €1 pro kg die Nachfrage um 0,1 kg zuriickgeht. Ein
Wechsel von kg in g entspricht einem Grenzabsatz von 100 g. Diese Ergebnis-
se zeigen, dass die absolute Anderung keine Information iiber den zugrun-
de liegenden Ausgangswert liefert. Zusétzlich hidngt die Beschreibung der
Anderung des Absatzes von der verwendeten Einheit ab. Mit der relativen
Anderung in Form von Elastizititen lassen sich diese Nachteile vermeiden.
Zunéchst wird mit der folgenden Aufgabe eine Hinfiihrung zur Berechnung
der so genannten Bogen-Elastizitéit gegeben.

Aufgabe 10.24

Gegeben sei die Nachfragefunktion x mit x(p) = —2p + 1000 (p in € pro
Stiick, x in Stiick). Bestimmen Sie die durchschnittliche relative Anderung
(bezogen auf eine 1%-ige Preissteigerung) der nachgefragten Menge, wenn
der Preis ausgehend von €50 pro Stick bzw. €300 pro Stick um €1 pro
Stiick steigt.

Es ergeben sich die Werte x(50) = 900 und z(51) = 898. Die Nachfrage sinkt
um ungefihr 0,22%, wenn der Preis von €50 pro Stiick um €1 pro Stiick
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steigt, was einer relativen Preissteigerung von 2% entspricht. Daraus resul-
tiert eine durchschnittliche relative Nachfrageinderung von —0, 11%, wenn
der Preis um 1% erhoht wird. Analog ergibt sich ein Nachfrageriickgang
von 0,5%, wenn der Stiickpreis von €300 um ungefihr 0,33% steigt. Dies
entspricht einer durchschnittlichen Anderung von —1,5% der nachgefragten
Menge, wenn der Preis um 1% erhoht wird. Die Werte verdeutlichen, dass
eine 1%-ige Anderung des Preises unterschiedliche Auswirkungen auf die
Nachfrage besitzt. Diese Anderung wird in den Wirtschaftswissenschaften
mit der Bogen-Elastizitéit bestimmt:

Es sei die Funktion f in Abhéingigkeit der Variablen = gegeben. Andert sich
xz um Az und f dementsprechend um Af, so heifit das Verhéltnis e (x) der
relativen Verdnderungen Bogen-Elastizitat von f bzgl. z. Es gilt:

Af f(x%))—f(x)
ef(e) =L =—2—

T

Anhand der Aufgabe 10.24 kann die Funktionsweise der Bogen-Elastizitét
aufgezeigt werden. Fiir pg = 300 erhalten wir:

Az 2(301)—x(300)

= 300

ex(p) = ap = I(l L - -L5.

> 300
Die Schiiler sollten darauf aufmerksam gemacht werden, dass der erhaltene
Zahlenwert ohne Dimension ist. Die Bogen-Elastizitéit liefert allgemein die
genaue relative Anderung des Funktionswertes, wenn sich die abhiingige Va-
riable bezogen auf den Ausgangswert um 1% erhoht.

Uber weitere Beispiele lisst sich rasch erkennen, dass die Berechnung der
Bogenelastizitdt sehr zeitaufwéndig ist. Eine Moéglichkeit zur Vereinfachung

stellt der Grenziibergang fiir Ax — 0 dar. Wir greifen die Definition der
Ableitung an der Stelle x( auf:

Mit dieser gilt fiir den Grenzwert der Bogen-FElastizitét:

limz—lim ﬂi = lim ﬂ.f _f/.f
Az—0 AZ Az f Az A0 \ Az f N f

Der durch den Grenziibergang gewonnene Term wird in den Wirtschaftswis-
senschaften als Punkt-Elastizitéit bezeichnet. Er ist wie folgt definiert:
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Sei f eine differenzierbare Funktion. Dann heif3t
_f@
f(z)

Punkt-Elastizitat von f bzgl. x. Die dabei entstehende Funktion € ¢(x) wird
als Elastizitdtsfunktion von f bezeichnet.

ef(@)

Der Zahlenwert der Punkt-Elastizitéit gibt an, um wie viel Prozent sich der
Wert der abhéngigen Variable f ndherungsweise dndert, wenn sich der Wert
der unabhéngigen Variable x bezogen auf den Ausgangswert um 1% erhoht.
Ist im Folgenden von der Elastizitéit die Rede, so bezieht sich dies immer
auf die Punkt-FElastizitit, andernfalls ist dies gesondert gekennzeichnet. In
der Okonomie ist die folgende Sprechweise iiblich: Anstelle von der ,Elas-
tizitdt von f bzgl. x“ zu sprechen, wird der Begriff der , z-FElastizitdt von
f“ verwendet, wobei hier die unabhingige Variable zuerst genannt wird.
Anstelle der ,Elastizitdt der Nachfrage bzgl. des Preises“ ist folglich von
der , Preis-Elastizitit der Nachfrage“ die Rede. Diese Begriffe konnen die
Schiiler anhand der Aufgabe 10.25 {iben.

Aufgabe 10.25
Gegeben sei die Nachfragefunktion x(p) = —0,2p + 10 (z in Stick, p in €
pro Stiick). Bestimmen und interpretieren Sie die Preis-Elastizitit

a) der Nachfrage bei einem Preis von €10,
b) der Nachfrage bei einem Preis von €40,
c¢) des Erloses bei einem Preis von €30.

Fiir die Elastizitdtsfunktion der Nachfrage gilt:

ex(p) = v, 02
’ z(p) —0,2p+10
Mit p; = 10 erhalten wir:
/(10
£.(10) = Z((m)) 10 = —0, 25.

Steigt der Preis p; = 10 um ein Prozent, so sinkt die Nachfrage um ca.
0,25%. Fiir eine 1%-ige Erhohung von ps = 40 geht die Nachfrage um ca.
4% zuriick. Die Elastizitidtsfunktion des Erloses lautet:

_ E(p) o —Odprl0
—0,2p2 + 10p
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Wir erhalten bei einem Preis von p3 = 30 fiir die Preis-Elastizitdt des
Erloses:

E’(30)
E(30)
Der Zahlenwert der Preis-Elastizitdt der Nachfrage bedeutet: Erhoht sich
der Stiickpreis in Hohe von €30 um ein Prozent, dann sinkt der Erlés um
ungefihr 0,5%. An dieser Stelle kann nochmals der Hinweis erfolgen, dass
es sich bei dem Ergebnis um einen Schétzwert handelt.

e5(30) = .30 = —0,5.

Anschlieflend sind 6konomische Funktionen unter dem Aspekt der Elastizitéit
zu untersuchen. Insbesondere der Zahlenwert der Elastizitdt deutet auf eine
kleine oder grofe Anderung der abhingigen Variable hin. Das Vorzeichen
erlaubt eine Aussage iiber die Richtung der Verdnderung. In 6konomischen
Fragestellungen steht die Untersuchung von Preis-Absatz-Funktionen an ers-
ter Stelle. Um sich diesem Thema zu nihern, erhalten die Schiiler Aufgabe
10.26.

Aufgabe 10.26
Ein monopolistisches Unternehmen sehe sich beim Absatz seines Produktes
der folgenden Nachfragefunktion (p in € pro Stick, x in Stick) gegeniiber:

z(p) = —0,5p+100,  p € [0;200]

Bestimmen Sie die Preis-Elastizitdt der Nachfrage fiir Preise von €0 pro
Stiick bis €200 pro Stiick in Schritten von jeweils €25 pro Stiick.

Die Elastizitatsfunktion der Nachfrage lautet:

_07 5p

=) = =55, 100

Mit dieser erhalten wir die in der Tabelle 10.1 dargestellten Ergebnisse. So
fiihrt zum Beispiel eine 1%-ige Steigerung des Preises von €100 pro Stiick auf
einen Riickgang der Nachfrage um ebenfalls ca. 1%. Wihrend die Erhéhung
niedrigerer Preise eine vergleichsweise geringe Reaktion der Nachfrager her-
vorruft, fallt diese fiir Preise iiber €100 pro Stiick stirker aus.

pi 0 25 50 75 100 125 150 175 200
e(p;) 0 -0,14 -0,33 -06 -1 -167 -3 -7 —-o00

Tabelle 10.1: Losungen zur Aufgabe der Preiselastizitat

Der unterschiedlichen Reaktionen der Nachfrager sind die Begriffe aus Ta-
belle 10.2 zugeordnet. Sie kennzeichnen den Grad der Elastizitédt. Dabei
ist ein Grad mit dem entsprechenden Zahlenwert zu verkniipfen. Dies kann
anhand der Aufgabe 10.27 geiibt werden.
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Zahlenwert Reaktion von f Begriff

—l<ep(z) <1 vergleichsweise ~geringere  f ist unelastisch bzgl. z
relative Anderung

speziell: keine Anderung f ist vollkommen
ef(x)=0 unelastisch bzgl.

er(r) > 1 oder vergleichsweise starke re- f ist elastisch bzgl.

er(z) < —1 lative Anderung

speziell: unendlich groBe f ist vollkomen

ef(r) = o0 Anderung elastisch bzgl. x

ef(z) ==+1 betragsméfig gleiche f ist proportional
relative Anderung elastisch bzgl. =

Tabelle 10.2: Okonomische Begriffsbildung bei verschiedenen Werten der Elastizitit

Aufgabe 10.27
Ein monopolistisches Unternehmen sehe sich der folgenden Nachfragefunk-
tion (x in Stick; p in € pro Stick) gegeniiber:

z(p) = —0,2p + 50, p € [0;250].
Fiir welche Preise ist die Nachfrage elastisch?

Die Schiiler kénnen sich durch Probieren einen ersten Uberblick verschaffen.
Moglich ist auch ein allgemeiner Nachweis. Da es sich um eine streng mono-
ton fallende Preis-Absatz-Funktion handelt, nimmt ¢, (p) negative Werte an.
Im elastischen Bereich reagieren die Nachfrager vergleichsweise stirker auf
eine Preiserhohung. Somit lautet der Ansatz: €,(p) < —1. Durch Einsetzen
der Elastizitédtsfunktion €,(p) ergibt sich:
—0,2p

—0,2p + 50
Folglich ist fiir hohere Preise als €125 pro Stiick die Nachfrage elastisch.
Anschlielend sollen die Schiiler den Zusammenhang zwischen der Preis-

Elastizitit der Nachfrage und der zugehorigen Preis-Elastizitidt des Erloses
untersuchen. Hierzu ist die Aufgabe 10.28 zu bearbeiten.

<—-1&-0,2p<0,2p—-50& p>125.

Aufgabe 10.28

Bestimmen Sie zur Nachfragefunktion x mit x(p) = —0,5p+100 (x in Stick;
p in € pro Stick) aus Aufgabe 10.26 fir die angegebenen Preise die Elas-
tizitatswerte des Erloses. Vergleichen Sie diese mit der Preis-Elastizitdt der
Nachfrage.
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Die Elastizitdtsfunktion des Erloses unter Beriicksichtigung der Erlosfunk-
tion E(p) = —0,5p? + 100p lautet:

—p +100

ee(P) = =557 1005 P

Aus der Elastizitdatsfunktion lassen sich die Elastizitdtswerte des Erloses
analog zu denen in Aufgabe 10.26 berechnen. In der Tabelle 10.3 sind diese
zur besseren Ubersicht gemeinsam aufgefiihrt.

Di 0 25 50 75 100 125 150 175 200
ex(pi) 0 -0,14 -0,33 -0,6 -1 -1,67 -3 -7 — —©
eg(pi) —1 0,86 0,67 0,4 0 -0,61 -2 -6 — —o0

Tabelle 10.3: Losungen zum Vergleich der Preis-Elastizitdt von Nachfrage und Erlos

Offensichtlich existiert zwischen den Elastizitdten der Nachfrage und des
Erloses folgender Zusammenhang:

Die Preis-Elastizitét des Erloses ist um 1 grofler als die Preis-Elastizitét der
Nachfrage. Es gilt:
ep(p) = e(p) + 1.

Der Satz ist ein Spezialfall der folgenden Beziehung: Die Elastizitdt einer
Funktion ist um eins grofler ist, als die ihrer Durchschnittsfunktion. Es gilt:

ef(x) = ep(x) + 1.

Zum Beweis dieser Gleichung, benétigen wir einen weiteren Zusammenhang
im Rahmen der Elastizitét:

f(@) = F(@) - (e5(@) + 1) (10.1)

Bewets.
Aus der Definition der Durchschnittsfunktion (vgl. Abschnitt 10.2.3) erhal-
ten wir fiir (z # 0):

fla) === f(z) = f(z) - =

Ableiten von f(z) mittels Produktregel und anschlieBendem Umformen er-
gibt:

f@)=(F@) ) & f@) =T (2) o+ f(z) 1.
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Wir erweitern den ersten Summanden auf der rechten Seite der Gleichung

mit f(x) # 0:

F@) =T @229 LT 10 f@) =T - (f(x)-xﬂ).

=
&

f(z) f(x)

Der erste Term in der Klammer ist per Definition die Elastizitdt der Durch-
schnittsfunktion und der geforderte Zusammenhang aus Gleichung (10.1) ist
nachgewiesen.

O

Eine Division durch f(z) (mit f(z) # 0) in Gleichung (10.1) liefert die
folgende Beziehung:
fl@)=F@) (e5(z) +1) & J;((j)) =e7(z) + L. (10.2)

Zusétzlich ergibt sich aus der Definition der Elastizitdtsfunktion von f:

f@) @ f@
SO= T T T )

T

(10.3)

Da die Quotienten in den Gleichungen (10.2) und (10.3) identisch sind,
koénnen wir diese zusammenfiigen und halten fest:

Zwischen der Elastizitdt einer Funktion f und der Elastizitit der zu-
gehorigen Durchschnittsfunktion f gilt:

ef(z) = e(z) + 1.

Damit kann die urspriingliche Vermutung aus Aufgabe 10.28 bestétigt wer-
den, denn laut Definition ist die Nachfragefunktion die Durchschnittsfunk-
tion der Erlosfunktion. Fiir p # 0 gilt:

E(p) =p-z(p) & z(p) = E]()p)~

Aus dem Zusammenhang der Elastizititen von Funktion und Durchschnitts-
funktion lassen sich weitere ckonomische Zusammenhénge erschlieffen. Wir
verweisen dazu auf die Einstiegsfrage dieses Abschnitts, welche Auswirkun-
gen Preiserhohungen auf den Erls besitzen. Uber den Elastizititsbegriff
konnen wir Konsequenzen iiber die Richtung der Erlosdnderung abschétzen.
Aufgabe 10.29 behandelt den Zusammenhang zwischen der Preis-Elastizitét
der Nachfrage und dem Erlos.
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Aufgabe 10.29
Zeigen Sie die folgenden Zusammenhdnge:

a) Im unelastischen Bereich der Nachfrage steigt der Erlis bei einer Preis-
erhohung um 1%.

b) Im elastischen Bereich der Nachfrage sinkt der Erlos bei einer Preis-
erhohung um 1%.

Beweis.

Wir beschrinken uns auf den Beweis des ersten Satzes, der zweite wird
analog mit umgekehrtem Ungleichheitszeichen gefiihrt. Fiir eine unelastische
Nachfrage gilt:

ex(p) >—-1<e:(p)+1>0&¢ep(p) >0

O

An dieser Stelle kann nochmals auf den in diesem Abschnitt zu Beginn
erwihnten Artikel des Suppenherstellers Campbell eingegangen werden. Die-
ser befand sich demnach im elastischen Bereich der Nachfrage, in dem der
Erlos bei Preissteigerungen sinkt.

Lehrziele:
Aus den beschriebenen Unterrichtsinhalten erhalten wir fiir den Abschnitt
,Preis-Elastizitdt der Nachfrage“ die folgenden Lehrziele. Die Schiiler...

— ... unterscheiden zwischen der absoluten und der relativen Anderung
einer Grofle.

— ... ordnen einen Grad der Elastizitéit ihrem Zahlenwert zu und umge-
kehrt.

— ... berechnen und interpretieren die Preis-Elastizitét der Nachfrage und
des Erloses.

— ... erkennen und beweisen 6konomische Zusammenhénge im Umfeld
der Preis-Elastizitdt der Nachfrage.
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11 Anderung 6konomischer Funktionen II

Die Unterrichtseinheit ,,Anderung ckonomischer Funktionen II¢ greift den
Begriff der Ableitung auf und erweitert die Analyse 6konomischer Funk-
tionen mittels zweiter Ableitung. Die Einheit richtet sich an Schiiler der
Sekundarstufe II. Bei der Konzeption orientieren wir uns an den Zielen der
Leitidee ,,funktionaler Zusammenhang*, die sich in den Bildungsstandards
Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife (vgl. KMK 2012, S. 20) und
den in Abschnitt 6.4 aufgefiihrten fundamentalen Ideen der Analysis wie-
derfinden. Die fachtheoretischen Grundlagen der Konzeption sind in den
Kapiteln 2 und 3 aufgefiihrt. Die Unterrichtseinheit baut auf der vorherigen
auf und setzt voraus, dass die Schiiler die Bedeutung der ersten Ableitung
einer Funktion als Grenzfunktion kennen.

11.1 Inhaltliche und konzeptionelle Zusammenfassung

Die Unterrichtseinheit ,, Anderung skonomischer Funktionen IT¢ umfasst ein
Basismodul und drei inhaltlich passende Ergénzungsmodule. Das Basismo-
dul ist in drei Abschnitte unterteilt:

1. Analyse ertragsgesetzlicher Kostenfunktionen mittels zweiter Ablei-
tung

2. Die natiirliche Exponentialfunktion als 6konomische Funktion
3. Wiederholungs- und Vertiefungsaufgaben.

Die einzelnen Abschnitte sind inhaltlich aufeinander abgestimmt und soll-
ten chronologisch unterrichtet werden. Unterstiitzung erhélt das Basismodul
durch folgende Ergénzungsmodule:

1. Analyse von Elastizitétsfunktionen (GTR)
2. Approximation von Funktionen
3. Okonomische Funktionen mit zwei Variablen.

Abbildung 11.1 zeigt einen moglichen zeitlichen Ablauf der Unterrichtsein-
heit. Die Ergénzungsmodule wurden an zeitlich passender Stelle eingefiigt
und erweitern die Inhalte aus dem Basismodul. Zur Analyse von Elasti-
zitdtsfunktionen empfehlen wir die Verwendung eines grafikfihigen Taschen-
rechners®!. Das Erginzungsmodul zur Approximation von Funktionen fiihrt
die lineare Approximation von Funktionen mittels Tangente auf hoherer
Ebene fort. Die Analyse von ékonomischen Funktionen mit zwei Variablen
kann als Einstieg in die Analysis mehrerer Verdnderlicher dienen.

5! Alternativ ldsst sich das Erginzungsmodul mit einem geeigneten Computerprogramm
bearbeiten.
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Abbildung 11.1: Mboglicher zeitlicher Ablauf der Unterrichtseinheit ,Anderung
6konomischer Funktionen I1¢

11.2 Das Basismodul

11.2.1 Analyse ertragsgesetzlicher Kostenfunktionen mittels
zweiter Ableitung

In den vorherigen Unterrichtseinheiten haben wir charakteristische Punkte
okonomischer Funktionen wie etwa den maximalen Erlés oder den maxima-
len Gewinn mittels erster Ableitung bestimmt. Ertragsgesetzliche Kosten-
funktionen besitzen aufgrund ihres Monotonieverhaltens keine lokalen Ex-
tremstellen, was sie aus mathematischer Sicht interessant macht. Die Hinzu-
nahme der zweiten Ableitung erlaubt uns, das Kriimmungsverhalten dieser
Funktionen zu untersuchen: Es fiihrt auf eine Stelle, bei der fallende Grenz-
kosten in steigende iibergehen. Im Fall einer ertragsgesetzlichen Kostenfunk-
tion nehmen die Grenzkosten ein Minimum an, das den kleinsten Kosten-
anstieg kennzeichnet. Der Graph der Funktion wechselt an dieser Stelle von
einer Rechts- in eine Linkskriimmung. Aufgabe 11.1 kann als Hinfiihrung
zur Bedeutung der zweiten Ableitung im 6konomischen Umfeld dienen.
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Aufgabe 11.1
Bestimmen Sie das Minimum der Grenzkosten folgender Kostenfunktionen.

a) K(x) =23 — 62% + 162 + 20
b) K(x)=0,1z3 — 322 + 180z + 100

Die Grenzkostenfunktion in Teilaufgabe a) lautet K'(x) = 322 — 12z + 16.
Sie besitzt ein lokales Minimum®? an der Stelle ;1 = 2, das gleichzeitig
das globale Minimum darstellt. Es gilt: K”(2) = 0 und K”(x) wechselt an
der Stelle x; = 2 das Vorzeichen von — — + mit z. B. K”(1) = —6 so-
wie K”(3) = 6. Aus K'(2) = 4 folgt, dass der Kostenanstieg von 2 auf
3 produzierte Mengeneinheiten mit ca. 4 GE am geringsten ausfillt. Die
Kostenfunktion besitzt somit fiir x < 2 fallende Grenzkosten und fiir z > 2
steigende Grenzkosten. Ein analoges Vorgehen in Teilaufgabe b) fithrt auf die
Losung z9 = 10 mit K'(10) = 150. Das Minimum der Grenzkosten besitzt in
der Regel einen positiven Funktionswert, da von einer streng monoton stei-
genden Kostenfunktion ausgegangen wird. Jedoch ist es u. E. fiir schulische
Zwecke dienlich, wenn wir eine monoton steigende Funktion voraussetzen,
da dies die Existenz eines Sattelpunktes erlaubt. Zwar ist das Minimum der
Grenzkosten in diesem Fall gleich null, die genaue Anderung bleibt positiv.
Aufgabe 11.2 greift diese Thematik auf.

Aufgabe 11.2
Gegeben sind zwei ertragsgesetzliche Kostenfunktionen mit:
Ki(x) = 2% — 3022 4 310z + 300 und Ky(x) = x® — 1522 + 75z + 25.

a) Bestimmen Sie das Minimum der Grenzkosten von Ki(x) und Ks(x).
b) Interpretieren Sie die Ergebnisse aus Teilaufgabe a).

Fiir K;(x) erhalten wir aus der Gleichung K{(z) = 0 die Losung x; = 10.
K{(z) besitzt in einer Umgebung von z1 einen VZW von — — +, folglich
liegt fiir K1(10) = 10 ein lokales Minimum vor, das gleichzeitig global ist.
Die geringste Kostenzunahme fiir K;(x) fillt bei einer Steigerung der Pro-
duktion von 10 ME auf 11 ME an und betrégt ca. 10 % Fiir Ko(x) ergibt
sich analog die Losung xzo = 5 mit K}(5) = 0. Die geringste Kostenzunahme
findet bei einer Ausweitung der Produktion von 5 ME auf 6 ME statt und
betrégt ca. 0 % Es ist zu betonen, dass K5(5) eine Néherung darstellt.
Die genaue Anderung ist positiv und betréigt K2(6) — K2(5) = 1. Abbildung
11.2 (a) zeigt, dass der Graph von K;i(z) an der Stelle z; = 10 eine po-
sitive Tangentensteigung besitzt. Abbildung 11.2 (b) veranschaulicht, dass
die Tangente an den Graphen von Ky(x) an der Stelle x5 = 5 parallel zur
x—Achse ist.

52Bei der Bearbeitung der Aufgabe machen Schiiler oft den Fehler, dass sie nach einer lo-
kalen Extremstelle der Kostenfunktion suchen. Dies ist jedoch aufgrund des 6konomischen
Verlaufs von Kostenfunktionen nicht sinnvoll, da Kosten (streng) monoton ansteigen.
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Abbildung 11.2: Graph einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion mit (a) einem Wende-
punkt ohne waagrechte Tangente und (b) einem Sattelpunkt

Die Aufgabe 11.2 fiithrt auf die Definition eines Sattelpunktes. Fiir diesen
gilt:

Der Wendepunkt W (zw | f(zw)) einer Funktion f heifit Sattelpunkt, wenn
zusétzlich gilt:

f'(xzw) =0.

Anschlieflend bietet sich eine Aufgabe zum vorstellungsorientierten Arbeiten
an.

Aufgabe 11.3

Gegeben sei eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion. An der Stelle xg = 3 lie-
ge das Minimum der Grenzkosten. Skizzieren Sie die Graphen einer Grenz-
funktion K' sowie von K".

Fiir eine streng monoton steigende Kostenfunktion, sind die Grenzkosten
positiv®3. Aufgrund fallender Grenzkosten fiir x < 3 ist K”(x) negativ. Fiir
x > 3 steigen die Grenzkosten, wodurch K”(z) positiv ist. Eine ertragsge-
setzliche Kostenfunktion ist von der Form K (x) = ax®+bx?+cx+d. Folglich
ist der Funktionsterm von K'(x) eine quadratische Funktion und von K" (z)
eine lineare Funktion. Abbildung 11.3 zeigt eine méogliche Darstellung?®?.

53Fiir eine monoton steigende Kostenfunktion reicht es aus zu fordern, dass die Grenz-
kosten nicht negativ sind.

®41n der Literatur findet man oft den Graphen einer Kostenfunktion und deren Ableitung
in einem Schaubild. Dies ist zur besseren Veranschaulichung der Stelle des Wendepunktes
von K und dem Minimum von K’ durchaus geeignet. Wir bevorzugen eine separate Dar-
stellung, da K, K’ und K" unterschiedliche Einheiten besitzen. Z. B. werden Kosten in
GE, Grenzkosten in % gemessen.
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Abbildung 11.3: Graph einer (a) Grenzkostenfunktion und (b) der Ableitung einer Grenz-
kostenfunktion

An dieser Stelle bietet es sich an die Koeffizienten ertragsgesetzlicher Kos-
tenfunktionen ndher zu untersuchen. Wir beginnen mit der Aufgabe 11.4, in
der lediglich ein Parameter zu bestimmen ist.

Aufgabe 11.4
Gegeben sei die folgende Funktionenschar K,:

K (z) = 2° 4 ax® + 27z + 45.

Bestimmen Sie alle Werte von a, fir die K, eine ertragsgesetzliche Kosten-
funktion ist.

Der Parameter « ist derart anzugeben, dass der Graph von K im 1. Quadran-
ten eines kartesischen Koordinatensystems einen Wendepunkt aber keine
Hoch- und Tiefpunkte besitzt. Betrachten wir zuerst die Monotonie von K.
Die Gleichung K/ (z) = 0 fiihrt mittels einer quadratischen Losungsformel

auf:
1 a2
=——41/—= -9
1,2 3 9

Die Gleichung K/ (x) = 0 besitzt fiir a;2 = £9 jeweils eine Losung und
fir a € (—9;9) keine Losung. Folglich ist K,(x) fiir a € [—9;9] monoton
steigend. Die Wendestelle von K, () ist fir K (zw) = 0 bei xy = —§ zu
finden. Fiir a > 0 ist zy < 0. Damit ist K,(x) fiir —9 < a < 0 eine ertrags-
gesetzliche Kostenfunktion. Im Anschluss an diese Aufgabe bietet es sich an,
alle Parameter einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion zu untersuchen.

Aufgabe 11.5
Gegeben sei die Funktion K (z) = az®+bx? + cx +d. Bestimmen Sie die Pa-

rameter a,b,c und d derart, dass es sich bei K(x) um eine ertragsgesetzliche
Kostenfunktion handelt.
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Es ergeben sich folgende Uberlegungen: Die Fixkosten sind gréfier oder gleich
null, folglich ist d > 0. Die Kosten sind fiir zunehmende Mengen monoton
steigend®. Daraus folgt:

K'(z) > 0 < 3az® 4 2bx + ¢ > 0.

Speziell fiir zp = 0 ist K'(0) = ¢ und somit ¢ > 0 zu wiihlen. Im ers-
ten Quadranten eines kartesischen Koordinatensystems besitzt K (x) einen
Wendepunkt. Bei diesem geht der Graph von K(x) von einer Rechts- in
eine Linkskriimmung iiber. Hier liegt das Minimum der Grenzkosten. Die
Wendestelle xy erhalten wir mittels zweiter Ableitung:
i b
K" (zw) :O<:>6axW—|—2b:0<:>xW:—£.
Aus K" (x) = 6a > 0 (Minimum von K') folgt a > 0. Folglich ist b < 0 zu
wéhlen, da xy nur positive Werte annehmen kann. Da K (z) monoton stei-
gend ist, existieren keine Extremwerte. Ansonsten fallen die Kosten in einem
Intervall, was ckonomisch nicht sinnvoll ist. Wir betrachten die Gleichung
K'(z) =0:
3ax? +2bz +c=0

Diese Gleichung darf keine zwei Losungen besitzen. Mithilfe einer quadrati-
schen Losungsformel erhalten wir:

b b2 c
=——+4/— - —.
12 3a 9a® 3a
Damit diese Gleichung hochstens eine Losung besitzt, muss die Diskrimi-
nante kleiner oder gleich null sein. Fiir @ > 0 gilt:

P o o s <oea’ <3
9a2 3a — 9a2 ~ 3a v = Pae = oac

Fiir b> = 3ac besitzt der Graph der Kostenfunktion einen Sattelpunkt. Ist
b?> > 3ac, dann besitzt die Funktion K (z) fiir z > 0 lokale Extremstellen
und ist aufgrund der Monotonie keine Kostenfunktion. Wir halten fest:

Fiir eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion der Form
K(z) = az® + bz + cx +d

gilt: a >0,b<0,c>0,d>0, b> < 3ac.

55Wir lassen die Existenz eines Sattelpunktes zu.

—2b++/4b2—-12ac
6a

56Die quadratische Losungsformel x; o = fithrt zur gleichen Aussage.
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Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Analyse ertragsgesetzlicher Kostenfunktionen mittels
zweiter Ableitung® ergeben sich fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Sie...

— ... bestimmen und interpretieren das Minimum der Grenzkosten.

— ... identifizieren am Beispiel einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion
eine Extremstelle der Ableitung als Wendestelle der Funktion.

— ... bestimmen die Koeffizienten einer ertragsgesetzlichen Kostenfunk-
tion mittels erster und zweiter Ableitung.

11.2.2 Die natiirliche Exponentialfunktion als 6konomische Funk-
tion

Zur Beschreibung 6konomischer Zusammenhénge eignen sich neben ganz-
rationalen Funktionen auch Exponentialfunktionen. Zum Einstieg dient die
Aufgabe 11.6, fiir die wir zur Bestimmung der Regressionsmodelle die Ver-
wendung eines Rechners®” mit entsprechender Funktion empfehlen.

Aufgabe 11.6

Ein Busunternehmen reserviere pro Wochenende 400 Pldtze fiir eine Fahrt
in die Berge. In der Tabelle 11.1 sind von den letzten drei Wochenenden
jeweils der Preis pro Person und die Anzahl der zahlenden Mitfahrer auf-
gelistet. Modellieren Sie mittels Regression eine lineare, quadratische und
exponentielle Nachfragefunktion x(p). Nennen Sie Grinde, die fiir eine ex-
ponentielle Nachfragefunktion sprechen.

Woche Preis in € pro Fahrkarte Anzahl Reisender

1 20 125
2 30 50
3 60 6

Tabelle 11.1: Anzahl der Reisenden in Abhéngigkeit vom Fahrkartenpreis

Abbildung 11.4 (a) zeigt die Graphen der linearen und quadratischen Re-
gression. Fiir die lineare Nachfragefunktion gilt (gerundet auf zwei Nach-
kommastellen):

x1(p) = —2,63p + 165, 65.

Der Graph von z; liegt anschaulich am weitesten von den Punkten entfernt
und liefert fiir Preise iiber ca. €63 pro Fahrkarte keine sinnvollen Werte

5T Alternativ kénnen die Berechnungen auch mit einem Computerprogramm wie Excel
durchgefiihrt werden.
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Abbildung 11.4: Graphen von (a) linearer und quadratischer sowie (b) exponentieller Re-
gression zur Fahrkartenaufgabe

mehr. Der Funktionsterm der quadratischen Regression lautet (gerundet auf
zwei Nachkommastellen):

z2(p) = 0, 15p* — 15,04p + 365, 50.

Der Graph von zo approximiert die Punkte am Besten, besitzt jedoch kei-
nen geeigneten dkonomischen Verlauf: Er befindet sich zeitweise unter der
Abszissenachse, so dass zum Beispiel fiir einen Preis €50 pro Fahrkarte die
Anzahl der Reisenden negativ wire. Nach dem Minimum steigen die Funkti-
onswerte an, was unterstellt, dass fiir einen hoheren Preis mehr Buchungen
eingehen. Fiir die exponentielle Nachfragefunktion erhalten wir (gerundet
auf zwei Nachkommastellen):

x3(p) = 517,95¢ 08P,

Diese besitzt die zuvor genannten Nachteile nicht, wie der Graph von xj
in Abbildung 11.4 (b) zeigt. Somit ist es 6konomisch sinnvoll, das Modell
einer exponentiellen Nachfragefunktion zu verwenden. In Aufgabe 11.7 ist
ein Erlosmaximum im Umfeld der natiirlichen Exponentialfunktion zu be-
stimmen. Zur Ableitung sollten den Schiilern die Ketten- sowie Produktregel
bekannt sein. Die Verwendung eines Taschenrechners ist nicht nétig, sofern
mit dem Ndherungswert e ~ 3 gearbeitet wird.

Aufgabe 11.7
Ein monopolistisches Unternehmen setze sein Produkt mit der Preis-Absatz-
Funktion p(z) =10 - e=%1% ab (Menge x in Stiick, Preis p in € pro Stiick).

a) Zeigen Sie, dass die Grenzerlosfunktion E'(x) = e~ %1%.(10—z) lautet.
b) Bestimmen und interpretieren Sie fiir r1 = 0 den Grenzerlis.

¢) Fiir welche Menge wird der Erlos maximal? Wie hoch ist dieser?
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Der Erlos berechnet sich als Produkt aus Preis und Menge. Folglich gilt fiir
die Erlosfunktion:

E(z) = (10- e %) . 2 = 102 - e~ 1%,

Mittels Produkt- und Kettenregel erhalten wir die angegebene Grenzerlos-
funktion. Fiir die Teilaufgabe b) ist E’(0) = 10. Das bedeutet, dass fiir eine
Absatzsteigerung von 0 auf 1 Stiick der Erlos (ndherungsweise) um ca. €10
steigt. Aus der notwendigen Bedingung fiir eine lokale Extremstelle erhalten
wir die folgende Gleichung:

e (10 —x) = 0.

Der erste Faktor ist fiir z € R positiv, daher liegt die einzige Losung bei
r1 = 10. Mit E'(9) = ¢7%? > 0 und E’(11) = e~ b1 . (=1) < 0 erhalten wir
fiir E'(z) in einer Umgebung von x5 einen VZW von + — —. Folglich liegt
an der Stelle z; ein lokales Maximum vor. Mit E(10) = 100-e~! ~ 130 gilt:
Beim Absatz von 10 Stiicken erzielt das Unternehmen den gréfiten Erlos in
Hohe von ca. €33,33.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Die natiirliche Exponentialfunktion als ékonomische
Funktion“ ergeben sich fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... erkennen den Nutzen der natiirlichen Exponentialfunktion zur Be-
schreibung 6konomischer Sachverhalte.

— ... unterscheiden zwischen linearem, quadratischem und exponentiel-
lem Wachstum.

— ... bestimmen das Erlésmaximum beim Vorliegen einer exponentiellen
Preis-Absatz-Funktion.

11.2.3 Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung

In diesem Abschnitt bieten wir Aufgaben an, die die Inhalte aus dem Basis-
modul der Unterrichtseinheit , Anderung 6konomischer Funktionen II¢ wie-
derholen und vertiefen. Zunéchst greifen wir in Aufgabe 11.8 die Parameter
einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion auf.

Aufgabe 11.8

Bestimmen Sie einen Funktionsterm K einer ertragsgesetzlichen Kosten-
funktion mit K(x) = ax® + bx?® + cx + d, fir die an der Stelle xo = 8 die
Grenzkosten minimal werden.
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Wir skizzieren einen moglichen Losungsweg. Aus K”(x) = 0 resultiert die
Gleichung:
6ax + 2b = 0.

Einsetzen von xg = 8 fiithrt auf:
48a + 2b = 0.

Fir a > 0 und b < O stellt z. B. a = 0,5 und b = —12 eine Ldsung der
Gleichung dar. Aus b% < 3ac withlen wir z. B. ¢ = 100. Fiir Fixkosten in
Hohe von 50 GE erhalten wir folgende ertragsgesetzliche Kostenfunktion:

K(z) = 0,52 — 122% 4+ 100z + 50.

Aufgabe 11.9 greift die Interpretation 6konomischer Zusammenhinge an-
hand der Graphen von Grenzfunktionen auf.

Aufgabe 11.9

Abbildung 11.5 zeigt die Graphen einer Grenzerlésfunktion E' und einer
Grenzkostenfunktion K' in Abhingigkeit von der Menge x (E' und K' in €
pro Stiick, x in Stiick). Erliutern Sie die Bedeutung der Punkte A, B und
C im vorgegebenen Ausschnitt.

E'K’
! /
40 \

30 +

20

10

0 | |

-10 F

Abbildung 11.5: Schaubild einer Grenzerlos- und Grenzkostenfunktion

In Teilaufgabe a) ist im Punkt A das Minimum der Grenzkosten abzule-
sen. Eine Steigerung der Produktion von z; =~ 6 um ein Stiick fiihrt auf
die kleinste Kostenénderung von etwa €4 pro Stiick. In Punkt B schneiden
sich die Graphen von E’(z) und K'(z). Die Gleichung F'(z) = K'(z) ist die
notwendige Bedingung zur Bestimmung des Gewinnmaximums, das an der
Stelle 2 ~ 8 zu finden ist. Fiir z < 8 ist G'(z) = F'(x) — K'(z) > 0 und fiir
x> 8ist G'(x) = E'(x) — K'(z) < 0, somit ist z¢ ~ 8 die gewinnmaximale
Menge. Uber den maximalen Gewinn kann anhand der Graphen von E'(z)
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und K'(z) keine Aussage gemacht werden. In Punkt C schneidet der Graph
der Grenzerlosfunktion die z—Achse. Somit ist fiir 29 ~ 10 der Grenzerlos
gleich null. Da E’(x) in einer Umgebebung von x5 einen Vorzeichenwechsel
von + — — besitzt, liegt hier das Erlosmaximum vor. Aufgabe 11.10 behan-
delt die Analyse einer exponentiellen Nachfragefunktion. Wir empfehlen die
Verwendung eines Taschenrechners.

Aufgabe 11.10
Ein monopolistisches Unternehmen sehe sich der folgenden Nachfragefunk-
tion gegeniiber (r: abgesetzte Menge in Stiick; p: Preis in € pro Stiick):

z(p) =72 0P

a) Geben Sie fir einen Preis in Hohe von €6 pro Stick die abgesetzte
Menge an.

b) Bestimmen Sie den Preis pro Stiick zum Absatz von zwélf Stiicken.

¢) Bei welchem Preis fiihrt eine Erhéhung um €1 pro Stick auf einen
Riickgang der Nachfrage von 0,20 Stiick? Berechnen Sie den Wert ge-
nau und ndherungsweise mittels erster Ableitung.

Die Losung von Teilaufgabe a) lautet 21 ~ 39,51. Fiir einen Preis von €6
pro Stiick verkauft das Unternehmen ungefihr 40 Stiick. Teilaufgabe b) fiihrt
auf folgende Gleichung:

12="72-¢ 07

Diese ist nach p aufzulésen. Wie erhalten p; ~ 17,918, d. h. bei einem
Stiickpreis von €17,92 liegt der Absatz bei zwolf Stiicken. Die genaue Losung
von Teilaufgabe c¢) resultiert aus folgender Gleichung:

z(p+1)—z(p) =-0,2

Da es sich um einen Absatzriickgang handelt, ist auf der rechten Seite der
Gleichung das Vorzeichen zu beachten. Die Gleichung besitzt die Losung
p2 = 35,34. Erhoht das Unternehmen den Stiickpreis von €35,34 um einen
Euro, geht der Absatz um 0,2 Stiick zuriick. Uber die Ableitung der Nach-
fragefunktion erhalten wir einen N&herungswert fiir den Absatzriickgang.
Die Gleichung z/(p) = —0, 2 liefert den Wert ps ~ 35,84, der vom genauen
Wert um ca. 0,50 abweicht.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,Aufgaben zur Wiederholung und Vertiefung“ ergeben
sich fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... vertiefen die Erkenntnisse aus der Analyse von Parametern einer
ertragsgesetzlichen Kostenfunktion.
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— ... interpretieren die Graphen von Grenzfunktionen.

— ... untersuchen eine exponentielle Nachfragefunktion mittels erster Ab-
leitung.

11.3 Die Erginzungsmodule
11.3.1 Analyse von Elastizitétsfunktionen (GTR)

In diesem Abschnitt analysieren wir Elastizitdtsfunktionen, die in der Unter-
richtseinheit ,, Anderung 6konomischer Funktionen I¢ im Ergéinzungsmodul
,Preis-Elastizitdt der Nachfrage® zu finden sind. Zur Verringerung des Re-
chenaufwands und zum Zeichnen von Funktionsgraphen empfehlen wir die
Verwendung eines grafikfihigen Taschenrechners (GTR) oder eines Com-
puterprogramms. Zunéchst bietet es sich an, die wichtigsten Begriffe und
Zusammenhénge in diesem Umfeld zu wiederholen. Die Elastizitdtsfunktion
einer Funktion f berechnet sich fiir f(x) # 0 zu:
/

(z)
f(z)

Im Umfeld der Elastizitét ist die Durchschnittsfunktion von Bedeutung. Fiir
diese gilt mit x # 0:
f(x)

?(5'3) = T

Neben der Elastizitdt einer Funktion ldsst sich die Elastizitédt ihrer Ablei-
tungsfunktion untersuchen. Obwohl dies in der Literatur zur Wirtschaftsma-
thematik nicht thematisiert wird, ergeben sich interessante mathematische
Zusammenhinge. Als Finstieg bietet sich Aufgabe 11.11 an.

ef(z) =

Aufgabe 11.11
Gegeben sei die Funktion f(r) = 23 — 822 + 24z + 50.

a) Zeichnen Sie fir 0 < x <20 den Graphen von €¢(x).

b) Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen von e¢(z) mit (e¢(x))" = 0.
Geben Sie die zugehdrigen Extremwerte an.

c¢) Zeichnen Sie in das bestehende Schaubild den Graphen von ey (x) ein.

d) Bestimmen Sie die Funktionswerte € (x) an den Extremstellen von
ef(x) aus Aufgabe b). Vergleichen Sie die Werte von ey(x) und €y (x)
an diesen Stellen.

Abbildung 11.6 zeigt die Graphen der Elastizitdtsfunktionen von Funktion
und Ableitung. Die Elastizitatsfunktion von f besitzt in 0 < z < 20 drei
lokale Extremstellen:
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Abbildung 11.6: Graphen der Elastizitéitsfunktionen von f und f’

— 21~ 0,94 mit y; =~ 0, 16.
— o =~ 2,50 mit yo ~ 0,09.
— x3 ~ 13,36 mit y3 =~ 3,48.

Das lokale Maximum M (z1|y1) der Elastizitédtsfunktion von f liefert die
Information, dass eine 1%-ige Erhohung von z1 ~ 0,94 eine in dieser Umge-
bung gréfite relative Funktionswertéinderung von ca. 0,16% nach sich zieht.
Analog sind die weiteren lokalen Extrema zu interpretieren. Anschlieffend ist
die Elastizitéitsfunktion von f’ zu betrachten. Es zeigt sich, dass der Elasti-
zitédtswert von f’ in den Stellen mit waagrechter Tangente von € f(x) um eins
geringer ausfiillt, als der von e¢(x). Beispielhaft sei hier der Elastizitétswert
von f’' mit e4/(13,36) ~ 2,48 aufgefithrt. Wir halten fest:

Es sei die Funktion f im Intervall [a; b] definiert und differenzierbar. Fiir ein
zo € [a;b] gelte weiterhin (ef(z¢))" = 0. Dann gilt:

Ef(wo) = Ef/(xo) + 1.

Beweis. Wir setzen voraus, dass € () differenzierbar ist. Die Definition der
Elastizitét liefert fir f(x) # 0 und = # 0:

ctr=or (532) 0o () -0 (52) -

Der letzte Schritt erfolgt aus der Definition einer Durchschnittsfunktion.
Mittels Quotientenregel folgt fiir diesen Quotienten:

@Y @ F@ - @) T
<f<x>> —Ue o) B

(f
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Mit einigen elementaren Umformungen fiithrt die vorherige Gleichung auf:
— —
(@) F@) = (@) T (@) (11.1)
Fiir den Term ?/(x) gilt nach der Definition einer Durchschnittsfunktion:

F) (f(;))’ N CEEYC)

Dies setzen wir in Gleichung (11.1) ein und verwenden wiederholt die Defi-
nition einer Durchschnittsfunktion.
/ " !
x x f'(x) fx)  f(=)
Auf der linken Seite der Gleichung steht per Definition die Elastizitét der
Grenzfunktion f’ und auf der rechten Seite die Elastizitéit der Funktion f.
Wir erhalten:

Ef/(x) = Ef(l’) —1 @é‘f/(a?) +1= Ef(x).

Sei zq die Stelle, an der die Ableitung der Elastizitdtsfunktion verschwindet.
Dann muss gelten:

(e7(z0))" = 0 & epr(wo) + 1 = e5(o).
O

Damit haben wir eine Beziehung zwischen den Elastizititen von f und f’
gefunden. Wir greifen den Zusammenhang zwischen den Elastizitidten einer
Funktion sowie ihrer Durchschnittsfunktion aus Abschnitt 10.3.3 auf. Dieser
besagt, dass die Elastizitét einer Funktion immer um eins gréfler ist als die
Elastizitét der Durchschnittsfunktion. Daraus resultiert:

In den Extremstellen der Elastizitdtsfunktion einer Funktionif gilt: Die Elas-
tizititen der Ableitung f’ und der Durchschnittsfunktion f sind identisch
und gleichzeitig um eins kleiner als die Elastizitdt der Funktion f.

Die gefundenen Zusammenhénge im Umfeld von Elastizitétsfunktionen sind
jedoch nicht 6konomisch interpretierbar, wie wir in Abschnitt 2.2.4 erlautert
haben. Sie zeigen jedoch, wie aus einer Anwendung in einem 6konomischen
Kontext ein innermathematisches Thema entsteht.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,, Elastizitét als relative Funktionsdnderung® ergeben sich
fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... finden mathematische Zusammenhénge im Bereich der Elastizitéts-
funktionen heraus.

— ... erfassen Elastizitatsfunktionen als innermathematisches Thema mit
eigenen Zusammenhéngen.
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11.3.2 Approximation von Funktionen

In Abschnitt 10.3.1 haben wir die Grundvorstellung einer Tangente als lokale
Linearisierung an einen Funktionsgraphen eingefiihrt. Die Idee der Appro-
ximation lésst sich durch nicht lineare Funktionen wie Polynomfunktionen
weiterfithren. Fiir diese gilt:

Eine Funktion f : R — R der Form
f(z) =ao+ a1z + agr? + azz® + ... + apz”

heifit Polynomfunktion mit den Koeffizienten ag, aq, ..., a,. Die Zahl n € N
ist der Grad von f.

Eine Tangente stellt eine Polynomfunktion vom Grad 1 dar (synonym: li-
neares Polynom). Diese ist an der Stelle @ mit dem Funktionswert und der
ersten Ableitung der Funktion identisch. Polynomfunktionen héheren Gra-
des approximieren eine Funktion lokal exakter als eine Tangente, da fiir eine
Polynomfunktion etwa vom Grad 2 (quadratisches Polynom) zusitzlich die
zweite Ableitung an der Stelle a identisch ist. Fine Polynomfunktion vom
Grad 3 (kubisches Polynom), die im Funktionswert und den ersten drei Ab-
leitungen mit einer Funktion an einer Stelle iibereinstimmt, stellt eine noch
genauere lokale Approximation dar. Dies kann mit Aufgabe 11.12 geiibt
werden.

Aufgabe 11.12
Gegeben sei die Funktion f(r) = 23 + 52? —x + 1.

a) Bestimmen Sie Polynomfunktionen vom Grad 1,2 und 3, die mit f an
der Stelle a = 0 im Funktionswert und im Wert der ersten Ableitungen
identisch sind.

b) Skizzieren Sie die Graphen von f, t; und ta in ein Schaubild.

Das Polynom vom Grad 1 besitzt folgende Form:
ti(z) = ap + aiz.
Aus t1(0) = £(0) und ¢;(0) = f’(0) erhalten wir das LGS:

ag + a;-0 = 1
al = -1
Das LGS besitzt die Losungen ag = 1 sowie a; = —1. Daraus resultiert das

lineare Polynom t;(z) = 1 —=, das der Tangente an f(z) in a = 0 entspricht.
Ein Polynom vom Grad 2 ist von der Form:

ta(z) = ag + a1 + asx®.
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Abbildung 11.7: Approximation einer Funktion an der Stelle @ = 0 durch Polynome vom
Grad 1 und 2

Aus t2(0) = £(0), £,(0) = £/(0) und t4(0) = £"(0) folgt:

a + a1-0 + ax-0 = 1
a1 + 2a9-0 = -1
2a0 = 10.
Das LGS besitzt die Losungen ag = 1, a; = —1 sowie ao = 5. Folglich

lautet das quadratische Polynom to(x) = 1 — z + 522 und stimmt mit f
bis zum Grad 2 iiberein. Wir vermuten, dass das kubische Polynom t3(z)
mit f(z) identisch ist, was sich auch rechnerisch bestéitigt. Abbildung 11.7
zeigt die Approximation des Graphen von f an der Stelle @ = 0 durch die
Polynome t;(x) sowie t2(x). Es ist zu erkennen, dass der Graph von ty(x)
sowohl in der Steigung als auch in der Kriimmung mit dem Graphen von
f(z) iibereinstimmt. Daraus resultiert auch anschaulich eine genauere lokale
Approximation von f(z) im Vergleich zu ¢;(z). Mit Aufgabe 11.13 kann eine
Verallgemeinerung zur Approximation von Funktionen an der Stelle a = 0
erfolgen.

Aufgabe 11.13
Gegeben sei eine beliebige Funktion f(z).

a) Bestimmen Sie lineare, quadratische und kubische Polynomfunktionen,
die mit f(x) an der Stelle a = 0 im Funktionswert und im Wert der
Ableitungen tbereinstimmen.

b) Geben Sie das Niherungspolynom vom Grad n an.

Das lineare Polynom stimmt mit f an der Stelle a = 0 in Funktionswert und
der ersten Ableitung iiberein und lautet:

hi(z) = £(0) + £/(0) - .
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Fiir das quadratische Polynom mit t3(x) = ag + a1z + azx?, das mit f(x)
im Funktionswert und den ersten beiden Ableitungen identisch ist, erhalten
wir aus t2(0) = f(0), t5(0) = f/(0) und t5(0) = f”(0) das LGS:

ayg -+ CL1'0 + GQ‘O = f(O)
a1+ 2a3-0 = f(0)
2(12 = f”(()).

Das LGS besitzt die Losungen ag = f(0), a1 = f/(0) sowie ag = % f”(0).
Folglich lautet die allgemeine quadratische Polynomfunktion:

tx) = FO)+ F(0) - a + 5 £(0) -2

Analog gilt fiir das kubische Polynom:

ta(a) = FO)+ F(0) -+ 5 f(0) o + 5 f(0) -

Setzen die Schiiler diese Vorgehensweise fort, erhalten sie fiir as = 57 f””(0)
bzw. a5 = % - f"(0). Allgemein ist fiir 1 = 1,2,3,...,n:

ai = = f0(0).

7!

Dabei ist £ die i-te Ableitung von f. Mit il =1-2-3-...-4 und 0! = 1 gilt:

Sei f : D — R eine n-mal differenzierbare Funktion. Das Ndherungspolynom

1

~ 90 ;
T(x) = Z T
i=0
heifit Taylorpolynom n-ten Grades zur Funktion f an der Stelle a = 0.

Mit Aufgabe 11.14 koénnen die Schiiler das Aufstellen sowie die Verwendung
eines Taylorpolynoms an der Stelle a = 0 einiiben.

Aufgabe 11.14
Gegeben sei die Funktion f(z) = e”.

a) Bestimmen Sie To(x) zur Funktion f an der Stelle a = 0.
b) Nihern Sie f(0,1) mit dem Taylorpolynom vom Grad 2 an.

Mit (e®) = e” gilt fiir das Taylorpolynom vom Grad 2 von f fiir a = 0:
2

x
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Abbildung 11.8: Quadratische Approximation des Graphen von f(z) = v/z in P(1]f(1))

Aus Ty(x) folgt e”! &~ 1,105, was mit den ersten drei Nachkommastellen von
e%! {ibereinstimmt. Aus der Kenntnis von Taylor-Polynomen an der Stelle
a = 0, ist das Verfahren zur Néherung auf eine beliebige Stelle zu erweitern.
Aufgabe 11.15 fiithrt zu dieser Thematik hin.

Aufgabe 11.15

FEin quadratisches Polynom to soll die Funktion f(x) = \/x an der Stelle
a = 1 anndhern. Bestimmen Sie die Gleichung von ta, die mit f an der Stelle
a=1mit f(1), f/(1) und f"(1) ibereinstimmt. Skizzieren Sie anschliefend
die Graphen von f und ta.

Die Ableitungen von f lauten f’(z) = 0,5-2~%% und f"(z) = —0,25 -2~ 15,
Aus dem quadratischen Niherungspolynom mit t2(z) = ag+a1x+asz? folgt
mit t2(1) = f(1), t5(1) = f'(1) und ¢5(1) = f”(1) fiir das LGS:

ap + a1 4+ ax-1 = 1
a1 + 2a9-1 = 0,5
2a9 = —0,25.

Das LGS besitzt die Losungen ao = —0,125, a1 = 0,75 sowie ag = 0, 375.
Daraus resultiert das quadratische Naherungspolynom:

ta(z) = 0,375 + 0,75z — 0, 12522

Abbildung 11.8 zeigt die Graphen von f(x) und t3(z). Die Funktionen stim-
men an der Stelle a = 1 im Funktionswert und den ersten beiden Ablei-
tungen iiberein. Es bleibt die Bestimmung der Néherungsfunktion an einer
beliebigen Stelle zu verallgemeinern. Dazu dient Aufgabe 11.16.
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Aufgabe 11.16
Gegeben sei eine Funktion f(x).

a) Bestimmen Sie lineare, quadratische und kubische Polynomfunktionen,
die mit f(x) an einer beliebigen Stelle a im Funktionswert und im Wert
der Ableitungen tibereinstimmen. Setzten Sie dafiir:

ti(x) =ap+ar-(r—a)
to(x) =ap+a1-(x —a)+az- (z—a)
ts(z)=ap+ar-(r—a)+az (x—a)+as-(z—a)

2

b) Geben Sie das Niherungspolynom vom Grad n an.

Aus ti(a) = f(a) sowie t}(a) = f’(a) erhalten wir fiir das lineare Niherungs-
polynom zur Funktion f(x) an der Stelle a das LGS:

a + ai-(a—a) = f(a)
a = f'(a).

Folglich lautet das lineare N&herungspolynom von f(z) an der Stelle a:

ti(z) = f(a) + f'(a) - (z — a).

Analoge Uberlegungen fiihren auf das Niherungspolynom vom Grad 2:

B(@) = F(@) + (@) (o~ a) + 5 () (2 )

Das Naherungspolynom vom Grad 3 ergibt sich zu:

1

t3(2) = J(@) + /@) (2 = a) + 5 () + 5

Fiir die Koeffizienten des Niaherungspolynoms ¢, () vom Grad n zur Funk-
tion f(z) an der Stelle a gilt allgemein fiir ¢ = 1,2,3,...,n:

6=~ fa) - (z — a)

f"(a) - (x = a).

Dies fiithrt uns zu folgender Definition:

Sei f : D — R eine n-mal differenzierbare Funktion und a € D. Das
Naherungspolynom

") (g .
1.@) =Y T e — oy
=0

heifit Taylorpolynom n-ten Grades zur Funktion f an der Stelle a.

Aufgabe 11.17 bezieht sich auf die Ndherung eines Funktionswertes an einer
beliebigen Stelle mittels Taylorpolynom.
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Aufgabe 11.17
Gegeben sei die Funktion f(x) = In(z).

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 zur Funktion f(x) an
der Stelle a = 1.

b) Nihern Sie mit dem Taylorpolynom aus Aufgabe a) den Wert von
In(0,9) an.

Mit f/(z) = 2, f/(z) = =% und f"(z) = 9%3 gilt fiir das Taylorpolynom vom

T 2

Grad 2 an der Stelle a = 1:
1 2 L 5
Tr(x) :O+(1:71)f§(x71) =57 +2x —1,5.
Mit T5(x) erhalten wir einen N#herungswert fiir (n(0,9):
In(0,9) ~ T5(0,9) = —0,5-0,81 + 1,8 — 1,5 = —0, 105.

Zum Vergleich lautet der mit einem Taschenrechner auf vier Nachkommas-
tellen gerundete Wert von In(0,9) ~ —0, 1054.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,, Approximation von Funktionen“ ergeben sich fiir die
Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... entwickeln ausgehend von der lokalen Linearisierung die fundamen-
tale Idee der Approximation weiter.

— ... bestimmen Taylorpolynome mittels hoherer Ableitungen.

— ... nutzen Taylorpolynome zur Approximation von Funktionswerten.

11.3.3 Okonomische Funktionen mit zwei Variablen

In diesem Abschnitt fithren wir Funktionen mit zwei Variablen ein. Diese
sind folgendermaflen definiert:

Seien z und y reelle Variablen. Wenn jedem Wertepaar (z,y) genau eine reel-
le Zahl z zugeordnet wird, so bildet diese Zuordnungvorschrift eine Funktion
f der zwei unabhéngigen Variablen z und y und man schreibt:

= f(xvy)

Zunichst gehen wir auf Erlosfunktionen mit zwei Variablen ein, dabei stehen
x und y in dkonomischen Fragestellungen meist fiir die abgesetzten Mengen
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zweler Giiter. Fiir die Preise verwenden wir im Folgenden die Buchstaben p
und ¢. Da zwei Giiter zur Verfiigung stehen, berechnet sich der Gesamterlos
aus der Summe der jeweiligen Produkte aus Preis und Menge. Aufgabe 11.18
behandelt die Bestimmung des Erloses eines Polypolisten, der zwei Giiter
verkauft.

Aufgabe 11.18

Ein polypolistisches Unternehmen verkaufe zwei Produkte A und B. Der
Preis fiir Produkt A liegt bei 4 % und der Preis von Produkt B ist 7 %
Dabei ist x die Menge, die von Produkt A abgesetzt wird und y die verkaufte
Menge von Produkt B.

a) Bestimmen Sie den Erlos, wenn 20 ME von Produkt A und 10 ME
von Produkt B abgesetzt werden.

b) Stellen Sie die Erlosfunktion in Abhingigkeit der abgesetzten Mengen
auf.

Der Erlos berechnet sich als Summe der einzelnen Produkte von Preis und
Menge zu:
E=4-20+7-10 = 150.

Beim Absatz von 20 ME von A und 10 ME von B erzielt das Unternehmen
einen Erlos in Hohe von 150 GE. Fiir die Erlosfunktion gilt:

E(x,y) =4z + 7y.

Doch wie berechnet sich der Erlés eines monopolistischen Unternehmens,
das zwei Produkte verkauft? Ahnlich zu einem Unternehmen, das nur ein
Gut absetzt, liegt fiir jedes Produkt eine Preis-Absatz-Funktion vor. Dabei
konnen sich deren Preise und verkaufte Mengen gegenseitig beeinflussen, wie
Aufgabe 11.19 zeigt.

Aufgabe 11.19

Ein Monopolist biete zwei Produkte an. Es ist p der Preis pro Stick und z
die abgesetzte Menge von Produkt A. Weiterhin ist q der Preis pro Stiick
und y die abgesetzte Menge von Gut B. Die Preis-Absatz-Funktionen des
Monopolisten lauten:

p(x,y) =10 —z — 2y; q(z,y) =20 — 2z — 3y.

a) Bestimmen Sie die Erlosfunktion in Abhdngigkeit der abgesetzten Men-
gen x und y.

b) Zeichnen Sie den Graphen der Erlisfunktion.
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Abbildung 11.9: Graph einer Erlosfunktion mit zwei Variablen eines monopolistischen
Anbieters

Der Gesamterlos berechnet sich als Summe der Produkte aus Preis und
Menge. Da in diesem Fall Preis-Absatz-Funktionen vorliegen, gilt allgemein:

E(z,y) =p(z,y) -+ q(z,y) - y.
Wir erhalten fiir die Erlosfunktion:
E(z,y) = 10—z —2y) -2+ (20 — 22 — 3y) -y = —2% — day — 3y> + 10z + 20y.

Abbildung 11.9 zeigt den Graphen von E, der mit einem dreidimensionalen
Funktionsplotter®® erstellt wurde. AnschlieBend bietet es sich an, Kosten-
und Gewinnfunktion mit einzubeziehen. Dazu dient Aufgabe 11.20.

Aufgabe 11.20

Ein polypolistisches Unternehmen setze x M E von Produkte A zum Preis
5 % ab und verkauft gleichzeitig y M E von Produkt B zum Preis 8 %
Fiir Produkt A fallen variable Kosten in Hohe von 4 % an, fir Produkt B
liegen diese bei 6 % Die fizen Kosten belaufen sich auf 10 GE.

a) Stellen Sie die Kosten- und Gewinnfunktion in Abhingigkeit der abge-
setzten Mengen auf.

b) Zeichnen Sie den Graphen der Gewinnfunktion mit einem dreidimen-
stonalen Funktionsplotter fir 0 < x <20 und 0 <y < 10.

c) Geben Sie zwei verschiedene Mengenkombinationen an, mit denen das
Unternehmen Break-Even ist.

58Diese sind nach Eingabe von ,3d online Funktionsplotter® in einer gingigen
Suchmaschine zu finden. Empfehlenswert sind diejenigen Seiten, auf de-
nen die Moglichkeit besteht Definitions- und Wertebereich einzustellen z. B.
http://www.livephysics.com/tools/mathematical-tools/online-3-d-function-grapher/
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Abbildung 11.10: Graph einer Gewinnfunktion eines polypolistischen Anbieters mit zwei
Variablen

Der Gewinn berechnet sich aus der Differenz von Erlos und Kosten. Mit
E(x,y) = 5z + 8y und K (z,y) = 4x + 6y + 10 lautet die Gewinnfunktion:

G(z,y) = E(z,y) — K(v,y) = v + 2y — 10.

Abbildung 11.10 zeigt den Graphen der Gewinnfunktion. Fiir (x,y) = (4, 3)
oder (z,y) = (2,4) ist das Unternehmen Break-Even d. h. Erlos und Kosten
decken sich.

Die Aufgaben zeigen, dass wir fiir 6konomische Funktionen mit zwei Varia-
blen die Zusammenhinge von Funktionen mit einer Variablen weitestgehend
beibehalten kénnen. Doch wie gestaltet sich die Untersuchung lokaler Ex-
tremstellen von Funktionen mit zwei Variablen mittels Differenzialrechnung?
Dazu ist die Grundvorstellung der Ableitung einer Funktion mit einer Va-
riablen mittels lokaler Linearisierung aufzugreifen (vgl. Abschn. 10.2.1). Fir
den absoluten Fehler an der Stelle (x,y) zwischen einer Funktion f und der
linearen Funktion ¢(z,y) = f(a,b)+ m(z —a)+n(y —b), die mit f im Punkt
P(a,b, f(a,b)) identisch ist, gilt:

T‘(Z,y) = f(x7y) - t(.T, y)
= f(z,y) — fla,b) = m(z —a) —n(y —b).
Diese Gleichung lésst sich zunédchst nicht auf einen relativen Fehler zuriick-

fiihren. Fiir x = a oder y = b besteht dieser Nachteil nicht. Dies fithrt zu
folgender Definition:
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Die Funktion g mit g(z) := f(z, b) heifit partielle Funktion von f in Richtung
x durch b.

Analog lasst sich f(a,y) als partielle Funktion von f in Richtung y durch
a bezeichnen. Fiir die lineare Funktion #(z,y) erhalten wir mit y = b die
partielle Funktion von ¢ in Richtung x durch b mit:

t(xz,b) = f(a,b) + m - (x — a).

Daraus folgt fiir den absoluten Fehler der partiellen Funktionen f und ¢ in
Richtung x durch b:

r(xz,b) = f(z,b) — f(a,b) —m - (x — a)
_ <f(l',b)—f(a,b) _m> '(x_a).

xr—a
Mit  — a strebt r(x,b) gegen Null. Fiir den relativen Fehler erhalten wir:

T(va) f(I,b) _f(a’b)

r—a r—a

Der relative Fehler strebt gegen Null, wenn gilt:
f(fL',b) B f(aa b)

lim =m
T—a T —a

Dies fiihrt uns auf den Begriff der partiellen Ableitung einer Funktion.

Die Funktion f sei an der Stelle (a,b) definiert. Dann heifit der Grenzwert

fo(a,b) = lim 10 = f(@,0)

T—a T —a

- sofern dieser existiert - partielle Ableitung von f nach x an der Stelle (a, b).
Analog heifit der Grenzwert

£,(a,b) := lim £(2¥) = f(@,0)

y—b y—2>b
- sofern dieser existiert - partielle Ableitung von f nach y an der Stelle (a, b).
Zur partiellen Ableitung von f nach x halten wir die Variable y konstant

und leiten f nach x ab. Fiir eine lineare Funktion 7', die f lokal am Besten
approximiert, gilt:

T(z,y) = f(a,b) + fu(a,b) - (x = a) + fy(a,b) - (y = b).
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Geometrisch handelt es sich bei 7' um eine Tangentialebene, die eine vor-
gegebene Funktion f an der Stelle (a,b) beriithrt und die Steigung f, in
x—Achsenrichtung bzw. f, in y—Achsenrichtung besitzt. Dazu kénnen die
Schiiler die Aufgabe 11.21 bearbeiten.

Aufgabe 11.21
Ein monopolistisches Unternehmen setze seine beiden Giter mit der Erlds-
funktion E(z,y) = —2% — 22y — 3y* + 40z + 50y (z und y in kg) ab.

a) Stellen Sie mittels der partiellen Ableitungen von E die Gleichung ei-
ner linearen Funktion auf, die E an der Stelle (2,1) approzimiert.

b) Das Unternehmen interessiert sich fir die Hohe des Erlises beim Ab-
satz von xg = 2,1 kg und yo = 0,9 kg. Bestimmen Sie den Erlds fir
diese beiden Absatzzahlen néiherungsweise mittels der in a) aufgestell-
ten linearen Funktion.

Die partiellen Ableitungen von E nach x sowie y lauten:
Ey(z,y) = -2 —2y+40 und Ey(z,y) = —2x — 6y + 50.
Fiir die lineare Funktion 7" an E an der Stelle (2, 1) gilt:
T(z,y)=FE(2,1)+ E;(2,1)- (x —2)+ Ey(2,1) - (y — 1)
=119+34-(x —2)+40-(y — 1).
Mit T kénnen wir eine Naherung fiir x = 2,1 und y = 0,9 angeben mit:
E(2,1;0,9) =~ T(2,1;0,9) = 118, 4.

Setzt das Unternehmen 2,1 kg von Produkt A und 0,9 kg von Produkt B
ab, erzielt es einen ungefihren Erlos von 118,40 GE. Partielle Ableitungen
werden zur Bestimmung von lokalen Extremstellen benttigt. An einer Ex-
tremstelle sind die Steigungen der Tangentialebene null, sie verlauft parallel
zu xy-Ebene. Es gilt:

Die Funktion f sei partiell differenzierbar und besitzt an der Stelle (a,b)
einen lokalen Extremwert, so gelten die notwendigen Bedingungen:

fe(a,b) =0  und  f,(a,b) =0.

Eine Stelle (a,b), fiir die beide partiellen Ableitungen null sind, heifit sta-
tiondr. Wir weisen darauf hin, dass diese Bedingung lediglich eine Aussage
iiber eine extremwertverddchtige Stelle liefert. Ob ein lokales Mininum, ein
lokales Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt, ist zu priifen. Aufgabe 11.22
greift diese Thematik auf.
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Aufgabe 11.22
Ein monopolistisches Unternehmen modelliere den Gewinn beim Absatz sei-
ner zwei Giter x und y mit folgender Gewinnfunktion:

G(z,y) = —2® —ay —y* + 4z + 5y — 3
a) Bestimmen Sie den stationdren Punkt von G.

b) Priifen Sie, ob der in Teilaufgabe a) berechnete Wert den mazximalen
Gewinn angibt.

Seien Gy(z,y) = =2z —y + 4 und Gy(z,y) = —x — 2y + 5 die partiellen
Ableitungen von G. Das LGS zur Bestimmung der lokalen Extremwerte
lautet:

-2z -y +4 = 0

-r -2y +5 = 0
Das LGS besitzt die stationére Stelle (a,b) = (1,2) mit G(1,2) = 4. Der sta-
tiondre Punkt besitzt die Koordinaten P(1,2,4). Beim Absatz einer Einheit
von Produkt A und zwei Einheiten von Produkt B erzielt das Unternehmen
einen Gewinn von 4 GE. Das Einsetzen einer weiteren Mengenkombination
wie etwa (1,1), liefert einen Gewinn in Hohe von 3 GE. Daher vermuten
wir ein lokales Maximum. Fiir ein hinreichendes Kriterium zur Bestimmung
lokaler Extremwerte von Funktionen mit zwei Variablen betrachten wir qua-
dratische Gleichungen der folgenden Form:

f(z,y) = Az® + Bxy + Cy”
Die partiellen Ableitungen der Funktion f lauten:
fa(z,y) =2Ax+ By und fy(z,y) = Bx + 2Cy.

Das lineare Gleichungssystem aus f(z,y) = 0 und f,(z,y) = 0 besitzt fir
4AC—B? # 0 an der Stelle (0,0) mit £(0,0) = 0 einen stationdren Punkt. Zu
dessen Analyse betrachten wir die Funktion f. Mithilfe einer quadratischen
Ergénzung erhalten wir:

f(z,y) = Az® + Bxy + Cy*

2
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Fiir 4AC — B? > 0 ist der Term in der Klammer positiv. Aus einer Fallun-
terscheidung resultiert:

- Fir A < 0ist f(z,y) < 0: Der stationére Punkt P(0,0,0) stellt ein
lokales Maximum dar.

— Fiir A > 0 ist f(z,y) > 0: Der stationdre Punkt P(0,0,0) stellt ein
lokales Minimum dar.

Die Uberlegungen von speziellen quadratischen Gleichungen lassen sich auf
beliebige quadratische Gleichungen der folgenden Form iibertragen (vgl. Ab-
schn. 3.3.2):

h(z,y) = Az® + By + Cy* + Dz + Ey + F

Die Funktion h besitzt die stationére Stelle (a, b). In der Literatur zur Wirt-
schaftsmathematik ist es iiblich, die Koeffizienten A,B und C mittels hoherer
partieller Ableitungen anzugeben: Ableiten einer Funktion mit mehreren Va-
riablen fiihrt auf partielle Ableitungen erster Ordnung. Wiederholtes
Ableiten oder zweimaligen Ableiten von f fithrt auf partielle Ableitun-
gen zweiter Ordnung. Es entstehen vier partielle Ableitungen zweiter
Ordnung von h:

hxx(xay) = QA; hxy(xvy) =B = hyx(xay); hyy(x,y) = 2C.

Dabei beschreibt hyy (z,y) die partielle Ableitung zweiter Ordnung von h, die
zuerst nach x und anschlieffend nach y abgeleitet wurde. Mittels der partiel-
len Ableitungen zweiter Ordnung gelangen wir zur hinreichenden Bedingung
zur Bestimmung lokaler Extremstellen fiir Funktionen mit zwei Variablen.
Es gilt:

Die Funktion h mit h(z,y) = Az? + Bry + Cy? + Dz + Ey + F sei zweimal
partiell differenzierbar und besitze fiir (a,b) eine stationdre Stelle mit
hz(a,b) =0 und hy(a,b) = 0. Dann gilt:

Fiir A := hye(a,b) - hyy(a,b) — hiy(a, b) > 0 besitzt h ein lokales Extremum
und zwar

a) ein lokales Minimum fiir A, (a,b) > 0,

b) ein lokales Maximum fiir h,.(a,b) < 0.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf den Abschnitt 3.3.2. Aufgabe
11.23 behandelt die Bestimmung lokaler Extremstellen.
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Aufgabe 11.23
Gegeben sei die Gewinnfunktion einer monopolistischen Unternehmung in
Abhingigkeit der abgesetzten Mengen x und y mit:

G(z,y) = —x? — 2y — y? + 9z + 12y — 10.
a) Zeigen Sie, dass G bei (2,5) eine stationdre Stelle besitzt.

b) Weisen Sie nach, dass es sich bei der stationdren Stelle um ein lokales
Mazimum handelt. Begriinden Sie, dass das lokale Mazimum gleich-
zeitig globales Maximum von G(x) ist.

Die Gleichungen G.(2,5) = 0 und Gy(2,5) = 0 bestétigen die stationére
Stelle (2,5). Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung ergeben sich zu:

Gmc(xay) =-2= ny(xay)any(l'ay) =-1= Gym(xay)-

Aus der hinreichenden Bedingung A = —2 - (—=2) — (—1) - (=1) = 3 und
Gaz(z,y) = —2 folgt, dass es sich um ein lokales Maximum handelt, dessen
Wert sich zu G(2,5) = 29 berechnet. Dies ist auch gleichzeitig das globale
Maximum von G(x), da fiir x — +oo und y — oo gilt: G(z) - —oo. Beim
Absatz von 2 ME von Produkt A und 5 ME von Produkt B ist der Gewinn
maximal und betriagt 29 GE. Der Vollstandigkeit halber sei erwéhnt, dass
fiir A < 0 an der Stelle (a,b) ein Sattelpunkt vorliegt. Fiir A = 0 kann keine
Aussage iiber Extremwerte getroffen werden.

Lehrziele:
Fiir den Abschnitt ,,Okonomische Funktionen mit zwei Variablen“ ergeben
sich fiir die Schiiler folgende Lehrziele. Die Schiiler...

— ... erweitern ihr Funktionsverstandnis auf Funktionen mit zwei Varia-
blen.

— ... erfahren eine horizontale Vernetzung des Ableitungsbegriffs von
Funktionen mit einer Variablen auf Funktionen mit zwei Variablen
und erkennen die fundamentale Idee der Approximation.

— ... bestimmen Extremwerte von Funktionen mit zwei Variablen.
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IV  Praktische Erprobungen



12 Schulische Erprobungen

In diesem Kapitel priasentieren wir erste praktische Erfahrungen aus den vor-
gestellten Unterrichtseinheiten. Diese wurden an der Integrierten Gesamt-
schule Mannheim-Herzogenried (IGMH) in verschiedenen Klassenstufen er-
probt. Die Erfahrungen und Eindriicke von Schiilern und Lehrern liefern
erste Hinweise, inwiefern eine Durchfithrung der Einheiten realisierbar ist.
Mehr als eine erste Orientierung ist jedoch nicht moglich, da der Stichprobe-
numfang zu gering ist. Um signifikante Ergebnisse iiber die Realisierbarkeit
und vor allem den Lerneffekt seitens der Schiiler zu erhalten, sind weitere
Untersuchungen nétig.

12.1 Umsetzung I: Von Mirkten und Unternehmen
12.1.1 Rahmenbedingungen

Aus der Einheit ,, Von Mérkten und Unternehmen“ wurde in der Klassenstu-
fe 9 im gymnasialen Zug an der IGMH das Basismodul in einem Zeitraum
von ungefihr drei Wochen mit je vier Mathematikstunden pro Woche un-
terrichtet. Dabei orientierten wir uns am schulinternen Jahresplan, der die
Inhalte lineare und allgemeine quadratische Funktionen vorsieht. Seitens der
Schiiler war kein Vorwissen zum Thema Wirtschaftsmathematik vorhanden,
sie besaflen lediglich grundlegende Kenntnisse zu linearen Funktionen. Da
die Schiiler zu Beginn der Unterrichtseinheit zur Aufbesserung der Klassen-
kasse Waffeln verkauften, konnte daran angekniipft werden.

12.1.2 Durchfiihrung der Einheit

Der Walffelverkauf fand zunéchst zu einem willkiirlich festgelegten Preis
statt. Um die Preisgestaltung zu verbessern, wurden Umfragen nach der
Zahlungsbereitschaft der Mitschiiler durchgefithrt. Aus diesen Daten er-
folgte mittels Regression die Aufstellung einer linearen Nachfragefunkti-
on. Anhand der Umkehrfunktion der Nachfragefunktion, der Preis-Absatz-
Funktion, wurden erste 6konomische Begriffe (Prohibitivpreis, Séttigungs-
menge, Monopol) erldutert. Die Schiiler bestimmten in den folgenden Stun-
den die quadratische Erlosfunktion und untersuchten diese auf den erlos-
maximalen Preis, der daraufhin den Verkaufspreis darstellte. Aus den Aus-
gaben der Einkéufe wurden die variablen Kosten bestimmt. Auf Wunsch des
Lehrers erhielten die Verkéufer der Waffeln ein geringes Entgelt, was auf fi-
xe Kosten fiihrte. Aus der gewonnenen linearen Kostenfunktion und der
Erlosfunktion erfolgte die Bestimmung der quadratischen Gewinnfunktion.
Diese wurde auf den gewinnmaximalen Preis sowie den Cournotschen Punkt
untersucht. Zu den mathematischen Ergebnissen diskutierten die Schiiler,
woher die Eier im Einkauf stammen sollen: Sie entschieden sich fiir Eier
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freilaufender Hithner, auch wenn durch die héheren Kosten der Gewinn ab-
nahm. Dariiber hinaus galt es die Giite der 6konomischen Funktionen zu
priifen. Dies geschah durch den sténdigen Vergleich von Verkaufszahlen im
Modell und in der Realitét. Die Schiiler pflegten neue Verkaufszahlen in das
Modell ein und verglichen die rechnerischen Ergebnisse mit den tatséchlichen
Verkaufszahlen. In den folgenden Unterrichtsstunden schloss sich die Unter-
suchung der Preisbildung im Polypol an, bevor die Einheit mit den Aufgaben
zur Wiederholung und Vertiefung endete.

12.1.3 Analyse der Einheit

Einige Schiiler d&uflerten Vorbehalte zu Beginn der Einheit, da sie zur Wirt-
schaft keinen Bezug hatten und die , iibliche Mathematik schon schwer ge-
nug”“ sei. Andere wiederum freuten sich auf den Anwendungsbezug, zeig-
ten bei der Ankiindigung 6konomischer Inhalte jedoch Zuriickhaltung. Nach
Einschétzung des Autors war dies darin begriindet, dass sich die Schiiler
nur wenig unter dem Begriff Wirtschaft vorstellen konnten und ihre Vorstel-
lungen darauf beruhten, was sie aus den Nachrichten kannten. Diese waren
oft mit einem speziellen Vokabular versehen und ohne Kenntnis der Zusam-
menhénge nur schwer zu verstehen.

Wiéhrend der Einheit zeigten sich die Schiiler sehr motiviert, was sicher-
lich auch an der direkten Kontrolle durch den Waffelverkauf lag. Die zuvor
geduBerten Bedenken konnten recht ziigig ausgerdumt werden, da nur we-
nige wirtschaftliche Begriffe und Gréflen verlangt wurden. Dies bestétigte
die abschlielende Evaluation. Zur Frage, was den Schiilern an der Einheit
gefallen hat, listen wir im Folgenden ausgewihlte Antworten auf:

»lch war erleichtert, dass nicht zu viele Wirtschaftsbegriffe dazu ka-

men.“

,Mir hat besonders gut gefallen, dass wir ausrechnen konnten, wie wir
mehr Geld in die Klassenkasse bekommen.*

»,Auch wenn die Berechnungen nicht einfach waren, so fand ich das
Thema doch besser, weil wir sehen konnten, wofiir wir das brauchen.*

,Die Wirtschaft hielt sich wirklich in Grenzen. Mir gefiel es gut, weil
alle Zahlen eine Bedeutung hatten.

Der Anwendungsbezug wurde meist positiv gesehen, da die Anzahl der
benotigten Begriffe aus dem Bereich der Wirtschaft fiir die Schiiler {iber-
schaubar blieben. Gleichzeitig gaben die Schiiler auch an, was ihnen an der
Einheit nicht gefallen hat. Wir stellen einige Aussagen vor:

, Unnotig fand ich die Ausfiihrungen zur linearen Regression, da wir
die Gerade im GTR bestimmen koénnen.“
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,»Nicht gefallen haben mir die stdndigen Wiederholungen der Rechnun-
gen, da die Ergebnisse kaum unterschiedlich sind.“

»lch fand es nicht so gut, dass fiir unseren Verkauf alles mit dem Ta-
schenrechner gerechnet werden musste, da die Zahlen so krumm wa-
ren.*

Der letzte Einwand ist nachvollziehbar, da im mathematischen Modell in der
Regel keine ganze Zahlen vorkommen. In den Aufgaben zur Wiederholung
und Vertiefung ist eine hindische Bearbeitung moglich. Auf die Frage, ob
die Einheit fiir andere Klassen geeignet ist, antworteten von 27 Schiilern 20
mit ja und 5 mit nein. Die restlichen zwei Schiiler enthielten sich. Die Frage
der Realisierbarkeit der Einheit ist anhand einer Erprobung nur ansatzweise
zu beantworten, weitere Untersuchungen sind dafiir notwendig. Der positive
Eindruck des Autors und die Antworten der Schiiler liefern erste Hinweise
auf eine mogliche Vermittlung mathematischer und wirtschaftlicher Inhalte
mittels der Einheit.

12.2 Umsetzung II: Preis-Elastizitit der Nachfrage
12.2.1 Rahmenbedingungen

Aus der Unterrichtseinheit ,, Anderung 6konomischer Funktionen I wurde in
der Klassenstufe 13 an der IGMH das Ergédnzungsmodul ,, Preis-Elastizitét
der Nachfrage® unterrichtet. Der Kurs setzte sich aus 18 Schiilern zusam-
men. Die Einheit fand nach dem schriftlichen Abitur im Schuljahr 2013/2014
iiber einen Zeitraum von zwei Wochen statt. Aus der Analysis waren den
Schiilern die Inhalte der Differenzialrechnung bekannt, die 6konomisch not-
wendigen Grundbegriffe wie Nachfrage und Erlos konnten ziigig geklért wer-
den. Zusétzlich waren fiinf Schiiler aus dem Wirtschaftskurs mit dem Begriff
der Elastizitédt vertraut, jedoch nicht mit deren Berechnung. Weitere sechs
Schiiler waren Teilnehmer des Wiirth Bildungspreises (vgl. Abschn. 13), in
dem die Bestimmung von Preis-Absatz-Funktionen anhand eines Apfelku-
chenverkaufs durchgefiihrt wurde.

12.2.2 Durchfiihrung der Einheit

Zu Beginn der Einheit wurde der Begriff der Bogen-Elastizitéit zur Bestim-
mung der relativen Anderung einer Funktion eingefithrt und an einfachen
Beispielen geiibt. Der Nachteil der umstédndlichen Berechnung fiihrte zur
Punkt-Elastizitit®®, die vom Lehrer als Grenzwert der Bogen-Elastizitéit ein-
gefiihrt wurde. Im Umfeld der Begriffe Monopol und Preis- Absatz-Funktion
wurde die Preis-Elastizitdt der Nachfrage untersucht. Viele Berechnungen
unterstiitzten die Interpretationen der erhaltenen Ergebnisse. Abschlieflend

59Im Folgenden nur noch als Elastizitéit bezeichnet.
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untersuchten die Schiiler an verschiedenen Preis-Absatz-Funktionen den Zu-
sammenhang zwischen der Preis-Elastizitdt der Nachfrage und der Preis-
FElastizitét des Erloses. Sie erkannten anhand der Ergebnisse folgende Bezie-
hung:
ex(p) +1 =ex(p).

Der Nachweis wurde im Unterrichtsgesprach erbracht. Abschlieend erfolg-
ten Einfithrung und Interpretation der Begriffe unelastische sowie elastische
Nachfrage.

12.2.3 Analyse der Einheit

Die Unterrichtssituation nach dem Abitur war als besonders einzustufen, da
die Schiiler in Mathematik keine schriftliche Arbeit mehr schreiben muss-
ten. Trotzdem beteiligten sich die meisten Schiiler eifrig am Unterricht. Die
Frage, ob den Schiilern die Unterrichtseinheit gefallen hat, wurde von den
meisten bejaht. Die Griinde lagen vor allem im Praxisbezug:

»,Das Thema bezieht sich auf den Alltag. Der andere Stoff im
Mathematikunterricht ergab fiir mich groftenteils keinen Sinn,
da ich mir die Anwendung nicht vorstellen konnte.“

,Die Zahlen im normalen Mathematikunterricht sind wenig in-
terpretierbar. Mit dem Bezug zur Wirtschaftsmathematik kann
man sich darunter etwas vorstellen.

»Das Thema ist realitdtsnah und deswegen leichter zu verstehen.
Die Rechenbeispiele sind gut nachvollziehbar.

,Das Thema hat mir gefallen, da man die Mathematik in die
Wirtschaft iibersetzen und sich daher auch darunter etwas vor-
stellen kann.“

Da es sich um eine Abschlussklasse handelte, wurde auch die Verkniipfung zu
einem spéteren betriebswirtschaftlichen Studium als positiver Nebenaspekt
aufgefiihrt:

,,Eis sollte mehr in der Schule unterrichtet werden, da man es fiir
verschiedene Studiengéinge benotigt.

,,Es hat mir sehr gefallen, da ich eventuell auch ein Studium im
Bereich Wirtschaft machen mochte.

»HEs kann vielen Schiilern fiir ihre Zukunft eine Hilfe sein, wenn
sie BWL oder etwas Ahnliches studieren wollen.“
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Fin Schiiler plddierte jedoch dafiir, die Inhalte nicht in die Schule vorzu-
ziehen. Sie sollten im Studium belassen werden. Die grofiten Probleme be-
reiteten den Schiilern die 6konomischen Begriffe und deren mathematische
Interpretation. Fiinf Abiturienten gaben an, dass sie vor allem die Unter-
scheidung in elastische und unelastische Nachfrage als schwierig empfanden.
Sie waren der Auffassung, dass mehr Zeit benttigt wird, um mit diesen Be-
griffen gekonnt umzugehen. Dies mache dann eine Aufgabe unnotig schwer
zu verstehen, ,obwohl die Rechnungen dahinter gar nicht so kompliziert
sind“. Diese Einschétzungen sind insofern interessant, da mit den Grund-
begriffen wie Erlos oder Kosten keine Versténdnisschwierigkeiten auftraten.
Folglich muss bei der Behandlung von Elastizitdten mehr Zeit auf die Ver-
kniipfung von mathematischen und 6konomischen Inhalten gelegt werden.
Die bestitigte auch ein Schiiler mit folgender Aussage:

»,Die grofite Schwierigkeit lag darin, die wirtschaftlichen Begrif-
fe ins mathematische zu iibersetzen. Aber wenn man sich klar
macht, was welcher Begriff bedeutet, dann ist das auch kein Pro-
blem mehr.“

Allgemein waren die Eindriicke aus dem Unterricht nach Einschidtzung des
Autors als positiv zu bewerten. Dies wurde auch insofern bestétigt, dass
ungefdhr 80 Prozent des Kurses dafiir waren, vermehrt wirtschaftsmathe-
matische Themen in den Unterricht zu integrieren. Aufgrund der geringen
Anzahl der befragten Schiiler, sind die Ergebnisse nicht représentativ. Die
Aussagen und Einschéatzungen seitens der Schiiler und des Lehrers legen
jedoch weitere Untersuchungen nahe.

12.3 Umsetzung III: Koeffizienten einer ertragsgesetzlichen
Kostenfunktion

12.3.1 Rahmenbedingungen

Aus dem Basismodul ,, Anderung 6konomischer Funktionen IT1¢ haben wir die
Analyse ertragsgesetzlicher Kostenfunktionen ausgewéhlt, um den Schiilern
den Zusammenhang zwischen mathematischen und 6konomischen Inhalten
zu verdeutlichen. Zielgruppe war die Klassenstufe 12, die zuvor die Be-
stimmung von Wendepunkten mittels zweiter Ableitung erlernt hat. Den
Schiilern waren 6konomische Inhalte im Mathematikunterricht gédnzlich un-
bekannt, so dass wir nur einen Teil der Unterrichtseinheit als sinnvoll erach-
teten.

12.3.2 Durchfiihrung der Einheit

Vorab erfolgte eine kurze Einfiihrung in das Thema Kostenfunktionen, insbe-
sondere wie der S-férmige Verlauf einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion
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zustande kommt. Die Schiiler erkannten, dass der zugrundeliegende Funkti-
onsterm von folgender Form ist:

K(z) = az® + ba® +cx +d, (a#0).

Im Unterrichtsgespréach wurde gekldart, dass der Koeffizient a positiv zu
wiéhlen ist. Er bestimmt das Verhalten der Funktion K fiir x — oo. Zusétzlich
ist d = K(0) nicht negativ, da es sich um die fixen Kosten handelt. Somit
verblieben die Koeffizienten b und ¢, deren Auswirkung die Schiiler auf den
Verlauf des Graphen untersuchten. Abbildung 12.1 zeigt das Beispiel einer
ganzrationalen Funktion dritten Grades. Da jedoch fiir z > 0 Extremstellen
vorhanden sind, liegt keine ertragsgesetzliche Kostenfunktion vor.

y K= K5 20X% £84x £200
§ K(x) = 3%°-H0K +84 i:3
x‘-&aﬂ x¥ 2% |20

:,f' X2 = L (i) a7
AT /‘. = '-El *l 13,44

\ / 2 666t 41K

\\ // K4 = 1084 x> 2,48

= keine kogenfunkhon  wegen Extrema
Abbildung 12.1: Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades mit Extremstellen

Doch selbst das Fehlen von Extremstellen bedeutet noch nicht, dass eine er-
tragsgesetzliche Kostenfunktion vorliegt. In Abbildung 12.2 ist eine ganzra-
tionale Funktion dritten Grades aufgefiihrt, die streng monoton steigend ist.
Damit erfiillt sie zwar die Anforderung an eine Kostenfunktion, jedoch liegt
die Wendestelle im negativen Bereich. Laut Voraussetzung kann die Funk-
tion daher keine ertragsgesetzliche Kostenfunktion sein, denn der Ubergang
von fallenden zu steigenden Grenzkosten fiir x > 0 fehlt.

Durch eine dhnliche Vorgehensweise konnten Funktionsterme gefunden wer-
den, die die geforderten Eigenschaften besitzen (vgl. Anh. E). Bei der Bear-
beitung der Aufgabe stellte sich heraus, dass es fiir die Schiiler ungewohnt
war, fiir die Gleichung K'(x) = 0 bewusst keine Losung zu finden. Diese
Herangehensweise fithrte anschlielend zu einem tieferen Versténdnis bei der
Bestimmung von Extrem- und Wendestellen, denn die Schiiler beschrankten
sich nicht nur aufs Abarbeiten von Aufgaben. Vielmehr konnten sie ausge-
hend von einem 6konomischen Problem verschiedene Funktionsterme sowie
die zugehorigen Graphen vergleichen und reflektieren. Im Anschluss an die
Schiilerlosungen wurde der mathematische Nachweis gefiihrt, welche Eigen-
schaften die Koeffizienten b und ¢ besitzen.
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Abbildung 12.2: Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades mit negativer Wen-
destelle

12.3.3 Analyse der Einheit

Die Schiiler hoben die Phase des Probierens positiv hervor, da sie selbst nach
einer Losung suchen konnten. Dabei war es sowohl schwécheren als auch
stirkeren Schiilern moglich, diese Aufgabe addquat zu bearbeiten: Wahrend
die leistungsschwécheren Schiiler sich vermehrt auf das Finden von Lésungen
durch Probieren konzentrierten, versuchten die leistungsstérkeren Schiiler ei-
ne allgemeine Losung anhand des Funktionsterms zu bestimmen.

In der anschliefenden Vorstellung ihrer Ergebnisse zeigte sich, dass die
Schiiler die Bestimmung von Extrem- und Wendestellen intensiv reflektier-
ten. Obwohl ein 6konomisches Problem der Ausgangspunkt war, trat dieses
hinter die mathematischen Argumentationen zuriick. Seitens des Lehrers fiel
positiv auf, dass mathematische Verfahren direkt mit anschaulichem Ma-
terial verkniipft wurden. Dadurch erhielten die Schiiler eine unmittelbare
Riickmeldung zu ihren Berechnungen.

13 Auflerschulische Erprobungen

Die Idee fiir diese Arbeit entstand durch die Teilnahme der damaligen Klasse
10c der IGMH am Wiirth Bildungspreis im Schuljahr 2010/11. Die jéhrlich
von der Stiftung Wiirth durchgefiihrte Aktion, richtet sich an Schulen, die
ein Schuljahr lang innovative Projekte aus dem Bereich Wirtschaft gestalten.
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Das Projekt verkniipfte mathematische, wirtschaftliche und ethische Inhalte.
Die Vorgehensweise, Bestandteile und Ergebnisse des Projektes stellen wir
im Folgenden auszugsweise vor.

13.1 Projekt 1: Wiirth-Bildungspreis

Die Geschiftsidee bestand darin, einmal pro Woche in der Schulkiiche Ap-
felkuchen zu backen und in der Pause zu verkaufen. Neben der Herstellung
und dem Verkauf sollten die Schiiler den Einkauf der Zutaten selbst gestal-
ten. Durch diesen entstanden Kosten, die durch den Verkauf mindestens
ausgeglichen werden sollten. Dies fithrte auf die entscheidende Frage: Zu
welchem Preis sollte der Apfelkuchen verkauft werden? Dazu erhielten die
Schiiler parallel in den Fachern Mathematik, Wirtschaft und Ethik Infor-
mationen und Hilfestellungen zu ihrem Projekt. Themen wie Mindestlohn,
Nachhaltigkeit und 6konomische Grundbegriffe wurden anwendungsbezogen
behandelt. In den Klassenleiterstunden kldrten die Schiiler Probleme, die im
Verlauf des Projektes auftraten. Dies reichte von konkreten Verbesserungs-
vorschldgen iiber das Verwenden von Trockenhefe zur Herstellung bis hin
zur Diskussion iiber den Lohn fiir die Verk&ufer. In der ersten Phase des
Verkaufs variierten die Schiiler den Verkaufspreis des Kuchens und notier-
ten die verkaufte Stiickzahl. Betrachten wir die Verkaufszahlen der ersten
Woche in Tabelle 13.1.

Preis in € pro Stiick abgesetzte Menge

0,70 48
0,80 46
1,00 22
0,50 60
0,70 39
0,50 48
0,40 72

Tabelle 13.1: Tabelle der Absatzzahlen bei verschiedenen Preisen

Die Tabelle 13.1 bestétigt das Gesetz der Nachfrage: ,,Je hoher der Preis ist,
desto geringer ist der Absatz*“. Die Datenpaare wurden in ein Koordinaten-
system eingetragen, wie Abbildung 13.1 zeigt.

Mittels Regression ergab sich das Modell einer linearen Nachfragefunktion.
Diese lautete (gerundet auf zwei Nachkommastellen):

z(p) = —68,61p + 92,94.
Anhand der Nachfragefunktion lieBen sich erste Schiatzungen der Verkaufs-

zahlen zu vorgegebenen Preisen aufstellen. Der Einkauf der Zutaten ori-

238



100

B0

60 &

\‘
= " \
20

a 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 16

Absatzin Stiick

Preis pro Stiick in Euro

Abbildung 13.1: Kuchenabsatz in Abhingigkeit vom Preis

entierte sich am erwarteten Absatz, worauf lediglich das Notigste einge-
kauft wurde. Die Schiiler bestimmten aus der Nachfragefunktion die folgende
Preis-Absatz-Funktion (gerundet auf drei Nachkommastellen):

p(z) = —0,0152 + 1, 355.

Aus der Preis-Absatz-Funktion erfolgte die Berechnung der Schnittpunk-
te mit den Koordinatenachsen sowie deren O6konomische Bedeutung. An-
schlieffend stellten die Schiiler die Erlosfunktion auf und berechneten den
erlosmaximalen Preis, der bei €0,68 pro Stiick lag. Mit diesem Wissen
und aufgrund einer vereinfachten Wechselgeldausgabe bestimmte die Klasse
einen Verkaufspreis von €0,70 pro Stiick. Auf Wunsch des Lehrers erhielten
die Verkéufer einen Arbeitslohn in Hohe von €1,50 pro Verkauf. Anhand
der Einkaufslisten, die den Schiilern zur Verfiigung standen, erkannten sie,
dass zur Produktion von 48 Stiicken Kuchen Einkaufskosten in einer Hohe
von €10,56 anfielen. Dies entsprach variablen Kosten fiir ein Stiick Kuchen
von €0,22. Aus den variablen und fixen Kosten ergab sich die folgende Kos-
tenfunktion:
K(z) =0,22x 4+ 1,5.

Aus der Differenz von Erlos- und Kostenfunktion bestimmten die Schiiler
die Gewinnfunktion:

G(z) = (—0,015z 4 1,355) - — (0,22z + 1,5) = —0,0152% + 1,135z — 1, 5.

Aus der Gewinnfunktion berechnet sich der gewinnmaximale Preis zu un-
gefiahr €0,79 pro Stiick. Neben der mathematischen Preisfindung, sollten
die Schiiler auch soziale, 6kologische und ethische Grundgedanken in ihr
Projekt einbeziehen. In Kooperation mit der Dualen Hochschule Baden-
Wiirttemberg Mannheim wurde ein Tag organisiert, an dem sie eine speziell
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auf Schiiler zugeschnittene Vorlesung zum Thema Nachhaltigkeit erhielten.
Sie lernten das CSR-Modell (Corporate Social Responsibility-Modell) ken-
nen, das auf den Siulen Okologie, Okonomie und Soziales beruht. Diese drei
Aspekte setzten sie in den Bereichen Gehélter, Einkauf der Zutaten und
Verkaufspreis folgendermafien um:

— Die Angestellten bekamen ein faires Gehalt.

— Die Apfel wurden von einem Bauern aus der niheren Umgebung ge-
kauft.

— Der Preis sollte fiir die Kaufer erschwinglich sein.

Letztendlich legten die Schiiler den Preis bei €0,60 pro Stiick fest, nach-
dem mathematische, dkonomische, 6kologische und soziale Anséitze disku-
tiert wurden. Im Fach Wirtschaft konnte anhand des Projektes die Theorie
verschiedener Marktformen und Unternehmensstrukturen gelehrt werden.
Die Schiiler fanden daraufthin eine geeignete Unternehmensform fiir ihre
Schiilerfirma. Da zu einer Firma auch ein gutes Marketing gehort, erfolgte
eine Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl Marketing der Universitdt Mann-
heim sowie einer ortsansissigen Werbeagentur. Dies fiihrte auf ein eigenes
Firmenlogo, eine Marketingstrategie sowie einen eigenen Werbefilm. Durch
diese Mainahmen stieg die Nachfrage nach dem Kuchen deutlich an.

Das Projekt wurde zum Ende des Schuljahres bei der Preisverleihung durch
die Stiftung Wiirth zum Sieger gew#hlt. Neben dem fiir die Wirtschaft wich-
tigen Marketing wurde besonders die Verzahnung der Unterrichtsficher, die
analytische Herangehensweise und die anwendungsorientierte Darstellung
der Mathematik lobend hervorgehoben.

13.2 Projekt 2: Vorbereitungskurs Freudenberg

Zur Vorbereitung auf das Studium an der DHBW Mannheim fiihrte das
Unternehmen Freudenberg im September 2015 einen einw6chigen Vorberei-
tungskurs Mathematik durch. Schwerpunkt war die Wiederholung wichti-
ger mathematischer Inhalte aus der Mittel- und Oberstufe, um einen guten
Start ins Studium zu ermoglichen. Der Kurs setzte sich aus fiinf Studen-
ten der Wirtschaftsinformatik und zehn Studenten des Studiengangs In-
dustrie zusammen. Alle hatten innerhalb der letzten zwei Jahre ihr Abitur
abgeschlossen oder die Fachhochschulreife erworben. Die Wiederholung der
Differenzialrechnung erfolgte im Rahmen der Unterrichtseinheit , Anderung
6konomischer Funktionen I*¢. Alle angehenden Studierenden konnten den
Grofiteil der Aufgaben selbstéindig bearbeiten, lediglich im Zuge des Be-
triebsminimums und -optimums wurden einige 6konomische Begriffe wie
Stiickkosten ausfiihrlicher geklart. Im Anschluss an das Basismodul wur-
de in einem Unterrichtsgespriich die Aufmerksamkeit der Kursteilnehmer
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auf die Ableitung 6konomischer Funktionen gelegt. Es stellte sich die Fra-
ge, wie die Ableitung in diesem Umfeld zu interpretieren ist. Anhand von
einigen Zahlenbeispielen wurde deutlich, dass die Interpretation der Ablei-
tung als lokale Anderung z. B. in Form einer momentanen Erlosinderung
wenig sinnvoll ist. Stattdessen erkannten die angehenden Studierenden die
Figenschaft der ndherungsweisen Funktionswertéinderung. Darauf folgte ei-
ne Bearbeitung der Aufgaben aus dem Ergidnzungsmodul ,Die Ableitung
als lokale Linearisierung® der Unterrichtseinheit ,, Anderung 6konomischer
Funktionen I*. Auf die Grundvorstellung der Ableitung als lokale lineare
Approximation schloss das Ergiénzungsmodul ,, Approximation von Funktio-
nen“ aus der Einheit , Anderung Skonomischer Funktionen IT¢ an. Hierbei
erfolgte die Bestimmung von Taylorpolynomen zur natiirlichen Exponential-
und Logarithmusfunktion sowie zu den trigonometrischen Funktionen von
Sinus und Cosinus. Abschlieend wurde der Gruppe anschaulich mittels Tan-
gentialebenen aufgezeigt, wie ausgehend von der lokalen Linearisierung ein
Zugang zu Funktionen mit zwei Variablen gelingen kann.

Die Durchfithrung der Einheit fiihrte nach Einschitzung des Autors zu fol-
genden Ergebnissen: Alle Kursteilnehmer zeigten bei der Bearbeitung der
Aufgaben grofies Interesse. Die Wiederholung der Schulmathematik unter
wirtschaftsmathematischen Gesichtspunkten sorgte fiir eine hohe Motivati-
on. Insbesondere die Bestimmung der Tangente unter dem Aspekt der loka-
len linearen Approximation fithrte bei der Gruppe zur Einsicht iiber deren
Notwendigkeit. Die meisten erkannten den Sinn und Zweck des Aufstellens
der Tangente in der Schule nur unzureichend. Schwierigkeiten traten bei
der Herleitung der Definition der Ableitung iiber den relativen Approxi-
mationsfehler auf. Hier empfiehlt es sich, ein wenig mehr Zeit einzuplanen.
Die Wahrnehmung des Autors wurde in der anschlieBenden Befragung zur
lokalen Linearisierung bestétigt. Viele bezogen sich auf die Tangentenbe-
stimmung:

»lch finde die lineare Lokalisierung sehr hilfreich, da man ver-
steht, woflir man eine Tangente braucht. In der Schule wusste
ich nie, wofiir man das braucht.*

,»Die Tangente wird gut erklért und der Sinn dahinter wird klar.“

»Man kann sich jetzt mehr unter einer Tangente vorstellen.*

,Die allgemeine Tangentengleichung war fiir mich bisher eine
Formel von vielen. Hétte ich schon in der Schule gewusst, dass
dahinter ein Taylorpolynom vom Grad 1 steht, wére mir vieles
klarer geworden. Schade, dass man das erst spéter lernt.“
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Insbesondere zwei Studenten der Wirtschaftsinformatik betonten in diesem
Zusammenhang, dass angendherte Ergebnisse ihres Taschenrechners nun viel
plausibler erscheinen. Zusétzlich hob die Gruppe die Verallgemeinerungs-
fahigkeit der lokalen Linearisierung hervor:

s ist besser, nicht immer bei Null anzufangen, sondern wenn
neue Inhalte an alten ankniipfen kénnen.“

»lch finde es gut, wenn neue Elemente darauf aufbauen bzw.
wenn etwas Bekanntes als Grundlage dient.

,Die frithzeitige Einbringung der lokalen Linearisierung erachte
ich fiir sinnvoll, da wesentlich besser auf Basiswissen aufgebaut
werden kann. Es bildet sich dadurch eine klare Linie, die sich
durch mehrere Jahre Unterricht zieht.“

Neben den positiven Effekten reflektierten die Studenten auch die Schwie-
rigkeiten beim Zugang zur lokalen Linearisierung:

»HEs dauert ldnger es zu begreifen. Dafiir miisste sich auch ange-
messene Zeit fiir die Erkldarung genommen werden.“

»Anfangs ist es schwer zu verstehen, vor allem, wenn die Ablei-
tung als Momentangeschwindigkeit im Kopf verankert ist.“

,Die Herleitungen waren sehr anspruchsvoll. Vielleicht wére das
eher fiir einen Leistungskurs geeignet. Fiir einen Grundkurs rei-
chen die Berechnungen.“

Die Aussagen bestétigen die analytischen Hiirden beim Zugang zur loka-
len Linearisierung. Auf grundlegendem Niveau bietet sich eine anschauli-
che Herangehensweise an, fiir das erhéhte Niveau kann der analytische Zu-
gang gewihlt werden. Auch wenn die hier evaluierten Ergebnisse nicht re-
préasentativ sind, zeigen sie erste Anhaltspunkte, die bei der Vermittlung der
lokalen Linearisierung im Mathematikunterricht zu beriicksichtigen sind.
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14 Zusammenfassung

Die praktischen Erprobungen der Unterrichtsversuche zeigen, dass die in der
vorliegenden Dissertationsschrift entwickelten Unterrichtseinheiten im Ma-
thematikunterricht realisierbar sind. Insbesondere die Einheit ,, Von Méarkten
und Unternehmen* wurde nach Einschétzung von Schiilern und Lehrer er-
folgreich in der Sekundarstufe I erprobt. Auch das Ergéinzungsmodul ,, Preis-
Elastizitit der Nachfrage“ aus der Einheit ,, Anderung 6konomischer Funk-
tionen I“ zeigte sich umsetzbar, verdeutlichte aber, dass im Bereich der
FElastizitét auf die Vermittlung der 6konomischen Begriffe mehr Sorgfalt ge-
legt werden muss. Aus der Einheit ,Anderung ékonomischer Funktionen
I1“ fiihrte eine Sequenz zu den Koeffizienten einer ertragsgesetzlichen Kos-
tenfunktion auf Seiten der Schiiler zu einem tieferen Versténdnis zum Mo-
notonieverhalten von Funktionen sowie zur Grundvorstellung eines Wen-
depunktes als Ort der geringsten Funktionssteigung. Insbesondere kristal-
lisierte sich aus der Beschéftigung mit der Wirtschaftsmathematik heraus,
dass mit 6konomischen Funktionen ein anschaulicher, anwendungsorientier-
ter Zugang zur Grundvorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung ei-
ner Funktion moglich ist. Der Wert der Ableitung wird explizit als Naherung
zur Funktionswertéinderung aufgefasst, was auf das grafische Aquivalent der
Tangente zur lokalen linearen Approximation einer Funktion fiihrt.

Die Grundvorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung einer Funk-
tion ist unter fachdidaktischen Gesichtspunkten von Interesse, da diese im
Mathematikunterricht zumeist hinter der lokalen Anderungsrate zuriicktritt.
Dies ist damit zu begriinden, dass die Bildungsstandards Mathematik fiir
die allgemeine Hochschulreife die Grundvorstellung der Ableitung als lokale
Anderungsrate im grundlegenden und erhhten Anforderungsniveau vorge-
ben, wihrend die lokale Linearisierung dem hoheren Anforderungsniveau
vorbehalten bleibt (KMK 2012, S. 20). Auch fachdidaktische Positionen
bevorzugen die lokale Anderungsrate (vgl. DANCKWERTS und VOGEL
2006), denn dieser Zugang fiihrt z. B. von der mittleren zur Momentange-
schwindigkeit rasch zum Ableitungsbegriff. Die auflerschulischen Erprobun-
gen aus dem Erginzungsmodul , Die Ableitung als lokale Linearisierung®
(vgl. Abschn. 13.2) legen jedoch nahe, dass angehende Studierende die Ab-
leitung als lokale Anderungsrate kaum mit dem grafischen Aquivalent der
Steigung einer Tangente sowie der Tangentengleichung in Verbindung set-
zen. Nach einer Einfiihrung zur Ableitung als lokale Linearisierung schien
dieser gedankliche Bruch behoben. Dies liefert positive Hinweise, dass die
Grundvorstellung der Ableitung als lokale Linearisierung tragfihig ist und
sinnvoll im Mathematikunterricht eingesetzt werden kann. Aktuelle Studien
unterstiitzen unserer Erfahrungen, dass die lokale Anderungsrate keinen be-
sonders nachhaltigen Effekt auf Schiilervorstellungen zum Tangentenbegriff
erzielt (vgl. BUCHTER 2014; WITZKE 2014). Im Aspekt der lokalen Li-
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nearisierung sehen wir diesen Nachteil nicht. Diese Eigenschaft der Tangente
erlaubt es, den Tangentenbegriff auf einer hoheren Ebene wieder aufzugrei-
fen und mit neuen Elementen anzureichern. Wird dieser Aspekt dem Schiiler
schon in der Mittelstufe in der Kreis- und Koordinatengeometrie verdeut-
licht, besitzt er er eine Grundvorstellung zur Tangente, die verallgemeinerbar
und iiber die gesamte Schulzeit bis hin zum Studium tragfihig ist. Jedoch
besitzt der Zugang zum Ableitungsbegriff als lokale Linearisierung einige
Tiicken, denn die Termumformungen zur Herleitung des relativen Fehlers
zwischen Funktion und Tangente erfordern ein hohes Mafl an analytischem
Kalkiil. Daher sehen wir den Einstieg zum Ableitungsbegriff {iber die lo-
kale Anderung weiterhin als geeignet an. Nach unserer Auffassung gehort
die lokale Linearisierung jedoch als ergénzende, tragfihige Grundvorstellung
zum Ableitungsbegriff in den Mathematikunterricht. Insbesondere zeigt sie
dem Schiiler eine horizontale Verkniipfung auf, die ihren Beginn in der li-
nearen Approximation von Kreisen und Parabeln genommen hat. Folglich
pladieren wir dafiir, auf grundlegendem Niveau mindestens einen anschau-
lichen Zugang zur Ableitung als lokale Linearisierung zu ermoglichen, auf
erhohtem Niveau kann eine analytische Legitimation erfolgen, um unter-
schiedlichen Anspriichen in der Oberstufe gerecht zu werden. Jedoch exis-
tieren in Schulbiichern kaum Ansétze zur Vermittlung der Ableitung als
lokale Linearisierung, obgleich diese in den Bildungsstandards Mathematik
fiir die allgemeine Hochschulreife unter erhohtem Anforderungsniveau an-
gefiihrt sind. Uber die Wirtschaftsmathematik sehen wir die Moglichkeit
einen anschaulichen Einstieg zu gewéhrleisten. Daher moéchten wir mit der
vorliegenden Dissertationsschrift eine kritische Auseinandersetzung zur Ver-
mittlung des Ableitungsbegriffs im Mathematikunterricht weiter anstoflen.
Die Unterrichtseinheiten Anderung 6konomischer Funktionen I und II wa-
gen dazu einen ersten VorstoS.

In der Behandlung von Funktionen mit zwei Variablen im Mathematikun-
terricht sehen wir eine Moglichkeit die Verallgemeinerung des Tangenten-
begriffs mittels lokaler Linearisierung einer Funktion fortzusetzen. Die Dif-
ferenzialrechnung von Funktionen mit zwei Variablen greift iiber Tangen-
tialebenen die fundamentale Idee der lokalen linearen Approximation auf,
was die Entwicklung einer tragfihigen Grundvorstellung zum Ableitungs-
begriff unterstiitzt. In diesem Umfeld plddieren wir fiir die Aufnahme von
Funktionen mit zwei Variablen in den Oberstufenkanon, auch wenn diese
in den aktuellen Lehrplidnen nicht vorgesehen sind und nur wenige Autoren
eine Umsetzung in der Schule fordern (vgl. WEIGAND und FLACHSMEY-
ER 1997, KLIKA 2000). Funktionen mit zwei Variablen lassen sich mittels
Okonomischer Funktionen anwendungsorientiert erschlieflen, ihre graphische
Darstellung ist mit aktuellen Programmen moglich und diese iiben durch
ihre Anschaulichkeit fiir Schiiler eine grofle Faszination aus.
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Zur Vermittlung der Grundvorstellung der lokalen linearen Approximation
wahlen wir einen stoffdidaktischen Ansatz — geméfl dem didaktischen Prin-
zip vom Speziellen zum Allgemeinen gelangen wir ausgehend vom Wert der
Ableitung als Naherung zur Funktionswerténderung in einem Anwendungs-
kontext zur lokalen Linearisierung. Fine alleinige Orientierung am Stoff ist u.
E. jedoch problematisch, viel wichtiger ist, wie sich die vorgeschlagenen Ein-
heiten in der Praxis umsetzen lassen. Die Riickmeldungen befragter Schiiler
und Studenten liefern dazu erste, positive Hinweise. Inwiefern ein tieferes
Verstdndnis zum Ableitungsbegriff gelingen kann, bleibt auch mit Mitteln
anderer Fachbereiche zu priifen.

Insgesamt geben die Einschitzungen von angehenden Studierenden in den
auBerunterrichtlichen Erprobungen, Schiilern und Lehrern aus den Unter-
richtseinheiten Anlass zur Hoffnung, dass eine stéirkere Integration der Wirt-
schaftsmathematik in den Mathematikunterricht positiv zu sehen ist. Dafiir
sprechen auch folgende Griinde:

— Die Vermittlung von Wirtschaftsmathematik unterstiitzt den Auftrag
des Mathematikunterrichts nach Allgemeinbildung in Form der Grund-
erfahrungen nach WINTER (1995). Schiilern erhalten Einblick in 6ko-
nomische Zusammenhinge und Gesetzméifigkeiten, sie lernen z. B.
wie Preise auf verschiedenen Mérkten entstehen und wie Unterneh-
men beim Absatz ihres Produktes vorgehen kénnen. Zusétzlich er-
laubt die Wirtschaftsmathematik einen Zugang zur Mathematik als
Wissenschaft mit eigenen Regeln und Zusammenhéngen. Auf die 6ko-
nomischen Inhalte schlieen innermathematische Themen wie die Ab-
leitung als lokale Linearisierung, die Approximation von Funktionen
mittels Taylorpolynomen oder die Analyse von Elastizitdtsfunktionen
an.

— Neben der mathematischen Allgemeinbildung leistet die Wirtschafts-
mathematik einen Beitrag zur dkonomischen Bildung, auf deren De-
fizite wir zu Beginn dieser Arbeit hingewiesen haben. Okonomische
Problemstellungen kénnen wie in einem Preisfindungsprozess von ma-
thematischen Ergebnissen profitieren, wenn es um den Verkaufspreis
eines Produktes geht. Darauf aufbauend zeigen wir, dass zur optimalen
Preisgestaltung mathematische Losungen nur einen Aspekt von vielen
darstellen. Zugleich spielen 6konomische, soziale und 6kologische Argu-
mente eine Rolle. Neben dem kritischen Vernunftgebrauch nach HEY-
MANN (1996) hebt dies die Mehrperspektivitdt 6konomischer Pro-
blemstellungen hervor, was im Zuge der Diskussion zur Eigensténdig-
keit des Wirtschaftsunterrichts umso aktueller erscheint (vgl. HEDT-
KE et al. 2010). Gerade in Zeiten von Slogans wie ,,Geiz ist geil* kommt
dem eine erhohte Verantwortung zu.
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— Die Unterrichtseinheiten orientieren sich an den curricularen Vorgaben
der Bildungsstandards Mathematik, so dass sie nach géingigen Lehr-
pldnen in den Mathematikunterricht integriert werden kénnen. Der
spiralférmige Aufbau erlaubt ein Aufgreifen vieler Inhalte des Analy-
sisunterrichts.

— Die fundamentale Idee der Approximation ist in den letzten Jahren
durch den Einsatz von leistungsfihigeren Taschenrechnern in den Hin-
tergrund geraten. Mit der vorliegenden Arbeit hegen wir den Wusch,
dass sich dies wieder dndert. Neben den Vorteilen einer vertikalen Ver-
netzung zum Tangentenbegriff erlaubt die fundamentale Idee der Ap-
proximation eine horizontale Vernetzung. Sie lésst sich nicht nur dem
Teilgebiet der Analysis zuordnen, sondern geht dariiber hinaus (vgl.
WINTER 1995, S. 37). Sie findet z. B. in der Stochastik im Rahmen
des Ubergang von der Binomial- zur Normalverteilung statt. Die fun-
damentale Idee des Approximierens ldsst sich somit auch als Leitidee
auffassen, was u. E. eine stérkere Einbindung im Mathematikunter-
richt legitimiert.

Abschlieflend bleibt zu wiinschen, dass Lehrende das Potenzial 6konomischer
Funktionen zur mathematischen Allgemeinbildung und zur Ausbildung trag-
fahiger Grundvorstellungen erkennen und in ihren Unterricht integrieren.
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A Grundlagen der Differenzialrechnung fiir Funk-
tionen mit einer Variablen

A.1 Monotonie

Intervalle, in denen eine Funktion monoton steigt oder fallt kénnen algebra-
isch mittels Ableitung bestimmt werden. Es gilt:

Satz 19
Sei f(z) auf dem Intervall I definiert und differenzierbar, dann gilt:

a) Ist fiir x € I die Ableitung f'(x) < 0, so ist f in I streng monoton
fallend.

b) Ist fiir x € I die Ableitung f'(x) > 0, so ist f in I streng monoton
steigend.

Beweis. Wir beschranken uns beim Beweis auf den ersten Teil. Nach dem
Mittelwertsatz der Differenzialrechnung (vgl. HEUSER 2001, S. 249) exis-
tiert in [a; b] eine Stelle z¢ fiir die gilt:

AR (UES ()

Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph einer Funktion im Intervall min-
destens eine Stelle z € [a; b] besitzt, fiir die die Tangentensteigung parallel
zur Sekantensteigung durch die Punkte Pj(a|f(a)) und P (b|f(b)) ist. Laut
Voraussetzung ist f/(zg) < 0 sowie b —a > 0, da b > a ist. Damit erhalten
wir:

F'(xz0) - (b—a) = f(b) — f(a) < 0.

Der zweite Teil des Beweises ist analog mit f/(x¢) > 0 zu fiihren.
(]

Beispiel 56

Es sei die Erlosfunktion E(x) = —2x2 4+ 1602 gegeben und fiir 0 < x < 80
definiert. Zur Bestimmung der Intervalle, in denen der Graph von E fdllt
oder steigt sind die Gleichungen E'(x) <0 und E'(x) > 0 zu losen. Es gilt:

—4x +160 < 0 < 160 < 4z < x > 40.

Der Grenzerlos ist fiir x > 40 negativ und der Erlds streng monoton fallend.
Analog ist fiir x < 40 der Erlos streng monoton steigend.

Mithilfe des Monotonieverhaltens einer Funktion lassen sich Aussagen iiber
deren Extremstellen ziehen. Dies untersuchen wir im folgenden Abschnitt.
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A.2 Extremstellen

Ein in der Okonomie oft gestelltes Problem ist die Frage nach einem groéften
Wert (z. B. maximaler Erlés oder Gewinn) oder auch kleinsten Wert (z. B.
Minimum der Stiickkosten). Dies fithrt auf die Ermittlung lokaler Extrem-
werte. Fiir diese gilt:

Definition 25 (Lokale Extrema)
Die Funktion f sei in [a;b] definiert. Sie besitzt an der Stelle xg € [a;b]

a) ein lokales Maximum, wenn der Funktionswert f(xg) in einer beidsei-
tigen Umgebung von xg am grifsten ist.

b) ein lokales Minimum, wenn der Funktionswert f(xg) in einer beidsei-
tigen Umgebung von xo am kleinsten ist.

Beispiel 57

Die Erlésfunktion E(x) = —2x? 4+ 160z ist fir 0 < x < 80 definiert. Sie
besitzt an der Stelle x1 = 40 ein lokales Mazximum mit E(40) = 3200. Der
grofite Erlos liegt bei 3200 GE und wird fiir 40 produzierte und verkaufte
Mengeneinheiten angenommen. Fiir die Mengen 0 und 80 ist der Erlds gleich
Null und am kleinsten.

Der grofite (kleinste) Funktionswert auf dem gesamten Definitionsbereich
wird als globales Maximum (Minimum) bezeichnet, der gleichzeitig
einen lokalen Extremwert darstellt. Umgekehrt trifft diese Aussage jedoch
nicht immer zu. Auf den Graphen der Funktion bezogen kénnen wir von
einem Hoch- und Tiefpunkt sprechen. Doch wie lésst sich eine lokale Ex-
tremstelle algebraisch bestimmen? Neben etwa Punktproben in einer Um-
gebung einer moglichen Extremstelle und der Scheitelpunktsform bei qua-
dratischen Funktionen stellt die Ableitung ein Analyseinstrument dar. Nach
Satz 19 ist fiir eine lokale Extremstelle zy die Ableitung f’ gleich Null, in
einer Umgebung von zy #ndert die Funktion f ihr Vorzeichen. Anschau-
lich bedeutet dies fiir den Graph von f, dass dieser an einem Hoch- oder
Tiefpunkt eine waagrechte Tangente besitzt. Davor und danach &ndert die
Tangentensteigung ihr Vorzeichen®?. Es gilt:

59Dieses Kriterium ist zwar ausreichend um eine Extremstelle zu identifizieren, aber
nicht notwendig. So besitzt die Funktion f mit

v f 22 +2”sin(L), firz#0
f(x)_{o, fiir z = 0.

an der Stelle zo ein lokales Minimum. Jedoch oszilliert die Funktion fiir z — 0 so stark,
dass f’ in jeder noch so kleinen Umgebung von g = 0 verschiedene Vorzeichen besitzt.
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Satz 20
Die Funktion f sei differenzierbar und besitze an der Stelle xg einen lokalen
Ezxtremwert, so gilt:

a) f'(z0) =0 (notwendige Bedingung),

b) f'(x0) =0 und wenn f" in einer Umgebung von xq einen Vorzeichen-
wechsel von — — + (+ — —) besitzt, dann besitzt f an der Stelle xg
ein lokales Minimum (Mazimum) (1. hinreichende Bedingung).

Beweis. Wir beschrinken uns beim Beweis von Satz 20 auf ein lokales Ma-
ximum. Mit Definition 25 gilt fiir ein lokales Maximum in einer Umgebung
von xg:

f(x) — f(zo) {S 0 fir z>x

T — T >0 fir z <.

Aus z — z folgt mit Gleichung (2.1), dass f'(z¢) < 0 fiir x > xp und
f(x0) > 0 fiir x < xg ist. Folglich ist f/(xo) = 0. Damit ist die notwendige
Bedingung bewiesen. Sei weiterhin f(z¢) = 0. Es gelte f'(x) > 0 fiir x < x
sowie f'(x) < 0 fiir x > z. Nach Satz 19 steigt f fiir 2 < z( streng monoton
und fillt fiir x > x. Folglich ist f(zo) ein lokales Maximum.

O

Beispiel 58

Gegeben sei die Gewinnfunktion G(x) = —2x2 + 120x — 40. Die notwendige
Bedingung G'(x) = 0 liefert die Losung o = 30 mit G(30) = 1760. Mit
G'(29) = 4 und G'(31) = —4 liegt ein Vorzeichenwechsel von G'(x) an der
Stelle z9 = 30 von + — — wvor. Da der Graph von G(z) eine nach unten
gedffnete Parabel ist, gilt: Der Gewinn ist beim Absatz Menge mit 1760 GE
am grofiten.

Ist in Satz 20 die notwendige Bedingung erfiillt, in der hinreichenden Bedin-
gung jedoch kein Vorzeichenwechsel zu finden, liegt ein Sattelpunkt vor.

A.3 Kriimmungsverhalten

In Abschnitt 1.3.3 beschreiben wir, dass eine zentrale Eigenschaft von Kos-
tenfunktionen deren Monotonieverhalten darstellt. Diese sind i. A. streng
monoton steigend. Dieser Anstieg ldsst sich weiter charakterisieren, denn
neben einem unter- oder iiberproportionalen Kostenanstieg ist auch deren
Kombination in Form einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion héufig an-
zutreffen. Die Art des Anstiegs einer Funktion fithrt auf den Begriff der
Kriimmung.
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Definition 26 (Kriimmung)

Die Funktion f sei auf dem Intervall I definiert. Weiterhin ezistiere fiir
jedes x1,20 € I mit x1 < xo eine lineare Funktion g als Verbindungsgera-
de durch die Punkte Pi(x1|f(z1)) und Ps(xa|f(x2)). Die Funktion f heifst
linksgekrimmt, wenn fir jedes z € (x1;x2) gilt: f(2) < g(z). Analog heifit f
rechtsgekrimmt, wenn fir jedes z € (x1;x2) gilt: f(2) > g(2).

Abbildung A.1 (a) veranschaulicht die Aussage aus Definition 26 fiir eine
Linkskriimmung von f. Fiir ein z € (z1;x2) ist der Funktionswert f(z) klei-
ner als der Funktionswert g(z). Analog zeigt Abbildung A.1 (b) die Aussage
fiir eine Rechtskriimmung von f. Hier ist f(z) grofler als g(z).

fg

a(x)

(a)

Abbildung A.1: (a) Links- und (b) Rechtskriimmung des Graphen einer Funktion

Das Kriimmungsverhalten einer Funktion kann mittels Ableitung bestimmt
werden, dazu ist der Begriff der Monotonie heranzuziehen. Es gilt:

Satz 21
Die Funktion f sei auf dem Intervall I definiert und differenzierbar. f ist in

I genau dann linksgekriimmt (rechtsgekriimmt), wenn f" in I streng monoton
wachsend (fallend) ist.

Beweis. Sei f’ streng monoton wachsend. Nach dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung (vgl. HEUSER 2001, S. 249) existieren Zahlen a und b
mit 1 < a < z < b < x9 fiir die gilt:

f(z) = f(z1) _ f’(a) < f’(b) _ f(x2) — f(z)

zZ— I xro — 2
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a

Abbildung A.2: Streng monoton zunehmende Tangentensteigung bei einer linksge-
kriimmten Funktion

Die beiden Differenzenquotienten stellen die Steigungen der Sekanten durch
PZ und QZ dar. Folglich liegt die Steigung der Sekante durch P(Q) dazwi-
schen und Z befindet sich unterhalb von PQ. Damit gilt f(z) < g(z) fiir
z € (x1;w2), wobei g die Sekante durch PQ darstellt. Nach Definition 26 ist
f linksgekriimmt®'. Abbildung A.2 verdeutlicht den Beweis aus Satz 21.

O

Die Aussage von Satz 19 kénnen wir auf den Sachverhalt der Kriimmung
iibertragen. Dabei kann das Anderungsverhalten der ersten Ableitung durch
das Vorzeichen der zweiten Ableitung beschrieben werden.

Satz 22
Die Funktion f sei auf dem Intervall I definiert und zweimal differenzierbar,
dann gilt:

a) Wenn fiir alle x € I gilt f"(x) > 0, dann ist f linksgekrimmt.

b) Wenn fiir alle x € I gilt f"(x) <0, dann ist f ist rechtsgekrimmt.

Beweis. Der Nachweis von Satz 22 folgt direkt aus den Sétzen 19 und 21.

O

51Fiir den Nachweis der Richtung ,=“ verweisen wir den interessierten Leser auf
BUCHTER und HENN (2010, S. 268).
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Den Begriff der Kriimmung kénnen wir zur zur Beschreibung eines lokalen
Extremums einer Funktion verwenden. Anschaulich nimmt die Tangenten-
steigung an den Graphen einer Funktion um einen Tiefpunkt herum zu.
Der Graph der Funktion f zeigt eine Linkskurve auf. Umgekehrt nimmt
die Tangentensteigung um einen Hochpunkt herum ab, der Graph von f
besitzt eine Rechtskurve. Dieser Zusammenhang erlaubt uns, anstelle des
Vorzeichenwechsels von f’ zur Uberpriifung eines Extremwertes alternativ
eine 2. hinreichende Bedingung anzugeben. Es sei jedoch erwadhnt, dass der
Nachweis iiber einen Vorzeichenwechsel der 1. Ableitung universeller ist. So
besitzt z. B. f(x) = z* an der Stelle zg = 0 ein Minimum, da f’ in einer
Umgebung von xg das Vorzeichen von — — + wechselt. Die 2. Ableitung
verschwindet mit f”(0) = 0. Daher ist im Zweifelsfall das Kriterium des
Vorzeichenwechsels hinzuzuziehen. Mittels Kriimmung gilt fiir eine lokale
Extremstelle:

Satz 23
Die Funktion f sei differenzierbar und besitze an der Stelle xg einen lokalen
Ezxtremwert, so gilt:

a) f'(zo) =0 (notwendige Bedingung),

b) f'(xo) = 0 und fir f"(xg) > 0 besitzt f ein lokales Minimum, fiir
1" (x0) < 0 liegt ein lokales Mazimum vor (2. hinreichende Bedingung).

Beweis. Wir beschranken uns beim Nachweis von Satz 23 auf ein lokales
Maximum. Da f’(zg) = 0 ist, gilt nach Gleichung (2.1):
/ ot /
Tr—xTQ €T — ,jL‘O Tr—x0 T — :L’O
Aus f"(z9) < 0 folgt f/'(z) < 0 fiir x > o und f'(z) > 0 fiir z < 2. Damit
liegt fiir f’ ein Vorzeichenwechsel von — — + vor und f besitzt nach Satz
20 ein lokales Maximum.

O

Beispiel 59

Gegeben sei die Gewinnfunktion G(x) = —2z% + 1202 — 40. Die Gleichung
G'(z) = 0 mit G'(x) = —4x + 120 besitzt die Losung xo = 30. Uber die
zweite Ableitung G"(z) = —4 erhalten wir G”(30) = —4 < 0. Fiir xg = 30
nimmt der Grenzgewinn ab und der Gewinn ist am grifiten.

Die zweite Ableitung findet ihre Anwendung nicht nur in der Bestitigung
von Extremwerten. Es konnen Punkte des Graphen von f bestimmt wer-
den, in denen die Funktion ihr Kriimmungsverhalten &ndert. Wechselt die
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Kriimmung einer Funktion von rechts nach links oder umgekehrt, besitzt
f einen Wendepunkt. Zur Berechnung ist nach Satz 22 die Gleichung
f"(x) = 0 zu 16sen. Anschaulich besitzt die erste Ableitung an einer Wende-
stelle somit ein lokales Extremum®?. Daher lassen sich die Zusammenhznge
zur Ermittlung einer lokalen Extremstelle auf eine Wendestelle iibertragen
und wir erhalten:

Satz 24
Die Funktion f sei dreimal differenzierbar und besitze an der Stelle xqy eine
Wendestelle, so gilt:

a) f"(x0) =0 (notwendige Bedingung) und f" besitzt einen Vorzeichen-
wechsel von — — + oder von + — — (1. hinreichende Bedingung).

b) f"(xg) =0 und f"(x¢) < 0 oder f"(xo) > 0 (2. hinreichende Bedin-
gung).

Beweis. Der Beweis von Satz 24 folgt direkt aus den entsprechenden Sétzen
fiir eine Extremstelle.

O

Beispiel 60

Gegeben sei die Kostenfunktion K mit K(x) = 23 — 1222 + 602 + 100. Die
Wendestelle von K berechnet sich iber K"(x) = 0 zu xg = 4. Zusdtzlich
bestitigt K" (x) = 6 # 0 fiir alle x € Dk deren Vorhandensein. Die Wen-
destelle kennzeichnet den Ubergang von fallenden zu steigenden Grenzkos-
ten und gibt die Stelle mit dem kleinsten Kostenzuwachs an. Dieser betrdgt

K'(4) = 12.

Der in Abschnitt A.2 angesprochene Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit
waagrechter Tangente, der Graph der Ableitungsfunktion beriihrt hierbei
die x-Achse.

527 war ist jede Wendestelle von f eine Extremstelle von f’, jedoch gilt die Umkehrung
nicht immer. Als Gegenbeispiel betrachten wir die Funktion f mit

oy 22 +aPsin(L), firz #0
f(’”)_{o, fiir z = 0.

f' besitzt an der Stelle o = 0 ein lokales Minimum, oszilliert jedoch in jeder noch so
kleinen Umgebung von zo, so dass das Monotonieverhalten von f’ nicht als Kriterium
ausreicht.
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B Ausziige aus dem Schriftverkehr zu den Zusam-
menhingen im Umfeld von Elastizitidtsfunktio-
nen aus Abschnitt 2.2.4

Am 11.2.2013 schrieb Prof. Bernd Luderer (TU Chemnitz):

»|---] ich habe mir Ihre Seiten noch einmal angesehen. Satz 1
ist gut bekannt. Satz 2 kenne ich nicht. Es ist durchaus von
Interesse. |[...]*

Am 19.2.2013 schrieb Prof. Klaus Miiller (TU Chemnitz):

w[---] ich fiirchte leider, Thnen ebenfalls nicht helfen zu kénnen.
Ich habe zusitzlich den Rat eines Kollegen eingeholt (Wilhelm
Lorenz, Fachhochschule Harz) [...]. Ich glaube, Sie sind auf eine
mathematische Eigenschaft gestofien, die dkonomisch nicht be-
griindet werden kann bzw. belanglos ist. Ich weify nicht, weshalb
Unternehmen interessiert sein kénnten am ”prozentualen Maxi-
mum der Gesamtkosten”. Dieser Wert ist, so zumindest mein ers-
ter Eindruck, ohne 6konomische Bedeutung. Warum sollten sich
Unternehmer fiir die Produktionsmenge interessieren, bei der die
Kosten die groitmogliche Elastizitat beziiglich der Produktion
aufweisen? Spannend nach Satz 1 ist m. E. nur die Elastizitét
der Gesamtkosten in Hohe von 1, weil (Zunahme der Elastizitét
vorausgesetzt) bis dahin die Stiickkosten sinken.[...]*

Am 27.2.2013 schrieb Dr. Benjamin Auer (Uni Leipzig):

»|---] ein sehr interessanter Zusammenhang, den Sie da aufzeigen.
In meiner bisherigen Arbeit ist mir dieser in der Literatur noch
nicht begegnet. Es kann daher durchaus sein, dass Sie der erste
sind, der sich damit befasst hat. [...]“

Am 11.1.14 schrieb Prof. Peter Hoberg (HS Worms):

»[--.] der von Thnen dargestellte Zusammenhang ist wohl eher ein
mathematischer. In diesem Gebiet kann ich nicht beurteilen, was
bereits veroffentlicht wurde.[...]*

Am 19.7.2014 schrieb Dipl. -Math. oec. Franziska Ziemer (Uni Wiirzburg):

»[---] In der Tat ist der Zusammenhang mathematisch interessant,
Okonomisch jedoch schwer interpretierbar. Leider kenne ich nie-
manden, der sich intensiver mit dieser Thematik auseinanderge-
setzt hat [...].«
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C Auszug aus dem Mathematikabitur 2007 Ba-
den-Wiirttemberg - Wahlteil Analysis Aufgabe
I1

Die Herstellungskosten eines neuen Rheumamittels werden durch eine Funk-
tion f mit
axr +b

modellhaft kalkuliert. Hierbei gibt f(x) die Kosten in 10000 Euro fiir die
z-te Produktionseinheit an, wobei die Einheiten nacheinander produziert
werden.

Die fiinfte Produktionseinheit kostet in der Herstellung 950000 Euro, die
zwanzigste Produktionseinheit kostet nur noch 560000 Euro.

(x> 0)

a) Bestimmen Sie a und b.
Skizzieren Sie das Schaubild von f.
Weisen Sie nach, dass die Herstellungskosten fiir eine Produktionsein-
heit im Laufe der Zeit sinken.
Ab der wievielten Produktionseinheit sind die Herstellungskosten fiir
eine Produktionseinheit geringer als 400000 Euro?
Mit welchen Herstellungskosten fiir eine Produktionseinheit muss man
langfristig rechnen?

(Teilergebnmis: f(z) = W)

b) Ab der wievielten Produktionseinheit unterscheiden sich die Herstel-
lungskosten von zwei aufeinanderfolgenden Produktionseinheiten um
weniger als 10000 Euro?

Jede Produktionseinheit besteht aus 10000 Packungen.

Wie hoch muss der Verkaufspreis fiir eine Packung sein, damit die
Einnahmen aus den ersten 100 verkauften Produktionseinheiten ihre
Herstellungskosten entsprechen?
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D Abituraufgabe Grundkurs Mathematik Ham-
burg 2011 - Analysis 1

Der Computerladen AIKON produziert und vermarktet Netbooks. Es wird
davon ausgegangen, dass die gesamte tégliche Produktion abgesetzt wird.
Die téglichen Gesamtkosten in Euro fiir die Produktion héingen von der An-
zahl x der produzierten Netbooks ab und werden durch eine Kostenfunktion
K beschrieben. Zur Kostenentwicklung sind den Produktionsplanern die fol-
genden Daten bekannt:

Anzahl z der produzierten Netbooks pro Tag 0 80 105
Gesamtkosten K in Euro pro Tag 12450 | 32850 | 38100

Dariiber hinaus haben die Produktionsplaner die Information, dass bei ei-
ner Produktion von 80 Netbooks die Grenzkosten K'(47) Euro pro Stiick
betragen, das heifit K'(80) = 47.

a) Bestitigen Sie, dass K(z) = 0,022 — 5,822 + 591z + 12450 bei den
gegebenen Informationen die Gleichung einer passenden Kostenfunk-
tion darstellt.

Beschreiben Sie die inhaltliche Bedeutung von K’(80).

Die Produktionsplaner betrachten die Kostenentwicklung bei Erhéhung der
Produktion genauer.

b) Bestimmen Sie die Produktionsmenge, bei der die Grenzkosten mini-
mal sind, und markieren Sie den zugehorigen Punkt auf dem Graphen
in der Anlage.

Bestimmen Sie die Hohe der minimalen Grenzkosten.
Interpretieren Sie die Bedeutung der minimalen Grenzkosten im Sach-
kontext.

Das Computerunternehmen verkauft die Netbooks zu einem Preis von jeweils
599 Euro.

c¢) Geben Sie die Gleichung der Erlosfunktion F an und zeichnen Sie den
Graphen von F in das Koordinatensystem in der Anlage.
Bestitigen Sie die Gleichung der Gewinnfunktion G' mit

G(z) = —0,0223 + 5,822 + 8z — 12450.

d) Bestiitigen Sie, dass das Unternehmen mit Gewinn produziert, wenn
mindestens 51 und hochstens 283 Netbooks hergestellt werden.
Bestimmen Sie die Produktionsmenge, bei der maximaler Gewinn er-
wirtschaftet wird.
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In der Zwischenzeit ist es zu einem Uberangebot auf dem Netbookmarkt
gekommen. Die Konkurrenz versucht, die Firma AIKON vom Markt zu
dridngen. Sie bietet dazu qualitativ gleichwertige Netbooks zu einem Preis
von 300€ an. Die Geschiftsleitung der Firma AIKON beschliefit, eben-
falls den Preis deutlich zu senken. Sie schldgt hierzu vor, das Minimum
der Stiickkosten k mit k(z) = @ zu bestimmen.

d) Weisen Sie nur unter der Verwendung der ersten Ableitung von k nach,
dass die tégliche Produktionsmenge, bei der die Stiickkosten k& am
geringsten sind, in guter Naherung bei 158 Netbooks erreicht wird.
Ermitteln Sie, welchen Verkaufspreis das Computerunternehmen fiir
ein Netbook mindestens verlangen muss, wenn die produzierten 158
Netbooks verlustfrei verkauft werden sollen.

Begriinden Sie, warum sich AIKON wegen seiner Konkurrenten derzeit
noch keine ernsthaften Sorgen machen muss.
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E Schiilerlésungen zu ertragsgesetzlichen Kosten-

funktionen
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Abbildung E.1: Ganzrationale Funktion dritten Grades als ertragsgesetzliche Kostenfunk-

tion (a)
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tion (b)
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