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Verwendete Symbole

Zahlbereiche

N

Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

No Menge der natiirlichen Zahlen mit Null {0,1,2,3,...}

Z Menge der ganzen Zahlen {0,1,—1,2,—2,...}

Q Menge der rationalen Zahlen

Qf Menge der Bruchzahlen {z € Q | z > 0}

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

Intervalle

[a, b] abgeschlossenes Intervall {z € R | a < x < b}

la, b] offenes Intervall {x € R | a < x < b}

Mengenoperationen

C Mengeninklusion (Gleichheit zugelassen)

M+ N Mengenaddition; M + N ={X | JA€ MAN € N: X = M + N}
M-N Mengenmultiplikation; M-N = {X |FJA€ MIN € N : X = M -N}

Elementare Geometrie

9(A, B)
E(A, B,C)
AB

AB

|AB]

Al || Al
Mg

mAaAB

d(A, B)
d(M, N)

Gerade durch die Punkte A, B
Ebene durch die Punkte A, B, C
Strecke mit den Endpunkten A, B

relatives Inneres der Strecke AB (:= AB \ {A, B})

Lange der Strecke AB

Betrag eines Punktes; Linge der Strecke AO

Mittelpunkt der Strecke AB

Mittellot der Strecke AB

Abstand der Punkte A und B

Abstand der Punktmengen M, N: inf{|AB| | Ae M,B € N}
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1 Einleitung und Aufbau der Arbeit

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist eine umfassende didaktische Analyse
der analytischen Geometrie sowie die Entwicklung eines alternativen Zuganges zu
diesem Themengebiet, welches sich neben der Analysis und der Stochastik als fes-
ter Bestandteil des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe /7 etabliert hat. Trotz
dieser festen Verankerung in den Curricula und in den Schulbiichern der Oberstufen-
mathematik sind die aktuellen didaktischen Analysen dieses Gebietes unzureichend.
Obwohl die Schiiler in der Lage sind, die Aufgaben des Zentralabiturs mit Erfolg zu
bearbeiten, zeigen genauere Untersuchungenﬂ dass dieser Erfolg in vielen Fillen auf
dem sicheren Beherrschen eines Kalkiils beruht, dass die analytische Geometrie den
Lernenden auf der Begriffsebene aber grofe Probleme bereitet.

Im Sommersemester 2016 wurden Studierende im zweiten Semester
des Masterstudiums im Rahmen der Ubungsaufgaben zur Vorlesung (0.1.1)¢]
Algebra 11 fiir Gemeinschaftsschuld’ damit beauftragt, den Mittel-
punkt der Raumdiagonale des abgebildeten Wiirfels zu bestimmen. (g, 1,0
Kein Studierender hat dabei die naheliegende Rechnung

1 111
M=—--((1,1,0 0,0,1) =(z,=, =
2 (( Y ) ) + ( Y ) )) (27 27 2)
verwendet. Die einfachsten zielfithrenden Losungen beinhalteten zunéchst die Defi-
nitionen

0 1 0 1
g=lo|l,@=(1]-(o]=(1],
1 0 1 1

mit deren Hilfe der Ortsvektor des Mittelpunktes mithilfe des Vektorzuges

1
1 0 0 1 1 ?
o+v+§w: 0] +10 —i—§- L 1=15s

0 1 -1 3

berechnet wurde. Aber auch wesentlich aufwéndigere Vektorziige kamen zum Ein-
satz, teilweise ohne zum richtigen Ergebnis gefiihrt zu haben. Es scheint, als wiirde

lsiche S dieser Arbeit
2gelesen von Dr. M. Schmitz
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die schulische analytische Geometrie den Blick vernebeln und selbst einfache Dinge
kompliziert erscheinen lassen. Die inflationire Einfiihrung neuer Begriffe wie Vektor,
Ortsvektor, Stitzvektor, Richtungsvektor fiihrt dazu, dass sogar die aus der Sekun-
darstufe I bekannte Gerade zu einem komplizierten Objekt wird. Dies zeigen unter
anderem die Untersuchungen von Malle in [31], in denen Schiiler nach der Parame-
terdarstellung einer Geraden gefragt wurden. Eine typische Antwort auf diese Frage
war die folgende:

g = (i) + A (2), das ist zum Beispiel irgendein Punkt, zum Beispiel (2|4),

plus Lambda mal (5|6) ist gleich die Gerade g.“ (Malle, |31])

Eine Analyse dieser Antwortenrﬂ zeigt, dass die Schiiler zwar in der Lage sind, die fiir
das Zentralabitur geforderten Aufgabentypen kalkiilhaft zu bearbeiten, dass es je-
doch an einem grundlegenden Verstindnis der zugrunde liegenden Objekte mangelt.
Diese Probleme basieren auf einer unzulénglichen Objektklarheit. Dabei verstehen
wir unter Objektklarheit die Riickfiihrung jedes verwendeten mathematischen Ob-
jektes auf moglichst einfache Grundobjekte - wobei dies im Idealfall das Grundobjekt
Menge ist - und die transparente Gestaltung der Zusammenhinge zwischen diesen
Objekten. Der Grad der geforderten Objektklarheit ist ein subjektives Bediirfnis, das
vom Wissensstand des Betrachters abhingig ist] Ein von einer fachlichen Basis aus
agierender Lehrer sollte aber ein groktmogliches Maf an Objektklarheit anstreben,
um gegebenenfalls Vereinfachungen im Rahmen der didaktischen Reduktion gezielt
vornehmen zu konnen. Je einfacher die zum Aufbau einer Theorie verwendeten Ob-
jekte sind, desto einfacher wird es fiir den Lehrenden und Lernenden sein, diese
Objektklarheit zu erzielen. Diese Einfachheit ist bei den tiblichen Unterrichtsgingen
der analytischen Geometrie nicht gegeben, was schon bei der Definition des Begrif-
fes Vektor als Aquivalenzklasse von Pfeile, die wir kurz mit Pfeilklasse bezeichnen
wollen, beginnt. Vom fachlichen Standpunkt aus sind Vektoren nichts anderes als
Elemente eines Vektorraumes, und da der R? bzw. die Zeichenebend’| Vektorriiu-
me sind} haben die Schiiler schon mit der Koordinatisierung der Zeichenebene zu
Beginn der Sekundarstufe I ein Beispiel fiir die Trigermenge eines Vektorraumes
kennengelernt, die durch die Einfiithrung zweier intuitiver Verkniipfungen zu einem
Vektorraum wird. In dieser Arbeit wird ein alternativer Aufbau der analytischen
Geometrie vorgestellt, der an dieses Vorwissen ankniipft und ausschliefslich Punkte
der Ebene und des Raumes als Grundobjekte verwendet, wodurch auf die fiir Schii-
ler sprachlich komplizierten Begriffe Vektor, Ortsvektor, Stitzvektor, Richtungsvek-
tor usw. verzichtet werden kann. Der Einsatz dieses Aufbaus hat im Rahmen erster
Interventionsstudien an Schulen in Schleswig-Holstein zu erfolgversprechenden Er-

3siehe S dieser Arbeit

4So wiirde beispielsweise kein Schiiler der Primarstufe eine mengentheoretische Konstruktion
der natiirlichen Zahlen zu schéitzen wissen.

Ssiehe S. dieser Arbeit

Ssiehe S. |18 dieser Arbeit

"siehe S. [21] dieser Arbeit
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gebnissen hinsichtlich des verstindnisorientierten Lernzuwachses gefiihrt.

Zur Zielsetzung der didaktischen Analyse des genannten Themengebietes beziehen
wir uns auf die Ausfithrungen von Wittmann in [52]|. Demnach ist die spezifische
Aufgabe der Mathematikdidaktik die , Entwicklung und Erforschung inhaltsbezoge-
ner theoretischer Konzepte und praktischer Unterrichtsentwiirfe mit dem Ziel einer
Verbesserung des realen Unterrichts“. Zum Kernbereich der wissenschaftlichen Ar-
beit gehoren insbesondere:

o  die Konzipierung lokaler mathematischer Theorien,

o die elementarmathematische Durchdringung von Unterrichtsinhalten und mdg-
lichen Unterrichtsinhalten mit dem Ziel, sie fir bestimmte Lerngruppen zu-
ganglich zu machen,

e die kritische Hinterfragung bzw. Rechtfertigung von Inhalten im Rahmen all-
gemeiner Zielsetzungen des Mathematikunterrichts,

e die Erforschung von Lernumgebungen und von Lehr-/Lernprozessen.” (Witt-
mann, [52)

In Anlehnung an diese Kernbereiche gliedern wir die vorliegende Arbeit in die auf
diese Einleitung folgenden Vorbetrachtungen sowie drei Hauptteile.

In den Vorbetrachtungen beleuchten wir den Begriff analytische Geometrie sowohl
aus schulischer als auch aus hochschuldidaktischer Sicht und grenzen den in dieser
Arbeit entwickelten Zugang der punktbasierten analytischen Geometrie vom klassi-
schen Zugang iiber Pfeilklassen ab.

In Teil [I] erfolgt eine elementarmathematische Durchdringung der Grundlagen der
punktbasierten analytischen Geometrie, die es dem Lehrenden ermdoglicht, von einer
fachlichen Basis aus zu agieren und die nach Wittmann den Ausgangspunkt mathe-
matikdidaktischer Arbeit darstellt. Anstelle eines axiomatischen Aufbaus arbeiten
wir mit dem R? bzw. dem R? als gemeinsamer Konkretisierung der Ebene bzw. des
Raumes und zwei- bzw. dreidimensionaler Vektorrdume. Das Ziel soll dabei stets
sein, aus der mathematischen Theorie Lernumgebungen entwickeln zu kénnen, die
fiir den Einsatz in der Schule geeignet sind. Deshalb erfolgt in diesem Teil schon
eine wesentliche Reduktion der universitdren analytischen Geometrie. Grundlegend
fiir die elementarmathematische Analyse ist die Tatsache, dass wir unter der Ebene
zunéchst nur den R? und unter dem Raum nur den R? als abstraktes Objekt verste-
hen und nicht etwa den uns umgebenden Anschauungsraum. Genauso wie bei einem
axiomatischen Aufbau einer Theorie alle Begriindungen stets im Rahmen des zu-
grunde liegenden Axiomensystems erfolgen sollten, sollte man bei Verwendung einer
Konkretisierung eines Axiomensystems auch anschaulich klare Aussagen innerhalb
des vorgelegten Modells beweisen. Skizzen liefern dafiir die Motivation und die Ide-
en, sie konnen jedoch keine formalen Beweise ersetzen, die in vorliegenden Arbeit
iiberwiegend durch Rechnungen erfolgen werden.
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In Teil [[I] wird ein Entwurf eines Unterrichtswerkes entwickelt, das den R? bzw. R?
als Punkte der Ebene interpretiert und aufbauend auf der Theorie aus Teil [/| Ler-
numgebungen fiir den Einsatz in einer gymnasialen Oberstufe bereitstellt. Diese sind
dabei so konzipiert, dass sie den folgenden Kriterien von Wittmann an substanzielle
Lernumgebungen geniigen:

1. ,Sie missen zentrale Ziele, Inhalte und Prinzipien des Mathematikunterrichts
reprasentieren.

2. Sie miissen reiche Moglichkeiten fiir mathematische Aktivitaten von Schiler/-
innen bieten.

3. Sie miissen flexibel sein und leicht an die speziellen Gegebenheiten einer be-
stimmten Klasse angepasst werden kdnnen.

4. Sie miissen mathematische, psychologische und pddagogische Aspekte des Leh-
rens und Lernens in einer ganzheitlichen Weise integrieren und daher ein wei-
tes Potential fir empirische Forschungen bieten.“( Wittmann [52])

In Teil [[T]] erfolgt letztendlich die von Wittmann geforderte Hinterfragung und
Rechtfertigung der prisentierten Lerninhalte im Rahmen allgemeiner Zielsetzungen
des Mathematikunterrichts, eine Erliuterung der vorgenommenen didaktischen Re-
duktionen sowie eine didaktische Analyse der Lerninhalte. Ein wesentlicher Aspekt
der didaktischen Reduktion ist die Durchmischung von elementargeometrischem
Vorwissen mit der neu entwickelten Theorie, wodurch sich nicht nur Beweise erheb-
lich vereinfachen lassen, sondern die analytische Geometrie auch vertikal mit diesem
Vorwissen verkniipft wird. In der abschliefenden Diskussion folgt der Versuch einer
Antwort auf die Frage, ob und in welchem Mafe die dargelegten Inhalte iiberhaupt
ihre Berechtigung in einem Curriculum haben. Wir empfehlen eine Abkehr von der
kalkiilhaften analytischen (Geometrie hin zu mehr echter mathematischer Tatigkeit.



2 Vorbetrachtungen

2.1 Analytische Geometrie

Zur Erlauterung des Begriffs punktbasierte analytische Geometrie betrachten wir
zuniichst dessen letzten beiden Bestandteile. Die Ubersetzung des aus dem Altgrie-
chischen stammenden Wortes Geometrie (yewperpia)) mit Erdmaf, Erdmessung,
Landmessung lasst auf die urspriingliche Verwendung geometrischen Wissens schlie-
fsen, das schon den orientalischen Hochkulturen des 5. bis 3. Jahrhunderts vor unserer
Zeitrechnung bekannt war. Der Einsatz dieses Wissens diente vorrangig dem Ldsen
praktischer Probleme wie beispielsweise der Vermessung von Land, der Konstruk-
tion von Gebduden sowie der Navigation und der Astronomie (vgl. [1]). Auch die
Agypter verwendeten als Formel fiir den Flicheninhalt einer Dreiecksfliche

Lange der Grundseite - Hohe
2
und als Formel fiir den Flacheninhalt einer Kreisflache

Flacheninhalt =

Durchmesserlénge) 2
9 )

Fldcheninhalt = (Durchmesserlé’mge —

was einer Approximation von w & 3,14159 durch % ~ 3,16049 entspricht und

hinreichend genau war, um praktische Probleme der damaligen Zeit zu 16sen.

Die Verwendung dieser Formeln verdeutlicht die Sicht auf Mathematik der damaligen
Zeit:

SZwischen exakt giltigen Formeln - wie der zur Berechnung der Dreiecksfliche
- und Naherungsformeln - wie der zur Berechnung der Kreisfliche - wurde kein
prinzipieller Unterschied gemacht, das mathematische Wissen lag in Form von
Regeln vor, Begrindungen und Beweise wurden nicht gegeben.“ (1], S. 1)

Dies énderte sich in Griechenland in der Zeit um 350 — 200 vor unserer Zeitrechnung.
Das mathematische Wissen der damaligen Zeit ist in dem wohl beriihmtesten Werk
Elemente des griechischen Mathematikers Euklid von Alexandria zusammengetra-
gen, der wahrscheinlich im 3. Jahrhundert v. Chr. in Alexandria gelebt hat. Die
dort verwendete strenge Beweisfiihrung wurde zum Vorbild der spiteren Mathema-
tik, deren zentraler Inhalt nicht mehr nur die Frage nach gewissen Regelméabigkeiten
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ist, sondern auch die Suche nach Begriindungen fiir deren Giiltigkeit. Die von Eu-
klid gepréigte Vorgehensweise ist das Aufstellen von intuitiv einsichtigen Axiomen,
die die aus der objektiven Realitdt abgeleiteten Begriffe und Strukturen abstrahie-
ren, und aus denen dann weitere Aussagen deduktiv abgeleitet werden. Nachdem
einmal die Objekte und die strukturellen Beziehungen zwischen diesen Objekten
festgelegt sind, wird in der Mathematik von allen weiteren Eigenschaften dieser Ob-
jekte abgesehen und es werden nur noch solche Eigenschaften untersucht, die aus
den Axiomen ableitbar sind. Geschieht bei diesen Ableitungen etwas, was nach den
urspriinglichen Begriffen nicht erwartet wird oder unmoglich erscheint, so miissen
diese gegebenenfalls verbessert oder erginzt werden.

»Durch diesen Process wird unsere Auffassung der Natur allmdhlich immer voll-
standiger und richtiger, geht aber zugleich immer mehr hinter die Oberfliche
der Erscheinungen zuriick.“ (|48], S. 489)

Die Axiomensysteme stehen also geschichtlich nicht am Anfang einer mathemati-
schen Disziplin, sondern sind das Ergebnis einer langen historischen Entwicklung,
in der sich die in den Axiomensystemen festgehaltenen Objekte und Strukturen als
sinnvoll erwiesen haben. Die die Mathematik charakterisierende Exaktheit bleibt
dabei stets eine relative Exaktheit im Rahmen des gegebenen Axiomensystems, und
lasst sich mitnichten als absolute Exaktheit bezeichnen.

Das heute gebrduchlichste Axiomensystem der Geometrie wurde von David Hilbert
entworfen und im Jahre 1899 in dem Werk Grundlagen der Geometrie |22] veroffent-
licht. Demnach besteht die euklidische Ebene aus zwei Mengen &2 und ¢ sowie einer
Inzidenzrelation, einer Kongruenzrelation fiir Strecken, einer Kongruenzrelation fiir
Winkel und einer Anordnung. Die Elemente der Menge & nennen wir Punkte, die
Elemente der Menge ¢ Geraden. Zusétzlich gelten verschiedene Gruppen von Axio-
men: die Inzidenzaxiome, die Anordnungsaxiome, die Kongruenzaxiome fiir Strecken
und fiir Winkel, das Parallelenaxiom sowie die Vollstdndigkeitsaxiome.

Dieser axiomatische Aufbau der Geometrie sorgt fiir logische Klarheit, da er das
Ergebnis eines Jahrhunderte andauernden begrifflichen Optimierungsprozesses ist.
Allerdings sind in diesem Rahmen die Beweise relativ simpler geometrischer Sachver-
halte zu komplex fiir einen ungeiibten Lernenden. Deshalb wurden weitere Varianten
von Axiomensystemen entwickelt, die mit einem deutlich geringeren Aufwand ver-
bunden sind, siehe etwa [29]. Doch auch bei diesen Axiomensystemen verkompliziert
sich die Behandlung geometrischer Probleme mit Methoden der euklidischen Geo-
metrie, sobald die geometrischen Objekte nicht mehr aus einfachen Elementen wie
Strecken, Kreisbogen usw. zusammengesetzt sind.

Vor der Vereinheitlichung der Grundlagen der Geometrie durch Hilbert gab es statt
einer globalen Theorie eine Vielzahl lokaler Axiomensysteme. Schon im Jahre 1637
kritisiert René Descartes in [8] diesen ,Wildwuchs der geometrischen Analysis der
Griechen® und entgegnet dem damit einhergehenden Mangel an Systematik mit der
Charakterisierung von Punkten der Ebene durch Koordinaten.
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Dazu wird ein Punkt O € & der Ebene gewihlt sowie zwei nicht-parallele orientierte
Geraden g1, g2 € ¢4, die den Punkt O enthalten. Diese Geraden bezeichnen wir als
Koordinatenachsen. Jedem Punkt P € & wird nun auf folgende Weise ein Tupel
(x1, z2) reeller Zahlen zugeordnet:

P, ist der Schnittpunkt der Parallelen zu g, durch
P mit der Koordinatenachse g1, P, ist der Schnitt-
punkt der Parallelen zu g; durch P mit der Koor-
dinatenachse go. Durch Wahl einer Einheitsstrecke
konnen wir nun z; als Abstand von P; zu O und x4
als Abstand von P, zu O wéihlen, wobei das Vor-
zeichen von x; bzw. zo angibt, auf welcher Seite
der Geraden ¢g; bzw. g5 vermdoge des Punktes O
der Punkt P liegt.

Damit erhalten wir eine bijektive Abbildung ¢ : & — R?, P — il , wir iden-
2

tifizieren also die Ebene mit der Menge der 2-Tupel reeller Zahlen. Die Zahlen
21,9 nennen wir Koordinaten des Punktes P. Durch diese Identifikation wird die
Zeichenebene zur Zahlenebene, durch die Einfithrung von Verkniipfungen auf der
Zahlenebene wird diese zu einem neuen Zahlbereich. Objekte in der Ebene werden
durch die Einfiihrung von Koordinaten zu Punktmengen, die durch Bedingungen
an ihre Koordinaten gegeben sind. Geometrische Probleme lassen sich damit durch
algebraische Gleichungen beschreiben und mit Methoden der Algebra und der Infi-
nitesimalrechnung beweisen. Dieser Vorgang wird als Algebraisieren bezeichnet. Der
umgekehrte Prozess, das Geometrisieren, veranschaulicht Rechnungen geometrisch.
Descartes sieht in diesem von ihm algebraische Analysis genannten Zugang einen
systematischeren Weg, um geometrische Probleme zu 16sen. Er schreibt:

2Was sodann die Analysis der Alten betrifft oder die Algebra der Neueren, so ist
abgesehen davon, daf$ sich beide nur auf sehr abstrakte Gegenstinde beziehen,
die gar keinen Nulzen zu haben scheinen, die erstere stets so an die Betrach-
tung von Figuren gebunden, daf$ sie den Verstand nicht iben kann, ohne die
Einbildungskraft zu sehr zu ermiden - und in der letzteren hat man sich so
dem Zwang gewisser Regeln und Zeichen unterworfen, dafi daraus eine verwor-
rene und dunkle Kunst entstanden ist, die den Geist eher hemmt, und nicht
eine Wissenschaft die ihn bildet. Das war der Grund, weshalb ich dachte, man
misse eine andere Methode suchen, indem sie die Vorteile dieser drei in sich
vereinigt, doch frei ist von ihren Mdangeln.“ (Descartes [27])

Descartes sieht in den algebraischen Gleichungen, mit denen nun geometrische Ob-
jekte beschrieben werden konnen, das entscheidende Bindeglied zwischen Algebra
und Geometrie. Durch die Algebra wird die Geometrie wieder quantifiziert, und na-
hert sich damit wieder der urspriinglichen Begriffsbedeutung Erdmessung an. Die
Gedanken von Descartes wurden in den folgenden Jahrhunderten auf den Raum
respektive den R? erweitert.
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Folgen wir dem Weg von Descartes, so konstruieren wir das kartesische Modell der
euklidischen Geometrie, indem wir 22 := R? und 4 := {R-A+P|P,A € R?, A # O}
setzen. Hierbei wird die Kurzschreibweise

R-A+P:={X|XecR*FIcR: X=r-A+P}

verwendet. Wir sagen, dass ein Punkt P € & in einer Geraden g € ¢ enthalten
ist, wenn P € g im mengentheoretischen Sinne ist. Damit sind die Inzidenzaxiome
erfiillt.

Ein Punkt Q € R? liegt zwischen zwei Punkten P € R? und R € R2, falls es ein
t €]0,1] gibt so dass Q@ = tP + (1 — t)R ist. Mit dieser Definition sind die Axiome
der Anordnung erfiillt.

Um die Kongruenz von Strecken und Winkeln zu definieren, bendtigen wir den Be-
griff der euklidischen Bewegung. Ist A € O(2) eine orthogonale Matrix iiber R und
B € R?, so nennen wir die Abbildung

Fap RE-R X —A-X+B

eine euklidische Bewegung. Zwei Strecken PQ) und P'Q’ heiken kongruent, falls es
eine euklidische Bewegung F gibt mit F(P)F(Q) = P'Q’. Zwei Winkel ZPQR und
ZP'Q'R' heiken kongruent, falls es eine euklidische Bewegung F' gibt mit

/F(P)F(Q)F(R) = ZP'Q'R.

Mit diesen Kongruenzdefinitionen sind auch die Kongurenzaxiome fiir Strecken und
Winkel, das Parallelenaxiom sowie die Vollstandigkeitsaxiome erfiillt (siehe etwa [1]).

Hilbert beweist in [22], dass jedes Modell der euklidischen Ebene isomorph zu diesem
Modell ist. Somit bestimmt nicht mehr die Wahl des Modells, sondern nur die hinter
dem Modell stehende mathematische Struktur die Aussagen, die im Rahmen dieses
Modells entwickelt werden.

»Es war jedoch eine der fruchtbarsten mathematischen Einsichten des ausgehen-
den 19. Jahrhunderts, daf$ es nicht auf die Natur der mathematischen Objekt-
bereiche ankommt, sondern ausschlieflich auf ihre Struktur. Fs war Hilbert, der
diese Auffassung am klarsten formuliert hat. Spdter hat Hilbert diese heute als
die axiomatische bezeichnete Auffassung zur Grundlage eines umfassenden Pro-
gramms zur Neubegrindung der Fundamente der Mathematik gemacht.“ (|40|,

S. 147)

Die Einfiihrung eines derartigen Modells, das ein Axiomensystem erfiillt, nennen
wir im Folgenden Konkretisierung des Aziomensystems. Solange wir im Rahmen
der von dem Axiomensystem vorgegebenen mathematischen Struktur argumentie-
ren, besitzen wir in der Konkretisierung Wahlfreiheit. Diese Konkretisierung tragt in
entscheidendem Mafe zur didaktischen Reduktion mathematischer Inhalte bei. Da
die Punktmenge der euklidischen Ebene bis auf Isomorphie der R? und die Punkt-
menge des Raumes der R ist, sagen wir deshalb:
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Die Ebene ist der R%, der Raum ist der R3.

2.2 Analytische Geometrie aus hochschuldidaktischer Sicht

In der Schulmathematik wird die analytische Geometrie untrennbar mit dem Begriff
des Vektors verkniipft. Betrachten wir Vektoren nicht aus der Sicht der Schulmathe-
matik, sondern aus der Perspektive der Hochschulmathematik, so werden mit der
heutigen Axiomatisierung der Vektorraumstruktur Erkenntnisse aus der Lehre linea-
rer Gleichungssysteme, der Koordinatengeometrie und analytischen Geometrie, aber
auch der Theorie der Differential- und Integralgleichungen und der dadurch begriin-
deten Funktionalanalysis unter einem zentralen Begriff zusammengefasst. Erste An-
sitze einer axiomatischen Definition gehen dabei auf Peano [37] zuriick, der heutige
Begriff des Vektorraumes wurde jedoch erst durch Entwicklungen der Funktional-
analysis im 20. Jahrhundert geprigt, die in den ,entscheidenden Jahren 1928-1933
ihre endgiiltige Vereinheitlichung erfuhr “ ([5]). Die Axiomatisierung dieser mathe-
matischen Struktur ist damit - ebenso wie die Axiomatisierung der Geometrie -
das Ergebnis eines langwierigen erkenntnistheoretischen Prozesses. Vektoren sind im
Sinne der Hochschulmathematik Elemente der Tragermenge eines K-Vektorraumes
(V,+,-), wobei K ein Korper, (V,+) eine abelsche Gruppe und - eine Verkniipfung
zwischen K und V ist, sodass fiir alle ¢, € K und alle v,v" € V' die Aussagen

(0) crveV (iii) ¢c- (v+v)=c-v+c- 0
(i) (c+d)-v=c-v+c-v (iv) Ix-v =

(i) (¢d)-v=c-(d )

erfilllt sind. Wir halten fest:

FEin Vektor ist ein Element eines Vektorraumes.

Eine nichtleere Teilmenge T" C V eines K-Vektorraumes V' heifst K -Teilraum von V,
wenn (T, +, ) selbst ein K-Vektorraum ist. Ist 7" ein K-Teilraum von V und v € V,
so heifit die Menge T'+ v = {x |3t € T : x =t + v} ein affiner K-Teilraum von V.
Ist v ¢ T, so ist der affine K-Teilraum 7"+ v kein Vektorraum mehr.

In diesem Sinne ist analytische Geometrie die Theorie der affinen K-Teilrdume von
Vektorraumen. Dabei spielen insbesondere die euklidischen Vektorrdume eine Rolle.
Dabei heifst ein R-Vektorraum V' euklidisch, wenn eine positiv definite Bilinearform
vV xV — R existiert. Euklidische Geometrie wird damit zur Theorie der positiv
definiten symmetrischen Bilinearformen[] und affiner Teilriume, in der Vektorriume
axiomatisch eingefiihrt werden. Geometrische und algorithmische Aspekte spielen

!(bzw. hermiteschen Formen bei C-Vektorriumen, auf die wir hier nicht niher eingehen)
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hingegen nur eine untergeordnete Rolle (vgl. [45], S. 3). Hierbei wird die Mathematik
als Produkt und weniger als Prozess dargestellt.

Wir prasentieren im Folgenden eine Konstruktion, mit der sich eine grofe Klasse an
Beispielen fiir Vektorrdume generieren lisst.

Fundamentalbeispiel einer Vektorraumkonstruktion:

Sind X, K Mengen, so bezeichnen wir mit K* die Menge aller Abbildungen
von X nach K. Ist X = {1,...,n} fiir ein n € N, so schreiben wir kurz K"

k1
Komponente von k als k; := k(j) und schreiben £k = | : |. k heift dann
k

n-Tupel iiber K. Statt 2-Tupel sagen wir auch kurz Tupel. Ein 3-Tupel heifst
auch Tripel.

Sei nun K ein Korper, X eine Menge, V := K*. Auf V definieren wir eine
Verkniipfung
F: VXV =V (f1, f2) = fi+f

durch
fitfo: X = Ko~ fi(z) + fo2).

Aufserdem definieren wir eine Verkniipfung
KXV Vi f)eaf
zwischen K und V' durch
cf: X = Kxw—c- f(x).

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung + statt + und - statt -.
Dann ist (V,+,-) ein K-Vektorraum.

Einen wichtigen Spezialfall erhalten wir, wenn wir X = {1,...,n} setzen. Dann ist
KX = K™ die Menge aller n-Tupel iiber K. Wihlen wir als zugrunde liegenden Kor-
per K = R die reellen Zahlen, so erhalten wir, dass (R™, +,-) ein R-Vektorraum ist.
Insbesondere sind damit die Ebene R? und der Raum R? Vektorrdume. Punkte der
Ebene und des Raumes sind also Elemente eines Vektorraumes und damit Vektoren.

Eine grundlegende Erkenntnis der linearen Algebra ist, dass endlichdimensionale
K-Vektorraume gleicher Dimension zueinander isomorph sind (siehe z.B. [15]). Ins-
besondere ist jeder zweidimensionale R-Vektorraum isomorph zur Ebene R? und
jeder dreidimensionale R-Vektorraum isomorph zum Raum R?. Damit ist der R,
und insbesondere der R? und R3, die iibliche Konkretisierung eines Vektorraumes
in der Schulmathematik, die es gestattet, abstrakte Zusammenhénge der linearen
Algebra in Aussagen iiber den R? respektive den R? zu iibersetzen und somit fiir



2.3. ZUGANGE ZUR ANALYTISCHEN GEOMETRIE 21

die Schulmathematik zugénglich zu machen. Zusammen mit der Identifizierung aus
Abschnitt 2.1 halten wir folgende Tatsache fest:

Die euklidische Ebene und der euklidische Raum sind Vektorrdume.

In dieser Arbeit werden die beiden Strange Geometrie und Vektorraumtheorie zu-
sammengefiihrt und fiir eine Verwendung in der Schule aufbereitet. Die entscheiden-
den Bindeglieder dazu sind der R? und der R3, die einerseits unter dem Aspekt der
euklidischen Ebene und des euklidischen Raumes, andererseits jedoch auch als Vek-
torraume betrachtet werden. Die Art und Weise dieser Aufbereitung unterscheidet
sich dabei dadurch von den herkommlichen Zugingen dadurch, dass ausschlieflich
Punkte als zugrundeliegende Objekte verwendet werden. Dieser Zugang wird im
folgenden Abschnitt niaher erldutert.

2.3 Zuginge zur analytischen Geometrie

Der axiomatische Vektorraumbegriff liefert aufgrund seiner begrifflichen Klarheit
und Einfachheit ein geeignetes Beispiel einer axiomatisch aufgebauten Theorie und
ist ein addquates Mittel, um die Oberstufengeometrie axiomatisch streng zu entwi-
ckeln. Dieser axiomatische Zugang ist jedoch - ebenso wie der axiomatische Zugang
zur Geometrie - trotzdem fiir ein schulisches Curriculum ungeeignet. Das dadurch
erzeugte Bild der Mathematik stellt diese ndmlich als fertiges Produkt dar. Dies
widerspricht einerseits der historischen Entwicklung, nach der Axiomensysteme am
Ende eines Entwicklungsprozesses stehen und nicht an dessen Anfang, anderseits
verhindert die sich dadurch ergebende stringente Unterrichtsfiihrung die Offnung
von Unterrichtssituationen. Aber nur diese Offnung ,kann der Bedeutung der Heu-
ristik fir das Fach Mathematik gerecht werden“(|6], S. 76), und dieser Erwerb von
heuristischen Fahigkeiten ist eine der drei Grunderfahrungen, die allgemeinbildender
Mathematikunterricht nach Winter |50] ermdglichen sollte.

Deshalb werden in der Schule die fachlichen Inhalte durch geometrisch-anschauliche
und kalkiilhaft-algorithmische Aspekte erginzt. Dies fiihrt zu den gebriuchlichen
Interpretationen des R? und R? bzw. dessen (affiner) Teilrdume als

1. Lésungsmengen homogener und inhomogener linearer Gleichungssysteme,

2. Aquivalenzklassen von Pfeilen, in der analytischen Geometrie der Schule auch
Vektoren genannt,

3. Stiicklisten bei Produktionsprozessen,
die die Schiiler auf dem Weg von der Ablésung von den Vorstellungen hin zum Ver-

stdndnis abstrakter Objekte begleiten. Dadurch ergibt sich ein konstruktivistischer
Lernprozess geméf den Forderungen von Borneleit in [6].
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2.3.1 Zugang iiber Pfeilklassen

Der in dieser Arbeit entwickelte punktbasierte Zugang zur analytischen Geometrie
soll insbesondere dem Zugang iiber Pfeilklassen gegeniibergestellt werden, weshalb
dieser kurz skizziert wird. Wir orientieren uns dabei an den Ausfithrungen in [21],
wo mit geringfiigiger Variation der Bezeichnungen die fehlenden Beweise nachzulesen
sind. Diesen Zugang wollen wir im Folgenden als klassischen Zugang zur analytischen
Geometrie bezeichnen.

Es werden die elementargeometrischen Begriffen Punkt, Strecke, Streckenlinge, Ge-
rade als bekannt vorausgesetzt. Ein Pfeil oder auch eine gerichtete Strecke AB ist
ein geordnetes Paar von Punkten A und B.

Auf der Menge der Pfeile wird die folgende Relation definiert: Zwei gerichtete Stre-
cken (Pfeile) AB und C'D heifen parallelgleich, falls sie gleich lang und gleichsinnig
parallel sind, wenn also gilt:

(i) Die Abstande zwischen Anfangs- und Endpunkt sind bei beiden Pfeilen gleich:
|AB| = |CD|.

(ii) Die Geraden, denen die beiden Pfeile angehéren, sind parallel zueinander:
9(A, B) || ¢(C, D).

(iii) Die Pfeile AB und C'D sind gleich orientiert.
Dabei heifen AB und C'D, die (i) und (i7) erfiillen, gleich orientiert, falls eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

e Falls g(A, B) = g(C, D), so ist AB = CD oder (B und C liegen zwischen
A und D) oder (A und D’ liegen zwischen B und C).

e Falls g(A, B) # g(C, D), so ist das Viereck ABDC' ein Parallelogramm,
es gilt also zusitzlich g(A, C) || g(B, D).

Die Relation parallelgleich ist eine Aquivalenzrelation und partitioniert somit die
Menge der gerichteten Strecken in Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen be-
zeichnen wir als Pfeilklassen und bezeichnen die Pfeilklasse einer gerichteten Strecke
u mit 4 := {x| x ist parallelgleich zu u}. Sind AB und BC' Pfeile, so definieren wir
die Summe von AB und BC als AB + BC = AC. Sind @ und v Pfeilklassen und
ist AB € 4 ein Reprisentant von u, so ﬁnde wir einen Punkt C, so dass BC' = v
ist und definieren v+ v := AB + BC = 1@ . Der Nachweis, dass diese Addition tat-
sdchlich unabhéngig von der Wahl der Représentanten ist, ist beispielsweise in |13,
S. 92 nachzulesen. Der dort gegebene Beweis verwendet den Stufenwinkelsatz an
parallelen Geraden sowie die Kongruenzsitze fiir Dreiecke. Mit dieser Addition wird

2Ist XY irgendein Reprisentant von ¢ und B ¢ g(X,Y), so wihlen wir C derart, dass das
Viereck XY CB ein Parallelogramm ist. Ist B € g(X,Y’), so miissen wir die Strecke XY von B aus
auf der Geraden ¢g(X,Y’) derart abtragen, dass XY und BC gleich orientiert sind.
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(E) Menge der Pfeilklassen zu einer kommutativen Gruge mit neutralem Element
AA. Zu jeder Pfeilklasse 1@ ist das Element —jﬁ := BA invers.

Setzen wir voraus, dass die generelle Streckenabtragung reeller Zahlen méglich ist,

so finden wir zu jeder Pfeilklasse u, jedem Reprisentanten AB € @ und jeder reellen
Zahl r einen Punkt C, so dass |AC| = |r||AB] ist und C' im Fall r > 0 auf der
gleichen Seite von A liegt wie B, und im Fall » < 0 auf der entgegengesetzten Seite

von A liegt wie B und definieren die Multiplikation r -« := AC'. Auch hier ist wieder
die Unabhéngigkeit der Definition von der Wahl des Reprisentanten zu zeigen.

Die Menge der Pfeilklassen bildet mit der oben definierten Addition und Multiplika-
tion einen R-Vektorraum. Jede Pfeilklasse ist somit ein Element eines Vektorraumes

und damit ein Vektor.

Die Problematik der analytischen Geometrie in der
Schule ist nun, dass diese Tatsache héaufig wie in
der nebenstehenden Abbildung im umgekehrten
Sinne verwendet wird: Vektoren werden als Pfeil-
klassen definiert, womit sich die umgekehrte Im-
plikation ,Jeder Vektor ist eine Pfeilklasse” ergibt.
Dies verhindert nicht nur im spateren Unterrichts-
verlauf, dass auch andere Beispiele fiir Vektorriu-
me und damit fiir Vektoren behandelt werden kon-
nen, durch eine derartige Einfiihrung wird der kla-
re Blick auf die Vektoreigenschaft vernebelt. Aus
der schlichten und klaren fachlichen Definition des
Vektors als Element eines Vektorraumes auf Sei-
te 19| werden schwammige Formulierungen wie ,,zu
einer Klasse zusammengefasst, ,,gleiche Richtung®
und , Pfeilklasse” verwendet, die rein gar nichts mit
der fachlichen Definition des Vektors gemein ha-
ben.

Noch verwirrender wird nach einer Einfiihrung des
Vektorbegriffes als Aquivalenzklasse von Pfeilen
die geometrische Interpretation der Addition. In
der nebenstehenden Dreiecksregel ist vollkommen
unklar, ob mit @ nun der gerichtete Pfeil gemeint
ist, oder eine Pfeilklasse, oder ein Objekt, das so-
wohl Pfeil als auch Pfeilklasse ist. Auch der text-
liche Umfang dieser doch eigentlich anschaulichen
Regel ist durch die Pfeilklassenstruktur enorm.

Wir fassen daher alle Pfeile der Ebene
(des Raumes), die gleiche Linge und
gleiche Richtung haben, zu einer Klasse
zusammen. Eine solche Pfeilklasse be-
zeichnen wir als einen Vekfor in der
Ebene (im Raum).

Vektoren stellen wir symbolisch durch
Kleinbuchstaben dar, die mit einem Pfeil
versehen sind: @, b, C, ... .

Jeder Vektor ist schon durch einen einzi-
gen seiner Pfeile festgelegt.

Daher bezeichnen wir beispielsweise den
Vektor & aus nebenstehendem Bild auch
als Vektor ﬁ Eine vektorielle Grofe
ist also durch eine Richtung und eine Lén-
ge gekennzeichnet im Gegensatz zu einer
reellen Zahl, einer sog. skalaren Grofe.

Abb. 2.1: Einfiihrung des Vek-
torbegriffs in [4]

Dreiecksregel (Addition durch An-
einanderlegen): IstP_Q) ein Reprisentant
von & und Q—R> der in Q beginnende
Reprisentant von B, SO ist ?ﬁ) ein

Reprisentant der Summe &+ b .

Abb. 2.2: Geometrische Inter-
pretation der Addition in [4]
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2.3.2 Punktbasierte analytische Geometrie

Der Weg zum abstrakten Begriffsverstdndnis wird geférdert durch ein Wechselspiel
zwischen unterschiedlichen Vorstellungen ein und desselben mathematischen Ob-
jektes, und deshalb sollte den Schiilern ein breites Repertoire an Interpretationen
angeboten werden. So fordert die Deutsche Mathematiker Vereinigung beispielsweise
bereits in ihrer Denkschrift [46):

wZur Behandlung der Gleichungssysteme gehért deren geometrische Interpre-
tation in Ebene und Raum [...]. Dabei ist die geometrische Interpretation der
Vektoren wichtig, [...] jedoch ohne daf$ dadurch der Vektorbegriff einseitig auf
gerichtete Strecken oder Pfeilklassen fiziert werden sollte.”

Werden Vektoren zu Beginn einer Unterrichtseinheit {iber analytische Geometrie als
Pfeilklassen definiert, so ist dies nicht nur vom fachlichen Standpunkt aus schlichtweg
falsch, da Vektoren ja keine Pfeilklassen, sondern genau umgekehrt Pfeilklassen Bei-
spiele fiir Vektoren sind. Diese Definition fiihrt auch zwangsweise zu einer Fixierung
des Vektorbegriffs auf Pfeilklassen. Zur geforderten Loslosung des Vektorbegriffs von
den Pfeilklassen ist es daher notwendig, weitere Interpretationsmoglichkeiten des R?
bzw. des R3 zu entwickeln. Mit punktbasierter analytischer Geometrie meinen wir in
diesem Zusammenhang eine weitere Interpretationsmoglichkeit, und zwar die Inter-
pretation der Elemente des R? bzw. R3 als Punkte der Ebene bzw. des Raumes unter
Ausnutzung der Vektorraumstruktur. Da den Schiilern Zahlenpaare schon aus der
Sekundarstufe I als Punkte der Ebene bekannt sind, bedarf es zunichst keiner Ein-
fiihrung des mathematischen Begriffs Vektor. Wir beginnen stattdessen mit Punkten
als Beispiel fiir einen Vektorraum. Erst wenn neben den Punkten weitere Beispiele
von Vektorrdumen behandelt wurden, kann nach gemeinsamen Eigenschaften die-
ser Objekte gesucht werden und letztendlich fiir alle Objekte, die diese Eigenschaft
erfiillen, der Name Vektorraum bzw. Vektor vergeben werden.

Die obenstehende Interpretation wurde von Dieudonné [10] in einem Vortrag im Jah-
re 1966 fiir die Schulmathematik vorgeschlagen und unter anderem von Lorenzen in
[29] und Malle in [30] diskutiert. In dieser Arbeit sollen diese Diskussionen aufge-
griffen und didaktisch ausgearbeitet werden. Wir werden dabei diese Interpretation
insbesondere der Interpretation des R? bzw. R? als Menge der Aquivalenzklassen
von Pfeilen gegeniiberstellen.
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Fachliche Grundlagen






3 Einleitung

Die Mengen & := R und 4 := {R- A+ P| P, A € R, A # O} bilden die
Punkt- und Geradenmengen einer Konkretisierung der euklidischen Geometrie, die
die hilbertschen Axiome erfiillt. Die Menge ¢ ist jedoch auch die Menge aller echten
nichttrivialen affinen Teilriume des R2. In diesem Teil der Arbeit sollen diese beiden
Strange zusammengefiihrt und es soll eine geschlossene Theorie zur Geometrie des
R? und des R?® priisentiert werden, in der die Menge ¢ ebenfalls die Menge der
Geraden darstellt. Anders als zuvor soll die Geometrie jedoch nicht anhand der
hilbertschen Axiome aufgebaut werden, sondern es sollen die Begriffe unabhéngig
vom hilbertschen Axiomensystem definiert werden. Die intuitiv klaren Aussagen
werden direkt aus den Definitionen innerhalb des Modells bewiesen. Dabei werden
wir die Tatsache ausnutzen, dass der R? bzw. der R? ein R-Vektorraum ist, was es uns
ermdglicht Beweise zu fiihren, die lediglich die Eigenschaften dieser mathematischen
Struktur nutzen.

1. Wir beginnen dabei mit der affinen Geometrie. Darunter verstehen wir den Teil
der Geometrie, der ohne Lingenmessung auskommt. Da die Definition der Ortho-
gonalitidt auf dem Punktprodukt basiert und dieses ebenfalls zur Definition des Ab-
standes zweier Punkte verwendet wird, zdhlen wir die Orthogonalitdt nicht mehr zur
affinen Geometrie. Die dort getitigten Aussagen gelten nicht nur fiir den R? und
den R3, sondern fiir beliebige Dimension n. Dort werden wir folgende Tatsachen
beweisen:

e Nicht-Eindeutigkeit der Darstellung von Geraden,
e Existenz einer Geraden durch zwei Punkte,

e Kindeutigkeit und Existenz der Parallelen.

2. Mit der Einfiihrung des Punktproduktes erweitern wir die Vektorraumstruktur
zum euklidischen Vektorraum und sind damit in der Lage, metrische Begriffe einzu-
fiihren. Es werden folgende Sétze bewiesen:

e die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Minkowski-Ungleichung und Dreiecksunglei-
chung,
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e der Satz des Pythagoras,

e cin Satz zur Abstandsberechnung von Punkt und Gerade.

3. Das néichste Kapitel beschéftigt sich mit Aussagen, die speziell im Zweidimensio-
nalen gelten. Diese sind:

e das orthogonale Komplement einer Ursprungsgeraden ist eine Ursprungsgera-
de,

e das Lot auf eine Gerade durch einen Punkt ist auch dann eindeutig, wenn der
Punkt auf der Geraden liegt,

e Orthogonalitdt und Parallelitdt sind miteinander vertraglich,

e verschiedene Geraden sind genau dann parallel zueinander, wenn sie keinen
gemeinsamen Punkt besitzen,

e Geraden sind genau die Urbilder von Linearformen,
e Aussagen iiber Teilungspunkte,

e clementargeometrische Sitze, wie der Mittelparallelensatz in Dreiecken, Cha-
rakterisierungssitze von Parallelogrammen, Sétze iiber den Schwerpunkt, Um-
kreismittelpunkt und Hohenlinienschnittpunkt in Dreiecken, Mittellotprinzip,

e Aussagen iiber Schnitte von Kreisen mit Geraden und Kreisen.

4. Im Anschluss werden lineare Abhéangigkeit und Unabhéngigkeit charakterisiert
sowie gezeigt, dass der Begriff der Dimension wohldefiniert ist.

5. Es folgen Eigenheiten der Geometrie des Raumes. Dort gibt es zu einer Ur-
sprungsgeraden nicht mehr nur eine dazu orthogonale Ursprungsgerade. Sind jedoch
zwei verschiedene Ursprungsgeraden gegeben, so konnen wir die zu beiden Geraden
orthogonale Ursprungsgerade mithilfe des Kreuzproduktes berechnen. Die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung lasst sich im Dreidimensionalen mithilfe des Kreuzproduktes
beweisen. Dies liefert eine wichtige geometrische Interpretation des Kreuzproduktes.
Im Gegensatz zum zweidimensionalen Fall kénnen Geraden nun auch windschief sein,
was die Frage nach der Groke des Abstandes windschiefer Geraden aufwirft. Genau-
so wie bei Geraden ist auch fiir Ebenen die Darstellung nicht eindeutig. Es werden
verschiedene Darstellungsformen von Ebenen diskutiert und die Lage von Ebenen
und Geraden sowie von Ebenen und Ebenen untersucht. Es folgt die Berechnung des
Abstandes von Punkten und Ebenen. Anschlieflend definieren wir den Begriff des
Winkels und fiihren die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus ein, wo-
mit wir in der Lage sind Schnittwinkel zwischen zwei Geraden, zwischen Gerade und
Ebene sowie zwischen zwei Ebenen zu berechnen. Das Kreuzprodukt ermoglicht es
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uns obendrein, Flachen- und Rauminhalte zu berechnen. Das dreidimensionale Ana-
logon zum Kreis ist die Kugel. Auch hier wird wieder die Lage zwischen den nun
vorhandenen geometrischen Objekten Kugel, Ebene und Gerade untersucht.

Den vorliegenden Aufbau hat Dieudonné in [10] skizziert und in einem abstrakteren
Rahmen in [9] veroffentlicht. Dieudonné fiihrt sowohl die reellen Zahlen als auch
die euklidische Ebene axiomatisch ein, die Axiome basieren dabei jedoch nicht auf
dem Hilbertschen Axiomensystem, sondern auf den Vektorraumaxiomen. Wir ha-
ben diesen Aufbau als Grundlage genommen und derart abgewandelt, dass er als
fachliche Grundlage fiir einen Unterrichtsgang verwendet werden kann. Wir arbei-
ten im Gegensatz zu Dieudonné stets mit Konkretisierungen von Axiomensystemen,
wodurch wir den Abstraktionsgrad erheblich reduzieren. Wir verzichten an eini-
gen Stellen bewusst auf groftmogliche Objektklarheit, um den Text als Grundlage
fiir die Erstellung eines Unterrichtswerkes verwenden zu kénnen. Somit erfolgt hier
keine mengentheoretische Konstruktion der natiirlichen und reellen Zahlen. Auch
werden Zahlenpaare als formales Objekt hingenommen und nicht auf das Grund-
objekt Menge Zurﬁckgefﬁhr‘ﬂ Den R™ konstruieren wir nicht wie auf Seite als
Menge von Funktionen, sondern akzeptieren n-Tupel als formales Objekt, ohne des-
sen Natur genauer zu erldutern. Fischer beschreitet in den einleitenden Kapiteln
seines Lernbuches [14], aus dem wir einige Bezeichnungsweisen iibernommen haben,
einen dhnlichen Weg.

!Eine giingige Darstellung des Objektes (a,b) mithilfe des Grundobjektes Menge stammt von
Kazimierz Kuratowski ([26], S. 171). Eine Menge p heifst Kuratowski-Paar, wenn es Mengen a, b
gibt, so dass p = {{a,b},{a}} = {{a},{a,b}} gilt. Der Durchschnitt der beiden Elemente eines
Kuratowski-Paares enthilt genau ein Element. Dieses Element nennen wir die 1. Komponente von
p und bezeichnen diese mit py. Ist p = {{a, b}, {a}}, so ist {a,b} N {a} = {a}, also ist a = p;.
Die symmetrische Differenz der beiden Elemente eines Kuratowski-Paares p ist entweder leer, oder
enthélt genau ein Element. Im letzteren Fall nennen wir dieses die 2. Komponente von p und
bezeichnen diese mit po. Im ersten Fall definieren wir die zweite Komponente gleich der ersten
Komponente von p. Aus der Kenntnis von p lassen sich @ und b in der gegebenen Reihenfolge
rekonstruieren. Wir schreiben (a,b) := {{a, b}, {a}}.






4 Punkte und Geraden

Wir betrachten den Kérper der reellen Zahlen R als gegeben.

Definition 4.1. Unter der Ebene R? := {(Z) |a,b e R} verstehen wir die

Menge aller Tupel reeller Zahlen. Den Koordinatenursprung bezeichnen wir mit

0 = (8) Ferner definieren wir die Punkte Ey := (é) und Ey := ((1))

Die Elemente des R? nennen wir Punkte, die wir in der Regel mit groRen lateinischen
Buchstaben A, B, C, ... bezeichnen. Fiir jeden Punkt A € R? existieren a;,a, € R
mit A = (Zl). a; nennen wir die erste Koordinate von A, ay die zweite Koordinate
2

von A. Koordinaten eines Punktes bezeichnen wir iiblicherweise mit dem dazugeho-
rigen kleinen lateinischen Buchstaben, indiziert mit der Nummer der Koordinate.
Statt erste Koordinate und zweite Koordinate sagen wir auch x-Koordinate und y-
Koordinate. Elemente der reellen Zahlen nennen wir Skalare. Zwei Punkte A € R?
und B € R? sind genau dann gleich, wenn a; = b; und ay = b ist.

Vollig analog definieren wir den Raum.

a
Definition 4.2. Unter dem Raum R? := b| |a,b,ceR ) verstehen wir
c
die Menge aller Tripel reeller Zahlen. Den Koordinatenursprung bezeichnen wir
0 1 0 0
mit O := | 0 |. Wir definteren E; == [0, Es:= | 1], E5:= |0
0 0 0 1

Die Elemente des Raumes nennen wir ebenfalls Punkte und bezeichnen sie in der

Regel mit grofen lateinischen Buchstaben A, B,C,... Fiir jeden Punkt A € R3
3]

existieren aq, as,az € R mit A = | as |. a; nennen wir die erste Koordinate von A,
as

as die zweite Koordinate, az die dritte Koordinate von A. Alternativ sprechen wir
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auch von der xz-Koordinate, der y-Koordinate und der z-Koordinate. Zwei Punkte
A € R? und B € R3 sind genau dann gleich, wenn a; = b; und as = by und as = bs
ist.

Viele der folgenden Uberlegungen gelten sowohl fiir Punkte der Ebene als auch
fiir Punkte des Raumes, wir sprechen in dem Fall einfach von Punkten. Wir fixieren
deshalb eine natiirliche Zahl n € {2, 3}. Ist n = 2, so beziehen sich die Uberlegungen
auf Punkte der Ebene. Ist n = 3, so bezichen sich die Uberlegungen auf Punkte des
Raumes. Die Zahl n nennen wir Dimension.

Im Gegensatz zu der Konstruktion auf Seite 20| werden 2-Tupel und Tripel nicht als
Funktionen definiert, sondern als intuitiv gegeben betrachtet. Dadurch vermeiden
wir an dieser Stelle die Verwendung des Funktionsbegriffs, erkaufen diese Vereinfa-
chung jedoch mit dem Preis, dass wir den R? und den R? nicht mehr als einheitliches
Objekt, namlich als Menge von Funktionen, sehen kénnen und deshalb in den fol-
genden Definitionen und Sitzen den Fall n = 2 und n = 3 stets gesondert behandeln
miissen.

Definition 4.3. Sind A, B € R? Punkte der Ebene und ist s € R, so definieren
wir die Summe A-+B und die Vervielfachung s°A durch

N e b I
A+B = ((12 n b2> und s°A = <sa2) .

Sind A, B € R® Punkte des Raumes und ist s € R, so definieren wir

a; + by saq
AFB:= [ay+ by | und s°A := | sas
az + b3 sas

Wir schreiben A + B statt A+B sowie s - A bzw. noch kiirzer sA statt s°A. Fiir
Punkte A, B € R" definieren wir —A := (—1)Aund A — B := A+ (—B).

Die elementaren Rechenregeln fiir diese Verkniipfungen fassen wir in folgendem Satz
zusammen.

Satz 4.1. Seien A, B,C € R" Punkte und r,s € R. Dann gilt

1. A+ B=B+ A, 5 (s+t)-A=s-A+t-A,
2. A+ (B+C)=(A+B)+C, 6. s-(A+B)=s-A+s-B,
3. O+A=A=A+0, 7. (rs)-A=r-(s-A),

4. A+ (—A) =0, 8 1-A= A.

Beweis. Ein mathematisch rigider Beweis dieses Satzes fiir beliebige Dimension n,
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der ohne mehrdeutige ,, Piinktchenschreibweisen® auskommt, ist durch Beschreibung
der n-Tupel als Funktionen moglich. Da wir nur eine intuitive Vorstellung von Tupeln
verwenden, zeigen wir den Beweis an dieser Stelle nur exemplarisch fiir Punkte des
Raumes.

1. Aus der Kommutativitit der Addition reeller Zahlen folgt

a1+b1 b1+(l1
A—'—BZ (12+bg = bg—f—&g :B+A
a3+b3 b3+a3

2. Aus der Assoziativitat der Addition reeller Zahlen folgt

(a1 +b1) + ar + (by +¢1)
(A+B)+C=[(ag+by)+ca| =|ax+(ba+c) ]| =A+(B+CO).
(a3 + bg) + c3 as + (bg + Cg)
0+ ay aq
3. Esist O+A=|0+as | = | ax| = Aund damit auch A+O =0+ A= A.
0+ as as
aq —aq a; + (—Ch) 0
4. Esist A + (—A) = a9 + —as = as + (-CLg) = 0 = 0.
as —as as + (—ag) 0

5. Aus dem Distributivgesetz der reellen Zahlen folgt

(s +t)ay say + tay
(s+t)- A= |(s+t)ag | = | sax+tas | =s-A+t- A, sowie
(s+t)as sas + tas
s(ay + by) say + sby say sby
6. s-(A+B)=[slaz+0bs) | = |sax+sba| = |sax |+ |sby| =s-A+s-B.
s(ag + bs) sasz + sbz sas sbs

7. Wegen der Assoziativitit der Multiplikation reeller Zahlen gilt

(rs)ay r(say) say ap
(rs)- A= | (rs)ag | = | r(sax) | =7r-|sax| =r-(s-|ax])=r- (s-A)
(rs)as r(sag) sag as
1&1
8. Esist1-A=|1lay | = A.
1@3
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Neben Punkten fiihren wir Geraden als weiteres grundlegendes Objekt ein.

Definition 4.4. Eine Teilmenge g C R™ heifit Gerade, falls ein Punkt A € R™,
A # O und ein Punkt P € R" existieren, so dass

g={X|XeR",FIreR: X =r-A+ P}

ist. Wir schreiben in dem Fall auch kurz g = {r- A+ P|r € R} oder noch kiirzer
g=R-A+P.

Die Geraden konkretisieren den Begriff des affinen Teilraumes. Im Fall n = 2 sind
die Geraden sogar die einzigen nichttrivialen echten affinen Teilriume des R?. Im
Fall n = 3 kommen zusétzlich noch die Ebenen hinzu.

Die Darstellung der Geraden durch die Punkte A und P ist nicht eindeutig. Dies
besagt der folgende Satz.

Satz 4.2. Sei g =R- A+ P eine Gerade und Q € g ein Punkt auf der Geraden.
Dann ist g=R-A+ Q.

Beweis. Da QQ € g=R- A+ P ist, finden wir ein r € R mit Q =r- A+ P.

Ist nun X € g=R- A+ P, so finden wir ein s € R mit X = s- A+ P und es folgt

X=s-A+P=s-A+(Q—-1r-A)=(s—r)-A+QeR-A+Q.

Ist umgekehrt X € R- A+ @, so finden wie ein s € R mit X = s- A+ @ und es folgt
X=s5s-A+Q=s-A+P+r-A)=(r+s)-A+PecR-A+P.

Insgesamt erhalten wir g=R-A+ P =R-A+ Q. ]

Diese Uneindeutigkeit der Darstellung von Geraden wirft die Frage auf, wann zwei
Geraden gleich sind. Diese wird durch den folgenden Satz beantwortet.

Satz 4.3. Seien g =R-A+ P und ¢ = R- A"+ P’ zwei Geraden. Dann ist g = ¢’
genau dann, wenn g N g # 0 ist und ein r € R existiert, so dass A =1r- A’ ist.

Beweis. Ist g = ¢/, so ist gN ¢’ = g # () und wir finden ein X € g N ¢'. Damit ist
R-A+X=g=¢ =R-A + X gemil Satz Insbesondere ist

A+ X =1-A+XeR- A+ X =R-A +X,
wir finden also ein r € R mit A+ X =r- A’ + X, woraus wir wie behauptet

A=A+X) - X=0r-A+X)—-X=r A+ X-X)=r- A+0=r-A
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erhalten.

Seinun gNg' # 0 und r € R, so dass A = r- A’ ist. Da g eine Gerade ist, ist A # O
und damit r # 0. Da g N ¢' # 0 ist, finden wir einen Punkt X € g N g¢'. Geméifs Satz
B2ist g=R-A+ X und ¢ =R - A"+ X. Wir zeigen nun, dass g = ¢ ist.

IstY eg=R-A+ X, so finden wir ein t € Rmit Y =¢- A+ X und erhalten
Y=t-A+X=t-(r- A)+X=tr- A+XeR-A+X=4.

Alsoist ¢ C ¢'.

Ist umgekehrt Y € ¢ =R - A"+ X, so finden wir ein ¢t € R mit Y =¢- A"+ X und

erhalten

1 t
Y=t A+X=t-(-A+X=--A4+XeR- A+ X =y
r T

Damit ist auch ¢ O ¢/, womit insgesamt g = ¢’ gezeigt ist. ]

Korollar: Seien g = R- A+ P und ¢’ = R- A’+ P’ zwei Geraden. Dann ist g = ¢
genau dann, wenn R- A=R- A und P— P € R- A ist.

Beweis. Tst g = ¢, so finden wir nach der Hinrichtung von Satz ein r € R mit
A =r-A’. Das bedeutet, dass A € R- A" ist. Da aufserdem O € R- ANR- A’ ist, folgt
aus der Riickrichtung von Satz [4.3] dass R- A = R- A’ ist. Damit ist P € R- A+ P/,
also wie behauptet P — P’ € R - A.

Ist umgekehrt R-A = R-A" und P— P’ € R- A, so finden wir wegen A € R-A =R- A’
ein € Rmit A=rA" und wegen P— P € R-Aein s e Rmit P— P'=s-A. Es
folgt P=(P—P)+P =s-A+P =s-(r-A)+ P = (sr)- A+ P € g Damit
ist gNg # 0 und A=rA’ also g = ¢’ nach Satz [4.2] H

Satz 4.4. Seien A, B € R" Punkte, A #+# B. Dann gibt es genau eine Gerade,
die A und B enthdlt.

Beweis. Da A # B ist, ist B — A # O. Deshalb ist die Menge g :=R-(B—A)+ A
eine Gerade, und wegen A =0-(B—A)+ Aund B=1-(B — A) + A enthilt diese
Gerade die Punkte A und B.

Sei nun ¢ = R- X + A’ eine Gerade, die ebenfalls die Punkte A und B enthélt. Wir
zeigen, dass g = ¢’ ist. Da ¢’ N g # 0 ist, reicht es dafiir nach Satz zu zeigen,
dass wir ein r € R finden, so dass X = r(B — A) ist.

Nach Satz[1.2]ist ¢ =R- X+ A. Da B e g =R-X + Aist, finden wir ein ¢t € R
mit B=1t-X 4+ A. Da B # A ist, ist t # 0. Wir setzen r := % Fiir dieses r gilt in
der Tat r- (B—A)=1-(t-X+A4)—A)=1-(t-X)=X. Alsoist g =g

[]
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Definition 4.5. Seien A, B € R" Punkte, A # B. Die nach Satz[{.4) eindeutig
bestimmte Gerade, die A und B enthdlt, bezeichnen wir mit g(A, B).
Es gilt g(A,B) =R - (B — A) + A.

Sind zwei verschiedene Darstellungen g = R- A+ P =R - A"+ P’ einer Geraden g

gegeben, so ist nach Korollar zu Satz R-A=R-A" Die Menge R - A ist also
unabhéngig von der Wahl der Darstellung der Geraden g. Wir definieren also:

Definition 4.6. Sei g = R- A+ P eine Gerade. Dann bezeichnen wir mit go die
eindeutig bestimmte Ursprungsgerade R - A.

Mithilfe der zu einer Geraden g gehérenden Ursprungsgeraden go sind wir in der
Lage, die Parallelitdt von Geraden zu definieren.

Definition 4.7. Zwei Geraden g und g' heiffen parallel zueinander, falls go = g,
ist. Wir schreiben g || ¢'.

Die Relation der Parallelitét ist transitiv: Sind g, ¢’, ¢” Geraden und ist ¢ || ¢’ und
g || g”, so ist auch g || ¢".

Aus Satz[4.3]erhalten wir, dass zwei Geraden g = R- A+ P und ¢’ = R- A’ + P’ genau
dann parallel zueinander sind, wenn ein » € R existiert mit A = r - A’. Ebenfalls
mit Satz erhalten wir, dass parallele Geraden, die einen gemeinsamen Punkt
besitzen, identisch sind. Es folgt also:

Satz 4.5. Sei g C R" eine Gerade und P € R™ ein Punkt. Dann gibt es genau
eine Gerade p C R"™, die parallel zu g ist und den Punkt P enthdlt, ndmlich
p=go+P.

Definition 4.8. Sind A, B € R" Punkte, so nennen wir die Punktmenge

AB = {X|XeR,3Fre[0,1]:X=r (A—B)+B)}
= {r-A+(1-r)-B|relo1]}
{r-A+s-B|r,s€Rsg,r+s=1}
— [0,1] (A— B)+B.

die Strecke mit den Endpunkten A und B. Die Punktmenge
AB:={X|X eR",3r€]0,1: X =rA+ (1—r)B}

heifit das relative Innere der Strecke AB. Fine Strecke AB heifit echt, falls A #
B ist. Zwei echte Strecken AB und A'B’ heiffen parallel zueinander, falls die
Geraden g(A, B) und g(A’, B') durch die Endpunkte parallel zueinander sind.
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Die Strecke AB ist also die konvexe Hiille der Punkte A und B. Sind
A, B, A", B" € R" Punkte mit AB = A'B’, soist A= A" und B = B’ oder A = B’
und B = A’. Die Endpunkte sind also eindeutig bestimmt, wir kénnen jedoch nicht
den Anfangs- oder Endpunkt aus der Punktmenge bestimmen. In Fillen, in denen
es uns wichtig ist, den Anfangs- und den Endpunkt zu kennzeichnen (wie beispiels-
weise bei der Definition von Teilungspunkten), verwenden wir aber trotzdem die
Bezeichnung AB, interpretieren dies dann jedoch als geordnetes Paar (A, B).

Das relative Innere einer Strecke ist das Innere der Strecke beziiglich der Relativ-
topologie {X N AB | X C R", X offen in R"” } des R” eingeschrénkt auf die Menge
AB.






5 Euklidische Geometrie

5.1 Das Punktprodukt

Den Begriff der Parallelitit von Geraden konnten wir ausschlieflich mithilfe der Ad-
dition und Vervielfachung von Punkten definieren. Zur Definition der Orthogonalitit
von Geraden und zur Einfithrung eines Abstandsbegriffes bendtigen wir hingegen ei-
ne weitere Verkniipfung auf der Menge der Punkte.

Definition 5.1. Fir Punkte A, B € R" der Ebene bzw. des Raumes definieren
wir das Punktprodukt

AeB = a1b1 aF a/2b2 bzw. Ae B := a1b1 == a2b2 = CL31)3.

Wir schreiben kurz A% = A e A.

Die fiir das Punktprodukt geltenden Rechenregeln fassen wir in folgendem Satz
zusammen.

Satz 5.1. Seien A, B,C € R"™ Punkte, r € R eine reelle Zahl. Dann gilt
1. Ae B=DBe A, 4. AeA>0,
2. (A+B)eC=Ae(C+ BeC(C, 5. AeA=0& A=0.
3. (r-A)eB =r(AeB),

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Punkte des Raumes. Fiir Punkte der Ebene
erfolgt der Beweis analog.

1. Wegen der Kommutativitat der Multiplikation reeller Zahlen ist
AeB = (llbl + a2b2 + CL3b3 = blal + b2a2 + b3a3 = Be A.

2. Es gllt (A + B) o( = (Cll —+ bl)Cl -+ (CL2 -+ b2>62 + (CL3 + bg)Cg
= (a161 + ascy + agcg) -+ (b101 + b262 + bgcg) =Ae( + BeC(C.
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3. Esgilt (r- A) @ B = (ray)b; + (ras)bs + (raz)bs = r(a1by) + r(azbs) + r(azbs)
= T(albl -+ a2b2 -+ CL31)3> = T(A [ ] B)

4./5. Es ist Ae A = a?+ a2+ a2 > 0 und a? + a3 + a2 = 0 genau dann, wenn
a1 = ay = ag = 0 ist. ]

Aus den Rechenregeln des Punktproduktes folgt mit der Konvention A2 = Ae A in
Analogie zu den binomischen Formeln fiir reelle Zahlen

(A+B?=(A+B)e(X+Y)=AeA+AeB+BeA+BeB =A>+2Ae B+ B?
sowie (A — B)>=A*>—-2Ae B+ B?>und (A+ B)e(A— B) = A* - B%
Definition 5.2. Sei A € R" ein Punkt. Dann definieren wir den Betrag von A

als
|A] ;= VAe A.
Ist A € R? ein Punkt der Ebene, so ist ||A|| = /a2 + a3, ist A € R® ein Punkt

des Raumes, so ist || Al = v/a? + a2 + a2.

Satz 5.2. Sei A € R" ein Punkt sowie r € R. Dann gilt:

1 lr - Al = [r] 1A, 2. [|All =0, 3. Al =0 A=0.

Beweis. 1. Esist ||r- Al = /(r-A)e(r-A)=/r2(Ae A) =|r|VAe A=|r|| Al
2. Esist |[A|| =VAeA>0.

3. Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
A =0 VAeA=0< AeA=0 A=0.
O

Definition 5.3. Fir zwei Punkte A, B € R™ nennen wir d(A, B) := ||A — B]|
den Abstand von A und B sowie |AB| := d(A, B) die Lénge der Strecke AB.

Fiir Punkte A, B € R? der Ebene ist

|AB| = d(A, B) = /(a1 — b1)? + (az — bo)?,

fiir Punkte A, B € R des Raumes ist

|AB| = d(A, B) = \/(al — b1)2 aF ((12 — b2)2 = (CL3 — b3)2.
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Die folgenden Rechenregeln konnen sowohl koordinatenbasiert nachgerechnet als
auch auf die entsprechenden Rechenregeln des Punktproduktes zuriickgefiihrt wer-
den. Der Vorteil der Verwendung der Rechenregeln des Punktproduktes liegt - neben
der kiirzeren Beweisfiihrung - darin, dass sich die Regeln sowohl fiir den Fall n = 2
als auch fiir den Fall n = 3 gemeinsam beweisen lassen und sich auch auf héherdi-
mensionale Rdume iibertragen lassen.

Satz 5.3. Seien A, B,C € R"™ Punkte, r € R. Dann gilt

1. d(A,B) >

2. d(A,B) = 0 genau dann, wenn A = B,

3. d(A,B) =d(B,A) (Symmetrie),

4. d(A+C,B+C)=d(A,B) (Translationsinvarianz),
5.d(r-A,r-B)=|r|d(A,B),

6. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B) (Dreiecksungleichung).

Beweis. Es ist d(A,B) = ||A— B|| > 0 und 0 = d(A, B) = ||A — B|| genau dann,
wenn A — B = O und damit A = B ist, womit die ersten beiden Aussagen gezeigt
sind. Auferdem ist

d(A, B) = A= B|| = |-1[|[A = Bl = [(=1) - (A = B)|| = | B — Al| = d(B, 4),
sowie
dA+C,B+C)=|(A+C)—(B+O)||=|A—- B =d(A,B)
und
d(r-A;r-B) = |lr-A=r- Bl = [r-(A=B)|| = |r|[[A = B| = [r]d(A, B),

womit die Aussagen 3., 4. und 5. gezeigt sind. Der Beweis von Aussage 6. erfolgt in
Satz [5.4] mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. O

Wegen Rechenregel 3. ist |AB| = |A'B’|, falls AB = A’B’ ist. Es ist ||A|| = |AO|,
der Betrag eines Punktes ist also gleich der Lange der Strecke zwischen dem Koor-
dinatenursprung und dem Punkt.
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Satz 5.4. Seien A, B,C € R"™ Punkte. Dann gilt

1. |[Ae B| < ||A|llIB]l (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Gleichheit gilt genau dann, wenn B = O st oder ein t € R existiert, so
dass A =1- B ist.

2. |A+ B| < ||All + || B (Minkowski-Ungleichung)
Gleichheit gilt genau dann, wenn B = O ist oder wenn eint € Rs existiert
mit A=t-B.

3. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B) (Dreiecksungleichung)

Gleichheit gilt genau dann, wenn C' € AB ist.

Durch wiederholte Anwendung der Dreiecksungleichung ergibt sich
d(A,B) < d(A,C)+d(C,D)+d(D, B)

usw. Dies bedeutet, dass die Strecke AB der kiirzeste Streckenzug von A nach B
158.

Beweis. Ist A = O oder B = O, so gilt in beiden Ungleichungen 1. und 2. Gleichheit.
Wir kénnen also annehmen, dass A # O und B # O ist. Es gilt fiir alle r; s € R\ {0}

0<|r-A+s-B|*’=(r-A+s-B)?=r’AeA+2rsAeB+s’BeB
=1?||A|]* + 2rsA e B+ s*| B|?
mit Gleichheit genau dann, wenn - A+ s- B = O ist.

Insbesondere gilt fir » = ||B|| und s = ||A| die Ungleichung
0 < |IBIPIIA|* + 2||B||||A||A e B + ||A||?||B]|?>. Division durch ||A||||B] ergibt
0 < [IBI[IAll +2A e B+ [|AJ[|B]], also A e B > —[|A[[|| B|

Fiir 7 := || B||, s := —||A|| erhalten wir 0 < || B|]*|| A||* - 2|| B||| A[|A- B + || Al]*|| B||*.
Division durch ||A||||B]|| ergibt A e B < ||Al|||B]|. Insgesamt folgt wie behauptet
|A e Bl < [|A[l[| B]

Ist A#t- B fiir alle t € R, so gilt fiir alle r,s € R\ {0}, dass r- A+ s- B # O ist.
Folglich ist 0 < || - A + s - B||, die Ungleichung ist somit strikt.

Finden wir hingegen ein t € R mit A =1¢- B, so ist
[A-Bl =|A-(t- A) = [t|[|AI* = [Allllt - All = AN B,

es gilt also Gleichheit.

Fiir r := 1, s := 1 erhalten wir mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1A+ BII* = Al + 24 ¢ B+ || B|I* < [|AI* + 2| Al BIl + | B]]* = (IIAll + | B]))?,
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woraus die Minkowski-Ungleichung [|A + B < ||A|| + ||B|| folgt. Gleichheit gilt
genau dann, wenn A e B = ||A|||| B]| ist.

Ist A #t-Bfiirallet € R, so ist Ae B < ||Al|[|B||. Finden wir hingegen ein
t € Rmit A =1 -B,soist Ae B = Ae(t-A) = t(Ae A) = t||A]|* sowie
IABl = |All||t - Al| = |t|||A]|*. Es gilt also A e B = ||A||||B]| genau dann, wenn
t = |t| ist, also genau dann, wenn ¢ > 0 ist.

Der Beweis der Dreiecksungleichung erfolgt mithilfe der Minkowsi-Ungleichung. Da-
mit ergibt sich ndmlich
d(A, B) = [A=B| = [[(A=C)+(C=B)|| < [A=C[[+]|C=B]| = d(A, C)+d(C, B).
Gleichheit gilt hier genau dann, wenn A = C' oder B = C ist, oder wenn ein ¢t € R
existiert mit (A — C') =t - (C — B). Letztere Bedingung ist dquivalent zu
1 t 1 1
(=— A+— - B=—--A+(1-——) B
t+ i t+1 * t+1) ’

in diesem Fall liegt C' also auf der Strecke AB. Liegt umgekehrt C' auf der Strecke
AB, C # A und C # B, so finden wir ein s €|0,1[ mit C =s-A+ (1 —s)- B und
erhalten

s(A-C) =5-A—s-C = (C—(1—s)-B)—s-C = (1-s5)-C—(1—s)-B = (1—5)-(C—B).

Setzen wir ¢ := =2, s0 ist t € R> 0 und (A — C) =t - (C — B). Damit gilt in der
Dreiecksungleichung Gleichheit. O

5.2 Orthogonalitit

Die Orthogonalitdt von Geraden definieren wir mithilfe des Punktproduktes.

Definition 5.4. Zwei Geraden g = R-A+ P CR"und h=R-B+Q CR"
heiffen orthogonal zueinander, falls A ¢ B = 0 ist. Wir schreiben g_Lh.
Ist gL h und X € h, so heifit h eine Lotgerade auf g durch X.

Diese Definition ist unabhdngig von der Darstellung der Geraden g und h. Sind
namlich zwei weitere Darstellungen ¢ = R- A’+ P’ und h = R- B’ + Q' der Geraden
g und h gegeben, so finden wir nach Satz reelle Zahlen r;s € R\ {0}, so dass
A'=r-Aund B' = s- B ist, und erhalten mit Satz

AeB' =(r-A)e(s-B)=(rs)(AeB).
Damit ist A’ ¢ B’ = 0 genau dann, wenn A ¢ B = 0 ist.

Definition 5.5. Ein Dreieck ABC mit paarweise verschiedenen Ecken heifst
rechtwinklig, falls g(A,C)Lg(B,C) ist.
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Der Satz des Pythagoras kann nun durch kurze Rechnung bewiesen werden.

Satz 5.5 (Satz des Pythagoras). Seien A, B,C € R" paarweise verschiedene
Punkte. Dann sind dquivalent:

1. ABC ist rechtwinklig, 4. |[A=C|?+||B=C|*=||A-B|?
2 4(4,C) L ¢(B,0), 5. d(A,C) + d(B,C)? = d(A, BY,
3. (A—C)e(B—-0C)=0, 6. |AC|* + |BC|? = |ABJ’.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen 1., 2. und 3. ergibt sich unmittelbar aus der
Definition der Orthogonalitdt von Geraden und der Definition der Rechtwinkligkeit
von Dreiecken. Setzen wir X .= A—CundY :=B—-C,s0ist X —Y = A— B und

damit

d(A,B? =|[A=B|P = |X -Y|? = (X - Y)?
:XOY—2X0Y+YOYIHXHQ—QXOY—i—HYHZ
:d(A,C)2—Q(A—C)O(B—C')—I—d(B,C')2,

woraus die Aquivalenz von 3., 4., 5. und 6. folgt.

5.3 Abstand Punkt-Gerade

Wir erweitern den Begriff des Abstandes zwischen zwei Punkten auf Objekte, die aus
mehreren Punkten bestehen, indem wir den kleinstméglichen Punktabstand wéhlen.

Definition 5.6. Sei g C R" eine Gerade, X € R" ein Punkt. Dann bezeichnen
wir mit d(X,g) = inf{d(X,Y)|Y € g} den Abstand des Punktes X von der
Geraden g.

Den Abstand eines Punktes von einer Geraden kénnen wir mithilfe des Lotfufpunk-
tes berechnen.

Satz 5.6. Sei g = R-A+P C R"” eine Gerade, X € R" ein Punkt. Dann existiert
genau ein Punkt X, € g, so dass R - (X — X ) Lg ist, ndmlich

_(X—P)OA
Xy = Ae A

Den Punkt X, nennen wir den Lotfukpunkt der Lote auf g durch X.

A+ P.
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Liegt der Punkt X nicht auf der Geraden g, so ist die Gerade R - (X — X)) + X
folglich das einzige Lot auf g durch X. Wir werden spéter sehen, dass im Fall n = 2
das Lot auf g durch X auch dann eindeutig bestimmt ist, wenn der Punkt X auf
der Geraden g liegt. Im Fall n = 3 gibt es dann jedoch mehrere Lotgeraden.

Beweis. Sei Z € g ein Punkt auf der Geraden ¢g. Dann finden wir ein r € R, so dass
Z =r-A+ P ist. Folgende Aussagen sind dquivalent:

R-(X - Z)Lg
& 0=(X—-Z)eA=(X—(r-A+P))eA=XeA—-—rAeA—Pe A
N 7ﬁ_(X—P)oA
N Ae A
_(X-PledA
Also existiert genau ein Punkt X, € ¢, so dass R- (X — X)Ly ist. O

Den Abstand eines Punktes X von einer Geraden g erhalten wir nun, indem wir die
Léange der Strecke X X, berechnen.

Satz 5.7. Ist g=R- A+ P C R" eine Gerade und X € R™ ein Punkt, so gilt
firalleY € g mit Y # X,

(X — P) o A)?
1A

ﬂXlﬁ>ﬂXXQ=d@Mﬁ=va—ﬂP—

Beweis. Sei Y € g ein von X, verschiedener Punkt. Dann ist R- A =R - (Y — X,),
also ist auch R - (X — X,)LR - (Y — X,). Mit dem Satz des Pythagoras folgt
1X = X P+ Y = X,P = ||X =Y. DaY # X, ist, ist ||Y — X,|| > 0 und wir
erhalten d(X,Y) > d(X,, X), womit d(X, X,) = d(X, g) gezeigt ist.

Fiir den Abstand des Punktes X von der Geraden g folgt damit wie behauptet

d@@f:ﬂXthﬂw—XﬂﬁﬂX—Xf:«X_P%jiiégéﬁw
_ 2 (X —Pled (X — P) e A)?
= (X =P -2 e (X = Pe A T (e )
o pp =D e (X=P)e
:4X_PV_KXQTEA):”X_PW_«XHQEA>






6 Geometrie der Ebene

6.1 Geraden in der Ebene

Die Geometrie der Ebene unterscheidet sich von der des Raumes in folgenden we-
sentlichen Gesichtspunkten:

e Zwei nichtparallele Geraden der Ebene schneiden sich stets in genau einem
Punkt. Im Raum gibt es jedoch auch nichtparallele Geraden, die sich nicht
schneiden.

e Zu jeder Ursprungsgerade R- A der Ebene gibt es genau eine Ursprungsgerade,
die orthogonal zu R - A ist. Bei Ursprungsgeraden R - A des Raumes gibt es
hingegen mehrere dazu orthogonale Ursprungsgeraden.

Diese Tatsachen leiten sich daraus ab, dass drei Punkte A, B,C € R? der Ebene
stets linear abhéngig sind (siehe Kapitel [7] ), dass wir also reelle Zahlen r, st € R
finden, so dass {r,s,t} # {0} und r- A+s-B+1t¢-C = O ist. Zum Nachweis die-
ser Eigenschaft miissen wir koordinatenbasiert rechnen. Alle folgenden Sétze lassen
sich daraus koordinatenfrei ableiten. Die oben genannten Tatsachen iiber Punkte
und Geraden der Ebene sind jedoch so grundlegend, dass sie thematisch vor der
Frage der linearen Abhéangigkeit und Unabhéngigkeit von Punkten behandelt wer-
den sollten. Deshalb verzichten wir an dieser Stelle auf Argumente, die die lineare
Abhéngigkeit und Unabhéngigkeit verwenden und weisen die Sitze durch koordina-
tenbasierte Rechnungen nach.

Definition 6.1. Fiir jeden Punkt A € R? definieren wir A+ = <_aa2) :
1

Der Punkt A+ entsteht anschaulich durch Drehung des Punktes A um 90° entgegen
dem Uhrzeigersinn, wobei das Drehzentrum der Koordinatenursprung O ist.
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Satz 6.1. Seien A, B € R? Punkte der Ebene, A # O. Dann sind dquivalent:
AeB=0&BeR- A"

Das bedeutet: R - At ist die einzige Ursprungsgerade, die orthogonal zu R - A ist.

Beweis. Sei B € R- A+, Dann finden wir ein r € R mit B = 7 - A+ und es gilt

AeB=Ae(r AY) =r(aj(—ay) + aza;) = 0.

Es gelte nun umgekehrt A e B =0. Da A # O ist, ist a; # 0 oder ay # 0.
Ist a; # 0, so folgt aus 0 = A @ B = a;b; + aqby, dass by = —bi ay ist, und damit ist

a

B (b) o (Taee) b (—a cR- AL
bg b2 a ay

Ist as # 0, so folgt aus 0 = A @ B = a1b; + asbsy, dass by = —%al ist, und damit ist
ebenfalls

B= <bl> = ( fff > _ b (_a2> ER- AL
ba Tt as ai
O

Sei g =R-A+ B C R? eine Gerade, X € R? ein Punkt. Dann ist die Gerade
h :=R-A' + X ein Lot auf g durch X. Ist ' = R-C + X ein weiteres Lot auf
g durch X, so ist C' @« A = 0 und damit nach Satz C € R- At Mit Satz
folgt, dass h' = h ist. Im Fall n = 2 ist das Lot auf g durch X also auch dann
eindeutig bestimmt, wenn der Punkt X auf der Geraden g liegt. Wir erhalten also
den folgenden Satz:

Satz 6.2. Sei g =R-A+ B C R? eine Gerade, X € R? ein Punkt. Dann ist die
Gerade h == R - A+ + X das eindeutig bestimmte Lot auf g durch X.
It Xdg, s0isth=R- A"+ X =R- (X - X,)+ X.

Es ist (A1)t = —A4 und damit R - (A+)+ =R - A. Wir erhalten den folgenden Satz
tiber die Vertréglichkeit von L und ||

Satz 6.3. Es scien g, h,g C R? Geraden, g_Lh.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

higd < gl g
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Beweis. Seig=R-A+P,h=R-B+Qund ¢ =R-A"+ P

Ist hlg',soist A€ R-B*und B € R- A" und damit A € R- (At =R-(—4') =
R- A, woraus R- A =R - A" und damit die Parallelitit von ¢g und ¢’ folgt.

Ist g || ¢', so finden wir ein € R mit A’ =r - A und es ist
A'eB=(r-A)eB=r(AeB)=0,

womit h_Lg' gezeigt ist. ]

Ausschlieklich im Fall n = 2 gilt der folgende Charakterisierungssatz paralleler Ge-
raden.

Satz 6.4. Seien ¢ C R? und h C R? Geraden. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) g und h sind parallel zueinander,

(1) g und h haben keinen gemeinsamen Punkt oder sind gleich.

Beweis. Seien g = R-A+ P und h = R- B+ @ Darstellungen der Geraden g und h.

Aus Aussage (i) folgt Aussage (ii). Ist namlich ¢g || h, so ist R- A = R - B. Ist
X € gNh ein gemeinsamer Punkt, soist g = R-A+ X =R- B+ X = h nach Satz
[4.2] und damit sind g und h gleich, sofern sie einen gemeinsamen Punkt besitzen.

Wir zeigen nun, dass aus Aussage (i7) die Aussage (i) folgt. Ist g = h, soist R- A =
R - B und damit g || h, womit (i) gezeigt ist. Wir betrachten nun den Fall, dass
gNh={(ist. Sind r, s € R, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

ar —bis = e

rA+P=s-B+Q&r-A-s-B=Q-P=FE<& agr —bys = €3]’

Ist a; = 0, so ist wegen A # O die zweite Koordinate ay # 0. Ware b; # 0,

so wdre s = —¢ und r = % eine Losung des Gleichungssystems, und damit

r-A4+ P =s- B+ (@ ein gemeinsamer Punkt der Geraden g und h, im Widerspruch
zu g N h = (. Also ist by = 0 und damit by # 0 und wir erhalten

0 (05} 0 as
A= _ % _%.p
<a2) ) (b2) by

womit g parallel zu h ist. Ist as = 0, so folgt analog, dass g parallel zu h ist.

Wir kénnen also voraussetzen, dass a; # 0 und as # 0 ist. Dann gelten folgende
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Aquivalenzen:

r-A+P=s-B+Q

asa1” —asbis = ase;

arasr —aijbas = ajeq

asaqr —asb s = aseq
(a1by — agb1)s = aze; —ajes. |’

Wire a1by — asby # 0, so hitte das obige Gleichungssystem eine Losung, namlich

G2€1 — 162
s=—————"und r =

ajby — ashy 207

aseq + asbys

im Widerspruch zu g N h = (0. Also ist a1by — asb; = 0 und damit b; = b—zal, woraus

wir wie gewiinscht ’
B = (%Ch) _b (a1> _boy
b2 a9 as a2
und damit ¢ || h erhalten.

Wir geben noch einen alternativen Beweis fiir die Implikation ,,(ii) = (i)* an, der
den spater bewiesenen Satz verwendet. Dieser Beweis zeigt, dass man durch
Zuhilfenahme struktureller Eigenschaften des zugrunde liegenden Raumes koordi-
natenbasierte Rechnungen vermeiden kann.

Ist g = h,soist R-A = R- B und damit g || h, womit Aussage (i) gezeigt ist.
Wir betrachten also den Fall, dass g N h = ) ist. Dann gilt fiir alle 7, s € R, dass
r-A+ P +# s- B+ (@ ist und deshalb

r-A—s-B#Q—Pfiraller,seR (%)

Die Punkte ) — P, A und B sind nach Satz linear abhéngig. Deshalb existieren
a, f,7 € R, die nicht alle gleich 0 sind, so dass a(Q — P) + fA+ B = O ist. Wir
erhalten (@ — P) = —A — B, woraus wegen (x) folgt, dass o = 0 ist. Sei ohne
Einschrankung £ # 0. Dann ist

O#A=-1.BeR-B.

B
Die Ursprungsgeraden R - A und R - B besitzen also zwei gemeinsame Punkte und
sind damit gleich, die Geraden g und h sind folglich parallel zueinander.

]

Satz 6.5 (Koordinatendarstellung von Geraden in der Ebene). Sei g C R?
eine Menge von Punkten. Die Menge g ist genau dann eine Gerade, wenn
ein Punkt N € R? \ {O} sowie eine reelle Zahl d existieren, so dass
g={X|X eR? N e X =d} ist. In diesem Fall ist R- N lg.
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Beweis. Sei g = R- A+ P eine Gerade. Wir setzen N := A+ und d := N e P und
zeigen, dass g = {X | A € R?, Ne X = d} ist. Ist X € g, so finden wir ein r € R mit
X =r-A+ P. Damit gilt

NeX=Ne(r-A+P)=r(NeA)+ NeP=r(AteA)+d=d.

Ist X € R?und N e X =d, so ist A* @ X = A+ ¢ P und damit A+ e (P — X) = 0.
Nach Satz [6.1] finden wir ein 7 € R, so dass P — X =17 - (A+)* = —r - A ist, woraus
wir X =7+ A+ P € g erhalten. Damit ist g = {X | A € R?*, N e X = d} gezeigt.

Sei nun umgekehrt N € R*\ {O}, d € Rund g = {X | X € R*, N ¢ X = d}. Wir

zeigen, dass g eine Gerade ist. Dazu setzen wir A := N+. Da N # O ist, ist n; # 0
d

oder ny # 0. Im Fall ny # 0 setzen wir P := <%) und zeigen g = R- A+ P. In der

Tat: Ist X € R- A+ P, so finden wir ein » € R mit X =rA + P und erhalten
d
NeX=Ne(rA+P)=r(NeA)+ NeP =r(NeN>)+n —+ny-0)=d,
n

und damit X € g. Ist X € g, soist d = N ¢ X = njx; + nyxe, woraus wir
T =4 — %ng und damit

d T2 d
X = (xl) = <n_1_n_1n2) :ﬁ.<_n2>+<n_1) cER- A+ P
T T3 nq ny 0

erhalten. Im Fall ny # 0 setzen wir P := (2) und erhalten analog, dass g = R-A+P

ist. O

Wir haben damit eine alternative Darstellungsform fiir Geraden gefunden. Die Punk-
te sind nun nicht mehr explizit durch Angabe einer Berechnungsvorschrift, sondern
implizit durch die Bedingung N e X = d gegeben, die Punkte der Geraden sind also
die Losungsmenge einer algebraischen Gleichung. Dies hat den Nachteil, dass zum
Bestimmen von Punkten X auf der Geraden zunichst einmal eine Gleichung geldst
werden muss. Allerdings vereinfacht sich damit die Uberpriifung, ob ein Punkt auf
einer Geraden liegt. Wenn wir schreiben, dass ¢ = {X | X € R* N ¢ X = d} eine
Gerade ist, setzen wir im Folgenden stillschweigend voraus, dass N # O ist.

Satz 6.6. Seien g ={X | X €eR*  Ne X =d}, ¢ ={X | X eR? N e X =d'}
Geraden. Dann gill g = g genau dann, wenn ein A € R\ {0} existiert, so dass
N = X- N und d = M\ ist. Die Geraden g und ¢ sind genau dann parallel
zueinander, wenn ein o € R\ {0} ezistiert mit N = - N'.

Beweis. Sei A € R\ {0}, so dass N = A-N" und d = Ad' ist. Dann gelten fiir alle
X € R? die folgenden Aussagen Aquivalenzen:

NeX=de AN N)eX=XN S IA\NeX)=Xd = NeX=4d.
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Deshalbist g={X | X €ER? . Ne X =d} ={X | X eR2 N eX =d}=.

Ist g=¢g =R-A+ P, so gilt nach Satz[6.5], dass R- NIR-A und R- N' LR A ist.
Nach Satz[6.1]sind damit N € R- A+ und N’ € R- A* und wir finden r, 7" € R\ {0},
so dass r- N =1’ N’ ist. Setzen wir \ := ””7/, so gilt folglich N = AN'. Da g # () ist,
finden wir ein X € g. Da dann auch X € ¢ ist, erhalten wir

d=NeX=(\N)oeX=\NoX)=2Ad

6.2 Vielecke und Teilungspunkte

Wir beschrinken uns in dieser Arbeit auf Drei- und Vierecke, die wir sowohl in
der Ebene als auch im Raum definieren kénnen. Da die Ecken eines echten Drei-
ecks jedoch eine Ebene definieren, ordnen wir die Theorie der Dreiecke der ebenen
Geometrie zu. Bei Vierecken beschrianken wir uns im Wesentlichen auf die Behand-
lung von Parallelogrammen, mit denen die Addition von Punkten geometrisch in-
terpretiert werden kann. Da bei Parallelogrammen alle vier Ecken ebenfalls in einer
gemeinsamen Ebene liegen, ordnen wir auch diese der ebenen Geometrie zu.

Definition 6.2 (Dreieck). Fin Dreieck ist ein Tripel von Punkten A, B,C € R™.
Wir schreiben ABC' statt (A, B,C). Die Punkte heifien Ecken des Dreiecks. Die
Geraden g(A, B), g(B,C) und g(C, A) heiffen Seitenlinien des Dreiecks, sofern
die jeweiligen Ecken verschieden sind. Die dazugehdrigen Strecken AB, BC' und
CA heifien Seiten. Ein Dreieck heifit echt, wenn seine Ecken paarweise verschie-
den sind und nicht alle auf einer Geraden liegen.

Definition 6.3 (Viereck). Fin Viereck ist ein 4-Tupel von Punkten A, B,C, D €
R™. Wir schreiben ABCD statt (A, B,C, D). Die Punkte heiffen Ecken des Vier-
ecks. Die Geraden g(A, B), g(B,C), g(C, D) und g(D, A) heiffen Seitenlinien des
Vierecks, sofern die jeweiligen Ecken verschieden sind. Die dazugehdrigen Stre-
cken heiffen Seiten. Die Geraden g(A,C') und g(B, D) heiffen Diagonalenlinien
der Vierecks, falls sie mit keiner der Seitenlinien identisch sind. Die dazuge-
hérigen Strecken heiffen Diagonalen. Ein Viereck heifst echt, wenn seine Ecken
paarweise verschieden sind und nicht alle auf einer Geraden liegen.

Bei der Behandlung spezieller Vierecke beschrianken wir uns auf Parallelogramme.

Definition 6.4 (Parallelogramm). Sei ABCD ein echtes Viereck. Dann heiffen
die Seitenlinien g(A, B) und g(C, D) sowie g(B,C) und g(A, D) gegeniiberlie-
gend. Das Viereck ABCD heifst Parallelogramm, wenn die gegeniiberliegenden
Seitenlinien parallel zueinander sind.
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Die Definition besonderer Linien im Dreieck - wie beispielsweise der Seitenhalbie-
renden oder der Mittelsenkrechten - baut auf der Definition des Mittelpunktes einer
Strecke auf, welcher ein spezieller Teilungspunkt einer Strecke ist.

Definition 6.5 (Teilungspunkt). Seien A, B € R™ Punkte, p,q € N. Dann heifst
der Punkt

(A B)=A+—L2 . (B-A)=—L .4+ 2 .
p+q p+q pP+q
p:q-Teilungspunkt der Strecke AB. Der Punkt Map := T1.1(A, B) heifst Mittel-
punkt der Strecke AB. Es ist Map = 1 - (A + B). Ein Punkt C € R"™ heifit
Verdopplungspunkt der Strecke AB, wenn B der Mittelpunkt von AC ist. Wir
nennen C' dann auch den Spiegelpunkt von A an B.

Die Definition des p:g-Teilungspunktes von AB ist abhéingig von der Reihenfolge von
A und B. In diesem Kontext verstehen wir unter der Strecke AB also das geordnete
Paar mit A als erster und B als zweiter Komponente. Der Zusammenhang zwischen
Mittelpunkt und 2:1-Teilungspunkt wird durch folgende Rechnung verdeutlicht.

Sind A, B,C' € R™ Punkte derart, dass der Mittelpunkt

C
von AB zugleich der Verdopplungspunkt von CB ist, so 4 M ? .
ist B der 2:1-Teilungspunkt von AC, denn es ist . *
1 1 1

1 2
woraus B = 3 - A+ 3 - C folgt.

Wir konnen damit die Definition des 2:1-Teilungspunktes auf die Definition des
Mittelpunktes zuriickfiihren.

Ist C' der Verdopplungspunkt von A und B, so folgt aus
B=1-(A+C),dass C =2-B— Aist. i i

°
°
e O

Anschaulich stellen wir uns unter einem p:g-Teilungspunkt 7" einer Strecke AB einen
Punkt vor, der die Strecke AB in zwei Teilstrecken AT und T'B unterteilt, deren
Langen das gleiche Verhéltnis haben wie p und ¢. Dass diese Vorstellung mit der
oben angegebenen Definition iibereinstimmt, besagt der folgende Satz.
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Satz 6.7. Seien A, B € R" verschiedene Punkte, p,q € N. Ein Punkt T € R"
ist genau dann der p:q-Teilungspunkt der Strecke AB, wenn er auf der Geraden
g(A, B) liegt und wenn

d(A,T) = -2 d(A, B) und d(T, B) = —L— d(A, B)

pP+q P+q
d(A,T
ist. Insbesondere st dann (4,7) — 2 Bin Punkt M € R” st also genau
d(B,T) ¢

dann Mittelpunkt der Strecke AB, wenn er auf der Geraden g(A, B) liegt und
d(A,M)=d(B,M) = %d(A, B) ist.

Beweis. Ist T' = T,.,(A, B) der p:¢-Teilungspunkt der Strecke AB, so ist
p
T=A+-L . (B-A ey B).
L (B-A)egaB
Auferdem ist
d(A,TY? =(A-T)e(A-T)
= (A= (1At 2 B)) e (A~ (- A+ - B))
p+q p+q p+q p+q
p p P 2
= A—-B (A-B)=(——)(A—-B)e(A—-B
(g A B U= D) = G - B a2
= *d(A, B
<p+q>< ?
also d(A,T) = d(A, B). Analog erhalten wir d(T', B) = -%-d(A, B) und damit

p+q
d(A,T) P

d(B,T) q’
Ist umgekehrt T ein Punkt auf der Geraden g(A, B) mit d(A,T) = £ d(A, B) und
d(T,B) = ;L. d(A, B), so finden wir ein 7 € Rmit T'=A +r- (B — A) Aus

p

(—2 )2 d(A,B? =d(A, T)> = (A—T) e (A—T)

p+q
=(A—(A+r-(B—A))e(A—(A+r-(B—A)))
=1r’(B— A)e(B—A)=1r"d(A,B)
folgt r = -L- oder r = —-L-. Aus

(—L 2 4(A, B> =d(T,B)* = (B—T)e(B—T)

p+4q
=(B-(A+r-(B-A))e(B—-(A+r-(B-A4)))
=((1=r)-(B=A))e((1—-7)-(B—A))
=(1-r)?*B—-A)e(B—-A)=(1-r)%d(A, B)?
folgt I%q =1 —r oder zﬁ = —1+r,alsor = ]%q oder r = —pi + 2. Insgesamt
ergibt sich r = + und damit wie gewiinscht T' = A+ (B A)=1,,A4AB). O
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Satz 6.8 (von der Mittelparallelen im Dreieck). Sei c

ABC ein echtes Dreieck im R™, Muc der Mittelpunkt /\
von AC und N € g(B,C). Dann ist g(Mac, N) genau Mao N

dann parallel zu g(A, B), wenn N der Mittelpunkt von L,L
BC 18t. B

A
Beweis. Ist N = Mpc der Mittelpunkt von BC, so ist
1 1 1
Mac — N = Mac — Mpc = §(A+C) —§(B+C) = §(A—B)'

Damit ist R- (M4c — N) =R - (A — B) und die Geraden g(A,B) =R-(A—B)+ B
und g(Muc, N) =R - (Mac — N) + N sind parallel zueinander.

Seinun g(Mac, N) parallel zu g(A, B). Da nach dem bereits gezeigten g(Mac, Mpc)
parallel zu g(A, B) ist, ist wegen der Eindeutigkeit der Parallelen

9(Mac, N) = g(Mac, Mpc).
Da das Dreieck ABC' echt ist, ist
{N} = g(MACa N) N g(Ba C) = g(MAC7MBC) N Q(B, C) = {MBC}a

woraus wir wie gewiinscht N = Mpc erhalten. O

Bei der Riickrichtung des obigen Beweises wird die bereits bewiesene Eindeutigkeit
der Parallelen verwendet. Wir konnen dieses geometrische Argument auch durch ein
algebraisches Argument ersetzen und alternativ wie folgt vorgehen:

Beweis. Ist N = Mpc der Mittelpunkt von BC', so ist

1 1 1
Damit ist R- (Mac — N) =R-(A— B), und die Geraden g(A,B) =R-(A—-B)+B
und g(Muc, N) =R - (Mac — N) + N sind parallel zueinander.

Sei nun g(Mac, N) parallel zu g(A, B). Dann ist g(Mac,N) =R - (A — B) + Myc.
Da N sowohl auf g(Mac, N) als auch auf g(B,C) =R - (B — C) + B liegt, finden
wir reelle Zahlen r, s, so dass N =r-(A— B)+ Mac = s- (B —C) + B ist. Es folgt
r-(A=B)+3-(A+C)=s-(B—C)+ B und damit

(%-I—s)-C’:—(r+%)-A+(1+r+s)-B:(%+s)-B+(T+%)-(B—A).
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Wire s # —%, so konnten wir beide Seiten der Gleichung durch %—i— s dividieren und

1
45

erhielten C' = B + 5 - (B — A), womit C auf der Geraden g(A, B) lige. Dies
5+

kann aber nicht sein, weil das Dreieck ABC nach Voraussetzung echt ist. Also ist
s=—2unddamit N=s-(B-C)+B=-1-(B-C)+B=1-(B+C) = Mpc.

O
Satz 6.9 (Charakterisierungssatz fiir Parallelogramme). D o
Sei ABC'D ein echtes Viereck im R™ . Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent: ) ;
(1) ABCD ist ein Pa- (it) Mac = Mpp, (ii) A—B=D—-C.
rallelogramm,

Beweis. Aus (ii) folgt (¢). Ist ndmlich Mac = Mpp, soist - (A+C) =1 (B+D),
woraus B—A =C—D und D— A = C' — B folgt. Damit ist R-(B—A) =R-(C'—D)
und R- (D — A) =R - (C — B), das Viereck ABCD ist folglich ein Parallelogramm.

Wir zeigen nun, dass aus Aussage (i) die Aussage (ii) folgt. Sei dazu ABCD ein
Parallelogramm. Dann finden wir r,s € R, so dass A — B = r - (D — C) und
A—D = s-(B—C) ist. Subtrahieren wir diese Gleichungen voneinander, so erhalten
wir D—B=r-(D—-C)—s-(B—C)und damit

(1—r)-D=(1-r)-C+(1—=s)-(B-=C). (%

1—
Wire r # 1, so wiare D = C + 1 °. (B—C) € g(B,C) und damit wegen der
Eindeutigkeit der Parallelen auch A € ¢(B,(C), im Widerspruch zur Echtheit des
Vierecks. Also ist r = 1. Aus (%) folgt dann (1 —s)-(B—C)=0. Da B # C
ist, muss deshalb auch s = 1 sein. Damit ist A — B = D — C und deshalb auch

Die Aquivalenz von (i7) und (i44) ergibt sich aus
1 1
MAC:MBD<:>§(A+O>:§(B+D)<:>A—B:D—C
O

Satz 6.10. Sei ABCD ein Parallelogramm im R™. Dann sind die gegeniiberlie-
genden Seiten gleich lang.

Beweis. Es ist d(A,B) = ||A— B|| = ||D — C|| = d(D, C) wegen Satz [6.9] (#i). Die
Gleichheit d(A, D) = d(B, C) folgt analog. O
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Zu beachten ist, dass in Satz die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt, selbst
dann nicht, wenn wir ein Viereck in der Ebene R? betrachten:

: . . 0 1 0
Sind beispielsweise A = <O>’ B = <O>’ C = (1> C D
und D = G), so ist d(A,B) = 1 = d(C,D) und
0
d(B,0) =2 = d(D, A), aber g(B,C) = R (_11) + (é) Afo ‘B

nicht parallel zu g(D,A) =R (1) + (1) :

Satz 6.11 (Verschiebungssatz). Seien A, B, X € R™ derart, dass das Viereck
AB(B + X)(A + X) echt ist. Dann ist das Viereck AB(B + X)(A + X) ein
Parallelogramm.

Beweis. Der Mittelpunkt der Strecke A(B+X) ist (A4 (B+X)). Der Mittelpunkt
der Strecke B(A + X) ist ebenfalls 5(B + (A + X)) = (A + (B + X)). Nach Satz
ist das Viereck AB(B + X)(A + X) ein Parallelogramm. O

Satz besagt, dass wir durch Addition eines Punk- B+X
tes X zu den Endpunkten einer Strecke AB eine Stre- A+X

cke erhalten, die parallel zur Strecke AB ist.
Die Strecke AB wurde also parallel zur gerichteten X B
Strecke OX verschoben. Wir kennzeichnen diese Ver- A
schiebung durch Pfeile.

+X

o

Wenden wir Satz auf die Strecke AO und den (44 B)
Punkt B an, so erhalten wir, dass das Viereck
A
OA(A+ B)(O+ B)=0A(A+ B)B
ein Parallelogramm ist. Damit konnen wir die Addition b
zweier Punkte geometrisch interpretieren: Der Punkt 0

A+ B ist der Punkt, so dass das Viereck OA(A+ B)B

ein Parallelogramm ist.

Wir kénnen nun aus der Elementargeometrie bekannte Sitze {iber Dreiecke formu-
lieren und beweisen.

Definition 6.6. Sei ABC' ein echtes Dreieck im R™. Dann heiflen die Geraden
9(Mup,C), g(Mpc, A), g(Mac, B) Seitenhalbierendenlinien.
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Definition 6.7. Sei ABC' ein echtes Dreieck im R™. Dann nennen wir den Punkt
Sapc = % - (A4 B + () den Schwerpunkt des Dreiecks.

Satz 6.12. Sei ABC' ein echies Dreieck im R™. Dann schneiden sich die Seiten-
halbierendenlinien im Schwerpunkt Sapc = 5 - (A+ B+ C).

In |25] ist ein Beweis dieses Satzes gegeben, der die Seitenhalbierendenlinien pa-
rametrisiert. Wir fithren stattdessen den in [29] vorgeschlagenen Beweis aus, der
erheblich kiirzer ist.

Beweis. Es ist

2

1 2 1 2 1
Sapc = '<A+B+C)ig'A—Fg'MBC:—'B—F—'MAcig'C—i-g-MAB,

1
3 3 3

und damit ist Sapc der 2:1-Teilungspunkt der Seitenhalbierenden AMpe, BM ¢,
C'M 4p und liegt somit nach Satz [6.7] auf den Seitenhalbierendenlinien. O

Definition 6.8. Seien A, B € R" verschiedene Punkte. Fine Gerade m heifst
ein Mittellot oder auch eine Mittelsenkrechte der Strecke AB, wenn sie durch

den Mittelpunkt von A und B verlduft und orthogonal zu g(A, B) ist, wenn also
Mag € m und mLg(A, B) ist.

Sind A, B € R? verschiedene Punkte der Ebene, so folgt aus Satz dass die
Gerade R - (A — B)* + Map das einzige Mittellot von AB ist. Wir nennen diese
Gerade deshalb das Mittellot von A und B und bezeichnen sie mit mp.

Satz 6.13 (Mittellotprinzip). Seien A, B € R™ verschiedene Punkte.

Dann liegt ein Punkt X € R™ genau dann auf einem Mittellot m von A und B,
wenn d(A, X) = d(B, X) ist.

Im Fall n = 2 besteht das Mittellot mp also aus den Punkten, die von A und B
den gleichen Abstand haben:

map = {X | X e R? d(A, X)=d(B,X)}.

Beweis. Sei X € R". Dann gilt

2(X —Myp)e(A—B)=(2-X—-A—B)e(A—-B)
=240eX -~ A* - AB-2BeX + AB+B*=2AeX — A* - 2B e X + B*
= (A2 24X+ X)) +(B*-2BeX +X*) = —(A-X)?+(B—-X)*
= —||A=X|*+||B - X|* = —d(A, X)*+ d(B, X)*~.
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X liegt genau dann auf dem Mittellot von A und B, wenn (X — Map)e(A—B) =0
ist. Dies ist nach obiger Rechnung genau dann der Fall, wenn d(A, X) = d(B, X)
ist.

]

Wir werden uns in Kapitel noch intensiv mit Kreisen auseinandersetzen. Zur
Thematisierung des Umkreismittelpunktes geben wir an dieser Stelle schon vorab
die Definition.

Definition 6.9. Sei M € R? ein Punkt, r € Ryy. Dann heifit die Menge
k(M) :={X|X e R*d(M,X)=r}

der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r.

Definition 6.10. Ist ABC ein echtes Dreieck im R™, so nennen wir die Geraden
hy = R'(A_AQ(B,C))+A; hp = R'(B_Bg(A,C)H‘B; ho = R'(C_Cg(AyB))'i'C’
die Hohenlinien von A, B bzw. C' aus.

Istn =2, soisthy = R(B—C)*+A, hg = R-(A-C)*+B, h¢ = R-(A-B)*+C.

Satz 6.14 (Umkreismittelpunkt). Sei ABC' ein echtes Dreieck im R*. Dann
schneiden sich die Mittellole mag, mpo, mac in einem gemeinsamen Punkt
U, dem Umkreismittelpunkt. Es ist d(A,U) = d(B,U) = d(C,U), die Punkte
A, B,C liegen also auf dem Kreis k.(U) mit Mittelpunkt U und Radius r =
d(A,U), dem Umkreis des Dreiecks ABC.

Die Héhenlinien hy,hp,hc schneiden sich ebenfalls in einem gemeinsamen Punkt
H, dem Hohenlinienschnittpunkt.

Der Schwerpunkt Sapc, der Hohenlinienschnittpunkt H und der Umkreismittel-
punkt U liegen auf einer gemeinsamen Geraden, der Eulergeraden, wobei der
Schwerpunkt der 2:1-Teilungspunkt von HU ist.

Beweis. Da g(A, B) }f g(B, C) ist, ist wegen der Vertriglichkeit von L und || (Satz
6.3]) auch map Jf mpc, die Mittellote m 45 und mpe schneiden sich folglich in genau
einem Punkt U. Mit dem Mittellotprinzip (Satz[6.13)) erhalten wir d(A,U) = d(B,U)
und d(B,U) = d(C,U), also d(A,U) = d(C,U). Durch erneute Anwendung von Satz

folgt U € mac.

Die Hohenlinien hs und hp sind ebenfalls nicht parallel zueinander und schneiden
sich deshalb in genau einem Punkt H. Wir zeigen, dass H € h¢ ist. Dazu reicht es
zu zeigen, dass g(C, H)Lg(A, B), also (C' — H) ¢ (A — B) = 0 ist.

Da H € hyist, gilt 0 = (A—H)e(B—-C)=((A-C)+(C—H))e(B-0C).
Da H € hp ist, gilt 0 = (B—H)e(A—-C) = ((B-C)+(C—H)) e (A-0C).
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Insgesamt erhalten wir
(A=C)+(C—-H))e(B-C)=((B-C)+(C—-H))e(A-0),
und daraus (C — H)e (B —-C)=(C—H)e(A—C), also wie gewiinscht

0=(C—H)e(A=C)—(C—H) (B—C)=(C—H)e(A—B).

Wir betrachten den Punkt X := —2-U + A+ B+ C und zeigen, dass X = H ist. Es
ist X =—2-(U-Mpc)+A=—-2-(U=Musc)+B.DaR-(B—C)LR-(U— Mgc)
ist, ist hy = R-(B—C)*+A =R- (U - Mpc) + A und damit X € hy. Da
R-(A—C)LR- (U~ Myc) ist, ist hg =R-(A—C)*+B=R-(U - Myc)+ B
und damit X € hp. Also ist X der Schnittpunkt von hy4 und hg. Wir erhalten
H=X=-2U+A+B+Cunddaraus Sapc = 3 (A+B+C)=3-H+3-U. O

6.3 Kreise

Zur Definition des Kreises wird die Eigenschaft des Zirkels, die dafiir sorgt, dass
alle Punkte auf dem Kreis den gleichen Abstand vom Mittelpunkt haben, in eine
mathematische Gleichung iibersetzt. Der Kreis ist, genauso wie die Koordinatenform
der Geradengleichung, ein Beispiel fiir eine implizit definierte Punktmenge.

Definition 6.11 (Kreis). Sei M € R? ein Punkt und r eine positive reelle Zahl.
Dann heifit die Punktmenge

k(M) ={X|X €R*d(M,X)=r}
ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Die Menge
r(M) = {X | X € R%,d(M, X) < r}

nennen wir das Innere des Kreises k.(M). Ein Punkt X € R? liegt auferhalb des
Kreises k.(M), wenn er weder zum Inneren des Kreises noch zum Kreis selbst
gehort, wenn also d(X, M) > r ist.

Anstatt die Punkte X eines Kreises durch die Bedingung d(M, X)) = r zu definieren,
ist es oft sinnvoll, die Quadrate der Abstédnde zu betrachten. Damit ergeben sich
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folgende dquivalente Schreibweisen:

k(M) = {X[d(M,X)=r}
= {X (M, X) =r"}
= {X[IM - X|* ="}
= {X|(M-X)"=r7}

— X| m; — 1 . m; — X1 :7’2
Mo — T2 Mo — X9

= {X | (m1 — 1) + (my — 22)* = 1%},

Die Punkte X eines Kreises k,.(M) sind durch die Bedingung

r? = (my —11)? + (Mg — 12)? = 23 — 22 1ymy + m? + 23 — 2x9my + M3
festgelegt. Es stellt sich die umgekehrte Frage, wann eine derartige quadratische
Gleichung einen Kreis beschreibt. Diese Frage beantwortet der folgende Satz.

Satz 6.15. Seien a,b, ¢ € R. Die Punktmenge { X |X € R? 22+ax,+x3+bwy = c}

)

ist genau dann ein Kreis, wenn c+§+% > 0 1st. In diesem Fall ist M = (

NS

der Mittelpunkt und r = \/c + % + % der Radius.

Beweis. Fiir jeden Punkt X € R? ist die Aussage 2% + ax; + x5 + bry = ¢ Aquivalent
2 2
zu (11 + 22+ (2 + 2P =c+ S+ 5

Ist ¢+ ‘2—2 + % > 0, so ist die Menge {X € R? | 2% + ax; + 23 + bxy = ¢} folglich ein

Kreis mit Mittelpunkt M = (:g) und Radius r = {/c+ % + %.
)

2
Ist c+§+%=0, so ist {X|XGRQ,xf—i-axl—i-x%—i-be:c}:{(:
Ist c+ % + % <0,s0ist {X | X €R%a?+az; + a3+ bxy =c} = 0. O

Nico |

Die Lage einer Geraden zu einem Kreis wird durch die Begriffe Passante, Tangente
und Sekante beschrieben, die wir iiber die Anzahl gemeinsamer Punkte definieren.

Definition 6.12. Sei k ein Kreis und g eine Gerade. Die Gerade g heifit
(i) Passante von k, falls |k Ng| =0,
(1) Tangente von k, falls |kNg| =1,

(111) Sekante von k, falls |k N g| = 2 ist.
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Die Anzahl der gemeinsamen Punkte eines Kreises mit einer Geraden ist vom Ab-
stand des Kreismittelpunktes von der Geraden abhingig.

Satz 6.16 (Lage Kreis/Gerade). Sei k.(M) ein Kreis mit Mittelpunkt M und
Radius r und g eine Gerade. Dann gilt:

(i) g ist genau dann Passante von k.(M), wenn d(M,g) >,

(it) g ist genau dann Tangente von k,.(M), wenn d(M, g) = r (der Schnittpunkt
von k(M) und g ist dann also der Lotfufspunkt M, ),

(ii1) g ist genau dann Sekante von k.(M), wenn d(M,g) < r.

Beweis. Sei g = R- A+ M,, wobei M, der nach Satz eindeutig bestimmte
Lotfupunkt des Lotes durch M auf g ist. Ohne Einschrénkung sei ||A|| = 1. Nach
Satz .7 ist d(M,g) = d(My, M) = ||My — M||. Sei t € R und X =t- A+ M, ein
Punkt auf der Geraden g. Der Punkt X liegt genau dann auf dem Kreis k,.(M),
wenn

r?=d*(X,M)=(t-A+ M, — M)*
=t?A% +2tAe (M, — M)+ (M, — M)* =t* + (M, — M)?

ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn t* = r? — (M, — M)? = r? — d*(M, g) ist.

(i) Ist d(M,g) > r, soist r* — d*(M,g) < 0 und damit g N k,(

)

M) = 0.
(i1) Ist d(M,g) = r, so ist r* — d*(M, g) = 0 und damit g Nk, (M) = {M,}.

(i) Ist d(M,g) <, so ist 72 — d*(M, g) > 0 und damit
gN k(M) ={\/r? —d*(M,g)A+ My, —/1> — d*(M, g) A+ M,}.

]

Satz 6.17 (Lage Kreis/Kreis). Seien k und k' Kreise mit den Mittelpunkten
M und M’ sowie den Radien r > 1'. Sei d := d(M,M') > 0 der Abstand der
Mittelpunkte.

Dann gilt:

(i) [kNkK|=0&d>r+71 oderd<r—r,
i) IO K] =1 dmr 1 oderd=r—1",

(i) [kNkK|=2er—r'<d<r+7r.
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Beweis. (i) Seid > r+1'. Sei X € k ein Punkt auf dem Kreis k. Mit der Dreiecks-
ungleichung [5.4] folgt d(M, M") < d(M, X) + d(X, M), also

d(X, M) > d(M,M") — d(M,X) > (r +v') —r = 1.

Das bedeutet X & k', und damit ist kN k" = 0.

Sei nun d < r —r’. Sei X € k' ein Punkt auf dem Kreis &’. Mit der Dreiecksunglei-
chung [5.4] folgt d(X, M) < d(X,M') +d(M', M) < ' + (r — 1) = r. Das bedeutet
X &k, und damit ist kN E = 0.

(i) Wir zeigen, dass kNk" € {M +%-(M'— M)} gilt, falls d = r+r' oder d = r —7'.
Sei dazu X € kN k. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass d = r + 7’ ist. Dann ist

d(M, M) =d =7+ = d(M,X) +d(X, M),

nach Satz ist also X € MM’'. Wir finden deshalb ein ¢t €]0, 1], so dass X =
M +t- (M’ — M) ist und erhalten

P=d(X,M)=(X-M?*=(t- (M —M))*=t3(M' — M)* = t*d*
und damit ¢ = Zund X = M + 5 - (M' — M).
Nun betrachten wir den Fall, dass d = r — r’ ist. Dann ist
dM,M"Y=d=r—r"=dM,X)—d(X, M)

und damit d(M,X) = d(M,M’') + d(M', X), nach Satz ist also M' € MX.
Wir finden deshalb ein t €]0,1[, so dass M' = M +t- (X — M) und damit X =
M + 1 - (M’ — M) ist und erhalten

= XM = (X~ M) = (50— ) = Low - =
und damit ¢ = 4. Also ist auch in diesem Fall X = M + % - (M' — M).
Ist umgekehrt X = M + % - (M’ — M), so ist
d(X,M)* = (X - M)’ = (g (M= M))? =2
und damit X € k. Aufterdem ist
d(X, M')2 = (X — M')? = (M — M") + 2 (M’ = M))?
= (=1 (M = M) = (5 = 1d = (r — d)” ="

und damit X € k&'. Also ist X € kN K. Damit ist kNE = {M + 5 - (M — M)}
gezeigt.
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(i17) Sei r — 1" < d < r+1'. Sei X € k. Dann ist (X — M)? = r%. Es gelten die
folgenden Aquivalenzen:

Xek

(X_M/>2:T/2

(X—M)Z—(X—M/)2:T2—T/2

(X = M) — (X = M) e (X = M)+ (X = M) =r*—1"
(M'—M)e(2X — M — M) =r* — ¢

2X o (M' — M) — (M — M)(M + M') =r* -1

X o (M — M) = %(ﬂ S (M — MY(M 4 M) = c.

Tt ¢t 0D

Das bedeutet, dass X genau dann auf dem Kreis k£ und dem Kreis £’ liegt, wenn X
auf dem Kreis k und auf der Geraden g = {X | X € R*, X o (M’ — M) = ¢} liegt.
Damit kénnen k und &’ hochstens zwei gemeinsame Punkte besitzen. Wir zeigen,
dass d(M, g) < r ist, denn dann haben die Gerade g und der Kreis k nach Satz
genau zwei Schnittpunkte. Nach Satz [6.5|ist g = RA + B, wobei A = (M’ — M)+ =

C

(m2 - mQ) und ohne Einschriinkung B = (mllaml) ist. Es ist

my —my

(M, g) = d(M — B,RA) = WM =B e M = M)||_ [(M=B)e (M = M)

M7 — M| d
|=mi—mfP —mi —mE —r? 17+ 2my mi + 2 my mh
B 2d
|—r?+r?—d?| =P+ d® (r—d)?—1?+2rd
B 2d B 2d B 2d
_ r'? —r? 4+ 2rd
=r
2d ’
und damit ist [k N g| = 2.
Da genau einer der drei Fille
(i) d > r+ 1" oder (ii) d =r+1" oder (iii) r—r" <d<r+r
d<r—r, d=r—r,

eintritt, folgen auch die anderen Implikationen. 0



7 Linearkombinationen

Definition 7.1. Sei m € N. Sind A4, ..., A,, € R" Punkte, r1,...,r, € R reelle
Zahlen, so nennen wir
ri-Ai 4.+ Tm An

eine Linearkombination der Punkte Ay, ..., A,,.

Definition 7.2 (lineare Abhéingigkeit/Unabhéingigkeit). Sei m € N. Die Punk-
te Ay,..., A, € R” heiffen linear unabhingig, wenn fir alle reellen Zahlen
r1,...,"m € R die Implikation

r-A+...+rp A, =0=>r=...=7r, =0
qilt.
Die Punkte Ay, ..., A, € R" heiffen linear abhéngig, falls sie nicht linear un-
abhdngig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn reelle Zahlen rq,...,1r,, € R
existieren, so dass {ry,...,rm} # {0} und
Tl'A1+...+Tm'Am:O
15¢.

Wie nennen in dem Fall die Linearkombination vy - A1+ ...+ 7, - A,, = O eine
nichttriviale Linearkombination der O.

Bemerkungen:

(1) Fiir jeden Punkt A € R" sind die Punkte O und A linear abhéngig, denn es
ist1-O+0-A=0.

(2) Fiir beliebige Punkte A, B € R" sind O, A und B linear abhéingig, denn es ist
1-0+0-A+0-B=0.

(3) Aus der paarweisen linearen Unabhéngigkeit folgt im Allgemeinen nicht die
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lineare Unabhéngigkeit. So sind beispielsweise die Punkte

1 0 1
D=[0o].E=(1],F=]|1
0 0 0

paarweise linear unabhéngig, die Punkte D, F/, I’ hingegen linear abhingig.

Es gilt die folgende Charakterisierung der linearen Abhéangigkeit.

Satz 7.1. Sei m € N. Die Punkte Aq,...,A,, € R" sind genau dann linear
abhdngig, wenn Indizesi € {1,...,m}, j1,..., jm-1 € {1,...,m}\ {i} und reelle
Zahlen r1,...,7m_1 € R existieren, so dass

Ai = rlAjl + Ce —|— ’f’m_lAjm_l
152.
Bemerkungen:

(1) Zwei Punkte A, B € R™ sind folglich genau dann linear abhéngig, wenn eine
reelle Zahl r € R existiert, so dass

A=r-Boder B=17r-A
ist.

(2) Zwei Punkte A, B € R"\ {0} sind genau dann linear abhéngig, wenn R+ A =
R - B ist.
Damit ist die Relation linear abhingig sein auf der Menge R™ \ {O} transitiv.
Sind ndmlich A, B,C € R"\ {O}, so dass A und B linear abhéingig sind, und
so dass B und C linear abhéngig sind, soist R-A=R-Bund R- B=R-C,
woraus R+ A =R - und damit die lineare Abhéngigkeit von A und C folgt.

(3) Drei Punkte A, B,C' € R" sind genau dann linear abhéngig, wenn reelle Zahlen
r,s € R existieren, so dass

A=r-B+s-Coder B=r-A+s-CoderC=r-A+s-B

ist.

Beweis von Satz[71l Seien Ay, ..., A,, € R™ linear abhéngig. Dann finden wir reelle
Zahlen rq,...,r, € R, sodass {ry,...,rp} Z{0}und ry - Ay + ...+ 7y - An =0
ist. Ohne Einschrinkung sei r,, # 0. Dann ist A,, = —/- - A4; — ... — Il A .

Tm

Seien nun i € {1,...,m}, j1,.. ., Jm-1 € {1,...,m}\ {i} und r1,..., 7,1 € R und
es gelte A; = mA; + ...+ ry1A4;, . Ohne Einschrdnkung sei ¢ = m, j; = 1,
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jo = 2,...,jm-1 = m — 1. Dann ist A,, = mA; + ... + rpm_1A4,,—1. Wir setzen
rm = —1. Dann ist {ry,...,7,} # {0} und

T1A1—|—...—|—TmAm:T1A1—|—...—|—T‘m_1Am_1—Am:07

womit die lineare Abhéngigkeit gezeigt ist. O

Definition 7.3. Seien m,n,k € N. Wir definieren

ayr ... Qip
mxn ,__ . .
R T : : ’a/117"‘7a1n7"‘7am17"‘7amnGR

Am1  --- Amp

Die Elemente A € R™*™ nennen wir Matrizen.
a1 ... Qip

Ist A = : © |, so nennen wir ay1,...,Qupy ...y iy e ey Qmpn di€
Am1 - .- Qmn

Komponenten der Matriz A und bezeichnen diese in der Regel mit kleinen, dop-

pelt indizierten lateinischen Buchstaben. An einigen Stellen werden wir die ij-te

Komponente einer Matriz A auch mit A;; bezeichnen.

Die Matrix
1 0 O
o1 o ...0
L= | e R
0 .01 0
0 .0 0 1

heilkt Einheitsmatriz.

Genauso wie fir Punkte definieren wir auch fiir Matrizen die Addition und die
Vervielfachung.

Definition 7.4. Sind A, B € R™*", r € R, so definieren wir die Summe A+ B
und die Vervielfachung r - A als

a1l + bll 500 Q1np a4 bln ray; ... TQip
A+ B := : : ,re A=

A1 +bm1 .. G T+ bn TQml .. TQmn

Wir verwenden fiir diese Verkniipfungen wieder dieselben Symbole wie fiir die Ad-
dition und Vervielfachung reeller Zahlen. Analog zum Punktprodukt definieren wir
fiir Matrizen das Matrixprodukt.
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Definition 7.5. Ist A € R™", B € R™*  so definieren wir das Matrixprodukt

ayjpr ... Qip bll 000 blk
Ae B = °
AQm1 .- Amn bnl 500 bnk
a11b11 AF coo TF alnbnl coc allblk AF coo TE alnbnk
= : : 2 Rl
am1b11 AF oo AF amnbnl 500 amlblk T oo AF amnbnk

Ist A € R™™ und X € R" ein Punkt, so interpretieren wir X als n x 1-Matrix
und erhalten

ay;y ... Qip T
AeX =1 : cofe] i | eR™E=R™

Aml - Qmn T,

Der Malpunkt e hat somit zwei Bedeutungen: einmal als Verkniipfung auf der Menge
der Punkte und einmal als Verkniipfung auf der Menge der Matrizen.

Ist Ae R™" B e R ie{l,...,m},j€{l,...,k} und bezeichnen wir den

ij-ten Eintrag der Matrix A e B mit (A e B);j, so gilt (A e B);; = Z @iy byj.

r=1

Definition 7.6. Fir Matrizen A € R™*™ definieren wir die transponierte Matrix
PA € R™™ durch (*A)i; = Aj; fir allei € {1,...,n} und j € {1,...,m}.

Fine Matriz A € R™" heifit orthogonal, falls A e 'A = I,, ist. Die Menge aller
orthogonalen n x n-Matrizen bezeichnen wir mit O(n).

ai; ... Qip ayr ... Ami
Ist A= : : e R™ " goist 'A:= | : : e R,
Am1 .- Amn Alp - Amp

Sind X,Y € R™ Punkte, so konnen wir X und Y als n x 1-Matrizen auffassen.
Interpretieren wir e einmal als Punktprodukt und einmal als Matrixprodukt, so

hn
erhaltenwirXoY:x1y1+...+xnyn:(xl xn)o ]l =X eY.

Yn

Satz 7.2. Sei A € R™", B € R™*. Dann ist '(Ae B) = 'Be 'A.

Beweis. Seien i € {1,...,k}, j € {1,...,m}. Wir bezeichnen den i, j-ten Eintrag
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einer Matrix X mit X;;. Dann gilt fiir den 4, j-ten Eintrag der Matrix (A e B)
("(Ae B))ij = (AeB);i = auby = Y (‘Bla("A); = (‘Be 'A);.
=1 =1

]

Satz 7.3. Sei A € R™", B € R™* (' € R**!. Dann ist Ae(BeC') = (AeB)eC(.

Beweis. Seien i € {1,...,m}, j € {1,...,l}. Dann gilt fiir den 4, j-ten Eintrag der
Matrix Ae (Be ()

n n k n k
(A L4 (B L C))’L] == Z air(B L4 C)?"j = Z (077% Z brscsj = Z Z airbrscsj
r=1 r=1 s=1

r=1 s=1
k

= Z Z AirbrsCsj = Z(A ® B)isc; = ((AeB)e();;.

s=1 r=1 s=1

Definition 7.7. Ist A € R**2, so definieren wir die Determinante von A als
det(A) = ay1a92 — a12a9;.

Ist A € R so definieren wir die Determinante von A als
det(A) := a11a20a33 + Q12023031 + A13091a39 — 431022013 — A32A23011 — (33021012
Satz 7.4 (Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit). Sind A, B € R", so
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A und B sind linear unabhdngig,

(1i)) A# O und B# O und R- A #R - B (insbesondere ist A # B),
(i1i)) A0, B#0 und R-ANR- B ={0}.

(iv) A #+ O, B # O, und zu jedem Z € R- A+ R - B existieren eindeutig
bestimmte r,s € R mit Z =r- A+ s- B.

Bewezs.

Die Aquivalenz von (i) und (i) folgt direkt aus Satz :
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Wir zeigen nun die Agivalenz von (i) und (iii). Die Geraden R - A und R - B
sind genau dann ungleich, wenn sie hochstens einen gemeinsamen Punkt haben. Da
O € R-ANR- B ist, ist dies dquivalent zu R- AN R - B = {O}. Damit ist die
Aquivalenz von (i7) und (i) gezeigt.

Aus (i) folgt (dit). Ist ndmlich Z € R- ANR - B, so finden wir r,s € R mit
Z=r-A=s-Bundesist Z=r-A+0-B=0-A+s-B. Aus der Eindeutigkeit
(iv) folgt 7 = s = 0 und damit Z = O.

Gilt umgekehrt (i7i) und ist Z € R- A4+ R - B und sind 7,7/, s,¢ € R mit Z =
r-A+s-B=1r"-A+5-B,soist
(r—rA=(—-s)BeR-ANR-B={0},

woraus wir 7 — 1’ = 8 — s = 0 und damit » = v’ und s = s’ erhalten. Damit ist die
Darstellung von Z eindeutig. O]

Satz 7.5. Sind A, B € R?, so sind A und B sind genau dann linear unabhingig,

wenn det(A, B) = det((zl (22)) # 0 ist.
1 b

Beweis. Wir zeigen, dass A und B genau dann linear abhéingig sind, wenn det(A, B) =
0 ist.

Es gelte det(A,B) = 0. Ist A = O oder B = O, so sind A und B linear abhéngig
und wir sind fertig. Wir konnen also A # O und B # O voraussetzen. Ohne Ein-
schrinkung sei a; # 0. Wegen 0 = det(A, B) = ajby — agb; ist dann by = 2—1a2 und

damit '
B = (blbl ) :ﬁ' (al) :ﬁ.A_
22 aq a2 aq

Mit Satz folgt die lineare Abhéngigkeit von A und B.

Sind A und B linear abhingig, so finden wir wegen Satz eine reelle Zahl r € R
mit A =1r-B oder B =1 - A. Ohne Einschréinkung sei A =r - B. Dann gilt

det(A, B) = aiby — ashy = ai(raz) — az(ra;) = 0.

Damit ist gezeigt:

Satz 7.6. Zwei Geraden g = R-A+B CR? und ¢ = R- A’ + B’ C R? schneiden
sich genau dann in genau einem Punkt, wenn det(A, A’) = ayal, — aza) # 0 ist.

Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen Orthogonalitit und linearer Unabhén-
gigkeit.
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Satz 7.7. Seien A,B € R*\ {O}. Ist R- ALR - B, so sind A und B linear

unabhdngig.

Beweis. Sei R- A1R-B und X € R- ANR - B. Dann finden wir 7,s € R mit
X =r-A=s-Bunderhalten |[X|?=XeX =(r-A)e(s-B)=(rs)(AeB)=0
und damit X = O. Also ist R- ANR - B = {O}, woraus mit Satz die lineare
Unabhéngigkeit von A und B folgt. m

Definition 7.8 (Basis). Sei m € N. Eine Menge {A1,..., A} CR" von Punk-
ten heifit Basis des R", falls {Ay, ..., Ay} linear unabhingig und

R"=R-A;+...4+4R- A,
ist. Die Punktmenge

R-Ai+... 4R A, ={X|TFr,....tm R X=r - A +...+1n - An}

nennen wir das Erzeugnis oder auch den Aufspann von {Aq, ..., Ay}
Wenn wir im Folgenden von einer Menge {41, ..., A,,} sprechen, so setzen wir vor-
aus, dass diese Menge m-elementig ist, dass die Punkte Aq,..., A,, also paarweise

verschieden sind.

Ist {Ay,..., Ay} eine Basis des R™, so lisst sich jedes Z € R™ eindeutig als Li-
nearkombination von A,,..., A,, schreiben. Sind ndmlich r,... 7, 7,...,7 €R
mit

Z=r -Ai+. . 4+rp-An=r-A+.. .+

m

: Am>
SO ist

(Tl—Ti)'Al—i‘...‘F(Tm_rl)'Am:O

m

und aus der linearen Unabhéangigkeit von {A;, ..., A,,} folgt

ri—r;=0,....r, —1 =0

/

und damit ry =7}, ..., 1 =1 .

Ist umgekehrt jedes Z € R™ eindeutig als Linearkombination darstellbar, so ist
R*"=R-A;+...+R- A,

und {A;,..., A} linear unabhéngig, da es wegen der Eindeutigkeit der Linearkom-

binationen nur die triviale Linearkombination der O geben kann.

Sind X,) Y e R-A+...+R-A, und r,s € R, soist auch r- X +s-Y €
R-A;+...+R- A,. Der Aufspann ist also abgeschlossen beziiglich Addition und
Vervielfachung.
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Die Punkte E; := (é) und Fy := ((1)) bilden eine zweielementige Basis der Ebene

R2. Wir werden im Folgenden zeigen, dass jede Basis der Ebene aus zwei Punkten
besteht und dass drei Punkte der Ebene stets linear abhéngig sind.

Satz 7.8. Ist {A, B} C R? eine zweiclementige Basis des R?, so gilt

(i) Fiir jeden Punkt X € R?, X # O, ist mindestens eine der Mengen {A, X}
oder {B, X} linear unabhdngig.

(ii) Sind X,Y € R? linear unabhingig, so ist {X,Y} eine Basis des R?, es gill
alsoR- X +R-Y =R?.

(i) Sind X,Y,Z € R?, so ist die Menge {X,Y, Z} linear abhingig.

Beweis. Zum Beweis von (i) sei X € R?, X # O. Dann kann X nicht auf beiden
Geraden R - A und R - B liegen, da diese sonst identisch wiren, was nach Satz
ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von A und B ist. Wir nehmen ohne
Einschrankung an, dass X ¢ R- A ist. Dann ist R- X # R- A, und damit ist ebenfalls
nach Satz die Menge {A, X'} linear unabhéngig.

Zum Beweis von (i7) seien X,Y € R? linear unabhiingig. Es ist R- X + R-Y C R
Es bleibt also zu zeigen, dass R? C RX + RY ist. Nach (i) muss eine der Mengen
{A, X} oder {B, X} linear unabhingig sein. Wir nehmen ohne Einschrinkung an,
dass die Menge {A, X} linear unabhiingig ist. Da { A, B} eine Basis des R? ist finden
wirr,s ERmit X =r-A+s-B. Wire s =0, so wire X € R+ A, im Widerspruch
zur linearen Unabhéngigkeit von {A, X}. Also ist s # 0,

1
B=--X-_.AcR-A+R-X,
s s
und damit R-BCR-A4+R-X. AusR-A+R-BCR-A+R-XCR-A+R-B
folgt die Gleichheit R? = R-A+R-B =R-A+R-X. Die Menge {A, X} ist folglich
eine Basis des R?. Wir finden also 7/, s’ € Rmit Y =7+ A+ - X. Da {X,Y} nach
Voraussetzung linear unabhéngig ist, ist ' £ 0 und wir erhalten
1 s
A=—-Y—-—-XeR-X+R-Y
r T’

und damit auch R-ACR- X +R- Y und R-A+R- X CR- X +R-Y. Es gilt also
RE=R-A+R-B=R-A+R-XCR-X+R-YCR-A+R-B=R?

womit die Gleichheit R?> =R - X +R-Y gezeigt ist.

Wir kommen nun zum Nachweis von (i:7). Ist {X, Y} linear abhéngig, so finden wir
eine nichttriviale Linearkombination der O, r - X + s - Y = O. Dann ist aber auch
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r-X+s-Y+0-Z = O eine nichttriviale Linearkombination der O, womit die lineare
Abhéngigkeit von {X,Y, Z} gezeigt ist. Ist {X,Y} linear unabhéngig, so ist nach
(it) {X,Y} eine Basis des R?, wir finden also r,s € R mit Z =r- X + s-Y. Damit
ist jedoch —r - X —s-Y +1-7Z = O eine nichttriviale Linearkombination der O,
womit ebenfalls die lineare Abhéngigkeit von {X,Y, Z} gezeigt ist. O

Der Beweis von Satz[7.8| behélt seine Giiltigkeit, wenn wir fiir beliebige Dimension n
linear unabhéngige Punkte A, B € R™ wihlen und jedes Vorkommen von R? durch
R-A+R- B ersetzen.

1 0 0
Die Punkte Fy := | 0|, Es:= [ 1], E5:= | 0| bilden eine dreielementige Basis
0 0 1

des Raumes R3. Wir werden im Folgenden zeigen, dass jede Basis des Raumes R3
aus drei Punkten besteht und dass vier Punkte des Raumes stets linear abhingig
sind.

Satz 7.9. Sei {A, B,C} C R? eine dreielementige Basis des R®. Dann gilt

(i) Fiir jedes X € R3, X # O ist mindestens eine der Mengen {A, B, X},
{A, X,C}, {X, B,C} linear unabhdngig.

(ii) Ist {X,Y} C R? linear unabhingig, so ist mindestens eine der Mengen
{A, X, Y}, {X,B, Y}, {X,Y,C} linear unabhingig.

111) Jede linear unabhingige Menge { XY, C st eine Basis des R”.
(1i1) Jede li bhingige M {X,Y,Z} C R? ist eine Basis des R3

(iv) Jede vierelementige Menge {X,Y, Z, W} C R? ist linear abhingig.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von (i) und bemerken zunichst, dass
(R-A+R-B)N(R-A+R-C) = R-Aist. Ist ndmlich Y € (R-A+R-B)N(R-A+R-C),
so finden wir r, 7', s, E Rmit Y =r-A+s-B =1"-A+5-C. Aus der Eindeutigkeit
der Darstellung folgt dann s = ¢’ =0, r =’ und damit Y € R - A.

Sei X e R?, X # O. Da
(R-A+R-B)N(R-A4+R-C)N(R-B+R-C)=R-An(R-B+R-C)={0}

ist, kann X nicht in jeder der drei geschnittenen Mengen liegen. Ohne Einschrinkung
sei X ¢ R- B+ R-C. Wir zeigen nun die lineare Unabhéngigkeit von {X, B, C}.
Seien dazu r,s,t € Rmit r- X +s-B+1t-C = 0. Ware r # 0, so wire

x=-5.B-l.cer.B+R.C,
T T

was ein Widerspruch ist. Also ist » = 0. Da B und C' linear unabhéngig sind, folgt
aus s- B+1t-C =0, dass auch s =t = 0 ist. Also ist die Menge {X, B, C} linear
unabhéngig.
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Zum Nachweis von (ii) sei {X,Y} C R? linear unabhéngig. Dann ist X # O. Nach
(1) konnen wir annehmen, dass {X, B, C'} linear unabhéngig ist. Es ist

R-X+R-B)Nn(R-X+R-C)=R-X.
Da nach Satz [T.4]
Y¢R-X=(R-X+R-B)N([R-X+R-C)

ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ¥ € R- X + R - C ist. Wir
zeigen nun die lineare Unabhingigkeit von {X,Y, C’} Seien dazu r,s,t € R mit
r-X+s-Y+t-C=0. Wires # 0, so wire Y = —%- 1tCE]R X+R-C, was
ein Widerspruch ist. Alsoist s =0und r- X +¢-C = 0. Da {X C'} linear unabhéngig
ist, ist auch r = ¢ = 0. Damit ist die Menge {X, Y, C} linear unabhéngig.

Wir weisen nun Aussage (i) nach. Sei {X,Y,Z} C R3 linear unabhingig. Gemif
(1) konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die Menge {X, B,C} linear
unabhéngig ist. Seien 7, s,t € Rmit X =r-A+s-B+t-C. Da {X,B,C} linear
unabhéngig ist, ist X € R- B+ R - C und damit r # 0. Wir erhalten

A:l.X—ﬁ-B—E-CGRJ(—i-R-B—HRC

r T r

und damit R-ACR-X+R-B+R-C. Es folgt
R-A+R-B+R-CCR-X+R-B+R-CCR-A+R-B+R-C
und damit letztendlich die Gleichheit
R*=R-A+R-B+R-C=R-X+R-B+R-C.

Die Menge {X, B, C'} ist also eine Basis des R®. Wir finden deshalb r/, s, ¢’ € R mit
Y=r"-X+5¢ -B+t-C. Ware s =t' =0, so wire Y ="+ X, im Widerspruch zur
linearen Unabhéingigkeit von X und Y. Also ist s’ # 0 oder ¢’ # 0.

Ohne Einschrankung sei s’ # 0. Dann ist

/ 1 t/
B=-_.X4+-.Y-Z.Cunddamit R-BCR-X+R-Y +R-C,
S S S

worauS R- X 4+R-B+R-CCR-X+R-Y+R-C und
R-A+R-B+R-C=R-X+R-B+R-CCR- X+R-Y+R-CCR-A+R-B+R-C

folgt. Wir erhalten R- X +R- Y +R-C=R-A+R-B+R-C = R? und finden
deshalb 7", s" " € Rmit Z =r"- X +5"-Y +t"-C. Aus der linearen Unabhéngigkeit
von {X,Y, Z} folgt t” # 0 und damit R-C CR- X +R-Y + R - Z, woraus sich

R-A+R-B+R-C=R-X+R-Y+R-CCR- X+R-Y+R-ZCR-A+R-B+R-C
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ergibt. Wir erhalten R- X +R- Y +R-Z=R-A+R-B+R-C = R3, die Menge
{X,Y, Z} ist folglich eine Basis des R3.

Zum Nachweis von (iv) betrachten wir eine vierelementige Menge {X,Y, Z, W} C
R3. Ist {X,Y, Z} linear abhiingig, so ist auch {X,Y,Z W} linear abhiingig und
Aussage (iv) ist gezeigt. Ist hingegen { XY, Z} linear unabhéngig, so ist die Menge
nach (4i7) eine Basis und wir finden r,s,t € Rmit W =r- X +s-Y +t-Z. Damit
ist —W+r-X+s-Y+1t-7Z = 0O eine nichttriviale Linearkombination der O, die
Menge {X,Y, Z, W} ist folglich linear abhéngig, womit Aussage (iv) auch in diesem
Fall gezeigt ist. [l

Die Menge {F), F5, E3} ist eine dreielementige Basis des R3. Somit besagt Satz
(ii) , dass es keine zweielementige Basis des R? gibt. Satz [7.9| (iv) besagt, dass
es keine vierelementige Basis des R? gibt. Somit besteht jede Basis des R? aus 3
Elementen. Wir nennen den R? deshalb einen dreidimensionalen Punktraum.






8 Geometrie des Raumes

8.1 Das Kreuzprodukt

In diesem Abschnitt sei n = 3, wir betrachten also den Raum R? als zugrunde
liegende Punktmenge.

Definition 8.1. Fiir zwei Punkte A, B € R3 definieren wir das Kreuzprodukt

a2b3 — Cl3bg
»A kreuz B als A x B := | azb; — a1bs3
a1by — azby

Fiir das Kreuzprodukt gelten die folgenden Rechenregeln.

Satz 8.1. Seien A, B,C € R® Punkte sowie r € R. Dann gilt

(i) Ax B=—-B x A,

(i) (A+ B)xC=AxC+BxCund Ax (B+C)=AxB+AxC,
(i1i)) (r-A)x B=r-(Ax B)=Ax (r-B),

(iv) Ax(BxC)=(Ae(C)-B—(AeB)-C,

(v) (Ax B)e(C = (C x A)eB.

Das Kreuzprodukt ist also antikommutativ und linear in jeder Komponente. Wegen
Rechenregel (7ii) lassen wir auch beim Kreuzprodukt die Klammern weg und schrei-
ben rA x B. Das Kreuzprodukt ist jedoch nicht assoziativ. Stattdessen gilt die in
(iv) genannte Grafmann-Identitat. Rechenregel (v) besagt, dass die Kombination
aus Kreuz- und Punktprodukt invariant ist unter zyklischer Vertauschung.

Beweis. Die Beweise erfolgen jeweils durch fleiiges Nachrechnen. Es gilt

asbs — azby —(a3b2 - a2b3) baaz — bzas
AxB= a361 — a1b3 = —(a1b3 — Clgbl) = — b3a1 — b1a3 =-—-Bx A,
a1by — ashy —(Cl251 - Clle) bias — beay
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womit der Nachweis von (i) erbracht ist. Der erste Teil von Aussage (i7) gilt wegen

(ag 4 ba)cz — (az + b3)cs asC3 — a3Cy + bacz — b3cy
(A+ B) x C = | (ag+bs)c; — (a1 + by)cs = | ascy — ajeg + bseyp — bycs
(04 + bl)Cg — (ag + bg)Cl a1Co — GoC1 + b102 — bgCl
G2C3 — A3Co bacs — bscy
=lasci —aycs | + [ bscir —bies | =AXxC+ B xC,
a1Cy — A2Cy bico — bacy

womit wegen Ax (B+C0) 2 —(B+0)xAY (BxA+CxA)= —BxA-CxAY

A x B+ A x C auch der zweite Teil von Aussage (ii) gezeigt ist.

Der erste Teil von Aussage (i71) gilt wegen

(Tag)bg — (Ta,g)bg ’f’(agbg — agbg)
(r-A)x B= (mg)bl (ray)bs | = | r(asby — a1bs)
TCLl bQ — TCLQ)bl T(ale — a2b1>
agbg — G3b2
=71 | asby —abs =r-(AxB),
aiby — azby

ZZZ

(—r)-(Bx A) L. (Ax B)

woraus wir den zweiten Teil A X (r- B) (r-B)xA =
erhalten. Aufserdem gilt

3] bacs — bsco a2(51€2 - 5201) - (Is(b361 - b1€3)
A X (B X O) = | Gy X b3€1 — b1C3 = (lg(bgCg — 6302) — Cll(blcg — b201>
as bica — becy al(bBCl - 5103) - a2(5203 - 5302)

a2b102 — CLQbQCl — a3b301 -+ agblcg) (a101 -+ (0518)) + (1363)b1 — (a1b1 + a2b2 + a3b3)01
= | agbacs — agbscoy — arbicy + arbocy) | = | (a1c1 + agca + ages)by — (a1by + asbs + asbs)co
albgcl — alblcg — a2b203 — CLngCQ (alcl + a9Co + agcg)bg — (Clel + Clgbz + CL3b3)63

by €1
= (a101 + aqsco + a303) . b2 — (CL1b1+ a2b2 + a3b3) . Co = (A [ ] C) -B— (A ® B) -C
b3 C3
sowie
a2b3 — CLng C1
(A X B) o( = agbl — a1b3 e | Co = (CLng — agbg)cl + (agbl — albg)CQ + (albg — CLle)Cg
a162 — a2b1 C3

= agbgcl — a3b201 + (lgblcg — CL1b3CQ + a16203 — a2b103

= (02a3 — CgClQ)bl + (C3(11 — Clag)bg + (Clag — Czal)bg

CoG3 — €30 by
= | ca; —ciasg | ® bg = (C X A) o B
C1ag — C207 b3
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Im weiteren Verlauf beno6tigen wir die in folgendem Satz zusammengefassten Eigen-
schaften des Kreuzproduktes.

Satz 8.2. Seien A, B,C € R3.
(i) A und B sind genau dann linear unabhingig, wenn A X B # O ist.
(i1)) R- (A x B) ist orthogonal zu R - A und zu R - B.

(i1i)) A und B sind genau dann linear unabhdngig, wenn A, B, A X B linear
unabhdngig sind.

(iv) Sind A, B linear unabhingig, C # O und ist R- ALR-C und R- BLR-C,
so sind A, B, C linear unabhdngig.

Beweis. Zum Nachweis von (i) zeigen wir, dass A und B genau dann linear abhéngig
sind, wenn A x B = O ist. Sind A und B linear abhingig, so finden wir ohne
Einschrankung ein r € R mit A = r - B und erhalten

agbg — Clgbg b2b3 — bgbg
Ax B= a3b1 — albg =7Tr- bgb1 — blbg =0.
Cllbz — a2b1 blbg — b2b1

Es gelte nun umgekehrt A x B = O. Ist B = O, so sind A und B linear abhingig
und wir sind fertig. Sei also B # O und ohne Einschrinkung sei b3 # 0. Aus

agbs — azby = 0 und asb; — a1bs = 0 folgt ay = %;bg und a; = %bl. Aufllerdem ist

az = $2bs. Damit folgt A= i - B, womit A und B linear abhéngig sind.
Der Nachweis von (i) erfolgt durch Nachrechnen: Es gilt
(A X B) o A= (CLng — agbz)al + (Clgbl — albg)ag + (albg - agbl)ag

= alagbg — CL16L3b2 + agagbl — a1a2b3 + alagbg - agagbl =0
und damit auch (A x B)e B=—(B x A)e B=0.

Zum Nachweis von (iii) zeigen wir, dass A und B genau dann linear abhingig
sind, wenn A, B und A x B linear abhéngig sind. Dabei ist die Hinrichtung klar:
Sind A und B linear abhéngig, so sind auch A, B und A x B linear abhingig.
Seien nun umgekehrt A, B und A x B linear abhéngig. Dann finden wir r, s,t € R,
{r,s,t} # {0}, mit rA+ sB+tAx B =0.1Ist t =0, soist rA+ sB = O eine
nichttriviale Linearkombination der O und A und B sind linear abhéngig. Ist ¢ # 0,
so erhalten wir

0=0Oe(AxB)=(r-A+s-B+t-Ax B)e(Ax B)
=rAe(AxB)+sBe(AxB)+t(Ax B)e(Ax B)=tAx B)e(AXx B).

Da t # 0 ist, muss ||[A x B||*> = (A x B) e (A x B) = 0 und damit A x B = 0 sein.
Nach Aussage (i) sind A und B linear abhéngig.
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Zum Nachweis von Aussage (iv) seien A und B linear unabhéingig, C' # O und
R-AIR-C und R - B1R - C. Wir zeigen, dass A, B und C linear unabhéngig
sind. Dazu nehmen wir an dass A, B, C linear abhéngig sind. Dann finden wir
r,s,t € R, {r,s,t} #{0}, sodass r-A+s-B+t-C = O ist. Da A und B linear
unabhéngig sind, ist ¢ # 0, denn sonst wire r - A + s - B = O eine nichttriviale
Linearkombination der O. Also ist C'= —% - A — - B und damit

R e R

woraus C' = O folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also war unsere Annahme
falsch, die Punkte A, B und C sind folglich linear unabhéngig.

]

Wir wollen nun das dreidimensionale Analogon zu Satz[6.1]formulieren und beweisen.
Satz 8.3. Seien A, B € R3 linear unabhingiq und C € R3. Dann ist
Ae(C =0 und BeC =0 genau dann, wenn C € R- (A x B) ist.

Das bedeutet: Die Gerade R- (A x B) ist die einzige Ursprungsgerade, die sowohl
zu R+ A als auch zu R - B orthogonal ist.

Beweis. Wir setzen voraus, dass A e C' =0 und B e C' = 0 ist und zeigen, dass ein
r € Rmit C =r- (A x B) existiert. Da A und B linear unabhéngig sind, ist nach
Satz [8.2]

a2b3 — a3b2
Ax B= (Zgbl — a1b3 # 0.
CleQ — a2b1

Sei ohne Einschrinkung asbs — aszbs # 0. Dann ist auch ay # 0 oder ag # 0. Ohne
Einschrankung sei as # 0. Wir setzen

&1
ri=—
asbz — azby
Dann ist ¢; = r(agbs — azbe). Nun bedeutet A e C' = 0 und B ¢ C' = 0, dass
a1¢1 + ascs +ascz = 0 und bycq + bacy + bseg = 0 ist, woraus wir durch Multiplikation
mit by bzw. ay die Gleichungen

a16201 + ClQbQCQ + a3b203 = (0 und a2b101 + CLQbQCQ + ClngCg =0

und daraus durch Subtraktion (asb; — a1bg)cy + (agbs — aszbs)cs = 0 erhalten. Aus
dieser Gleichung ergibt sich
(a1b2 - G2b1)C1

C3 (a2b3 —a3b2) ’f’(CL1 2 — G2 1)
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Setzen wir dies in die Gleichung ajc; + asco + azes = 0 ein, so erhalten wir

by — asb by —arb
¢ — ray(aszby — ashs) 1 rag(asby — a1b,) = r(agb; — a1b3)
a9 a2

und damit insgesamt C' =1 - (A x B).

Ist umgekehrt C' € R - (A x B), so folgt AeC =0 und B e C' = 0 unmittelbar aus
Satz [8.3l O

In Kapitel 4] haben wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung mithilfe der Rechenregeln
des Punktproduktes bewiesen. Im Fall n = 3 konnen wir die Ungleichung auch
mithilfe des Kreuzproduktes beweisen und erhalten.

Satz 8.4. Seien A, B € R3. Dann gilt
0<||Ax B|* = |AIP|B|I* — (A B)*.

Insbesondere ist

|A e B| < [IA]l]|B],

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn A X B = O ist, wenn also A und B linear
abhdngig sind.

Beweis. Der Beweis ergibt sich wieder durch fleifiges Nachrechnen. Es gilt

CLng — a362
A% B> = ||| asby — a1bs | ||?
a1by — azby

= (agbs — a3b2)2 + (azby — a1b3)2 + (a1by — azbl)z

= (a3b3 — 2azbsazby + a3by) + (a3b: — 2azbiaibs + aib;)
+(a2b; — 2a1baaghy + a3b?)

= (a3b] + a3b] + a3bi + aibs + a3bs + azbs + ajbs + ajbs + azb3)
—(ajb? + 2a1byazbs + a3b; + 2a1byasbs + 2asbsasbs + a3b3)

= (a3b] + asbi + a3bi + aibs + a3bs + a3bs + ajbi + azbi + azb3)
—((a1by + asby)? + 2(a1by + asbs)asbs + a3b3)

= (af+ a3+ a3)(b] + b5 +b3) — (a1by + asby + azbs)?

= [lAIPIIBII* — (A B)*.
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8.2 Lagebeziehungen von Geraden

Definition 8.2. Zwei Geraden g=R-A+ BCR" und g =R-A'+ B' CR"
heifSen windschief, wenn sie nicht parallel zueinander sind und g N g = 0 ist.

Die Nichtparallelitat ist nach Satz aquivalent zur linearen Unabhéngigkeit von
A und A’

In Abschnitt haben wir gesehen, dass zwei Geraden im R? entweder parallel
zueinander sind oder genau einen gemeinsamen Punkt besitzen. Damit kann es im
R? keine windschiefen Geraden geben. Diese Tatsache konnen wir auch folgendem
Satz entnehmen, da drei Punkte im R? niemals linear unabhiingig sein konnen.

Satz 8.5 (Charakterisierung windschiefer Geraden). Seien g =R-A+ B CR"
und ¢ = R- A"+ B" C R" Geraden. Die Geraden g und g sind genau dann
windschief, wenn die Punkte (B — B'), A, A’ linear unabhdngig sind.

Beweis. Wir zeigen, dass g und ¢’ genau dann nicht windschief sind, wenn die Punkte
(B — B'), A, A’ linear abhingig sind.

Seien (B — B'), A, A’ linear abhéngig. Dann finden wir r,s,t € R, {r, s, t} # {0}, so
dassr- (B—B')+s-A+t- A" = 0ist. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass r =0
ist. Dann konnen s und ¢ nicht beide gleich 0 sein. Sei ohne Einschriankung s # 0.
Dann ist A = —£A’ und damit wegen A # O auch ¢ # 0, die Geraden g und ¢’ sind
also parallel zueinander und damit nicht windschief. Falls r # 0 ist, so ist

t
f-A+B:——-A’+B’,
T T

dieser Punkt ist also ein gemeinsamer Punkt der Geraden g und ¢’, womit diese
auch in diesem Fall nicht windschief sind.

Wir setzen nun voraus, dass g und ¢’ nicht windschief sind und zeigen die lineare
Unabhéngigkeit der Punkte (B — B’), A, A’. Da die Geraden nicht windschief sind,
sind ¢ und ¢’ parallel zueinander oder es ist g N ¢’ # (. Sind ¢ und ¢ parallel
zueinander, so ist R+ A = R+ A’, und damit sind A und A’ nach Satz linear
abhéngig. Also sind auch (B — B’), A, A’ linear abhéngig. Ist hingegen gN g’ # 0, so
finden wir r, s € Rmit r- A+ B = s-A'+ B'. Damit ist 1-(B—B')+r-A—s- A" =0
eine nichttriviale Linearkombination der O und die Punkte (B — B’), A, A’ sind auch
in diesem Fall linear abhéngig. O

Definition 8.3. Fiir zwei Geraden g, ¢ C R™ definieren wir den Abstand d(g, g')
der Geraden g und ¢’ als

d(g,¢') = mf{d(X,X") | X € g, X' € ¢'}.
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In den beiden folgenden Sétzen erfolgt die Berechnung des Abstandes zweier wind-
schiefer Geraden, wobei wir die Beweisidee aus [15], S. 346 entnommen haben.

Satz 8.6. Seien g=R-A+ B CR" und ¢ =R-A"+ B CR" Geraden. Wir
nehmen an, dass Punkte C € g und C' € ¢ ezistieren, so dass R- (C' — C") Lg
und R - (C' — C")Lyg ist. Dann ist d(g,g') = d(C,C").

Beweis. Sei X € gund X’ € ¢’. Da die Geraden g und ¢’ windschief sind, ist X ¢ ¢'.
Sei X,/ der nach Satz[5.7]eindeutig bestimmte Lotfufpunkt des Lotes auf ¢’ durch X.
Nach Satz [5.7] gilt d(X, X") > d(X, X,). Wir set- :

zen Y = C + X, — C'. Dann ist das Viereck
CY X, C" wegen C — C" =Y — X, ein Parallelo-
gramm und es ist d(C,C") = d(Y, X,). Wir zeigen
im Folgenden, dass d(Y, Xy) < d(X, X,) ist. Da-
zu betrachten wir das Dreieck X XY und zeigen,
dass dieses rechtwinklig bei Y ist. Dies gilt in der
Tat, denn es ist

(V=X,) oY —X)=(C—Ce(Y —=X)=(C—C")e(C+X,—C —X)
—(C—C)e(Xy—C)+(C—C)e(C—X)=0.

Nach dem Satz des Pythagoras [5.5ist d(X,,Y)?+d(X,Y)? = d(X,, X)? und damit
d(Xy,Y) < d(Xy,X). Setzen wir alles zusammen, so erhalten wir wie behauptet
d(X,X") > d(X,X,) > d(X,,Y) =d(C,C"). O

Zur Berechnung des Abstandes miissen wir noch zeigen, dass die Punkte C' und C’
in der Voraussetzung von Satz tatsachlich existieren.

Satz 8.7. Seien g =R-A+ B CR" und ¢ = R- A"+ B" C R" windschiefe
Geraden. Dann existieren eindeutig bestimmte Punkte C' € g und C" € ¢, so dass
R-(C—-C)LlgundR-(C —C")Lg und damit d(g,g') = d(C,C") ist, ndmlich
C=r-A+Bund C'"=7r"-A + B, wobei

_(B=B)xA)e(AxA) ., ((B—B)xA)e(AxA)

N 1A > A2 - A > A2 |

(Ax A)e(B—B)
A < A

Fiir den Abstand der Geraden g und ¢’ gilt d(g,q") =

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien C' € g und C’ € ¢/, so dass
R-(C—C")Lgund R-(C—C") Lg" ist. Dann finden wir 7’ € R, sodass C' =r-A+B
und ¢’ = 7' - A" + B’ ist. Die Punkte A und A’ sind nach Voraussetzung linear
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unabhéngig. Da (C' — (') e A =0 und (C' — ") @ A’ = 0 ist, finden wir nach Satz
ein s € R, so dass C' — " = s- (A x A') ist. Insgesamt erhalten wir

s-(AxA)y=r-A+B—1r"-A—B'". (%)

Bilden wir das Punktprodukt dieser Gleichung mit A x A’, so erhalten wir
s [Ax AP=(AxA)eB—-(AxA)eB =(Ax A)e(B—-B),

also
[((Ax A’) e (B — B)|

40,0 = I =€l = Isl 14 x A = F R

Bilden wir das Kreuzprodukt von (%) mit A’, so erhalten wir

s (AXAxA)=r- (A xA+AxB—-7r"-(AxA)—AxB
( ( ) ( ) ( )
r-(Ax A+ A x(B-HB).

Esist (A" x (Ax A’))e (A x A") =0. Bilden wir also das Punktprodukt mit A x A’
so erhalten wir

O=r-(AxA)e(AxA)+ (A x(B-—DB))e(AxA)
= 71(Ax AP+ (A x(B-DB))e(AxA),

und daraus

T:(A’x(B—B’))o(AxA’):((B’—B)XA/)o(AxA’)

[[A > A[|? [[A > A[|?

Analog erhalten wir

(B =B)x A)e(Ax 4
[A > A2 '

Y x A)e(Ax A
Wir zeigen nun die Existenz. Dazu setzen wir Y := B'— B, r := (Y x A) o (A x ),

[A X A2
, (Y xAe(Ax A

= ~A B =
C=r + B, r T4 x A2

dafiir die Gleichung (x) erfiillt ist.

sowie C' = 1" - A’ + B’ und zeigen, dass

Dalfiir definieren wir

Z:Axﬁ—iwﬂf~ﬁ+1(R—B)
S S S
(Y x A)e (A x A) (Y x Ao (Ax A) ., [Ax A7
—Ax A CA— N | et N
AT Y A A Yo (Ax A) (Ax AYeY
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und zeigen, dass Z = O ist. Es ist

Ze(AxA) :||A><A’||2—HA><A’H2%:0,
Z.(A’xY):(AxA').(A’xY)—(AxA').(A’xY)%: ,
Ze(Y xA) :(AxA’)o(YxA)—(AxA’)o(YxA)%:0.

Da g und ¢’ windschief sind, sind nach Satz[8.5|die Punkte A, A’,Y" linear unabhin-
gig. Damit sind nach Satz[8.2lauch A x A’ A’ xY, Y x A linear unabhiingig, bilden
also nach eine Basis des R3. Wir finden also a, 8,7 € R mit

Z=a - (AxA)+p-(AxY)+~-(Y x A).
Aus

|20 = 22 = Zo (- (Ax &)+ - (A< V) +7- (¥ x A))
=a(Ze(AxA))+B(Ze(AXY))+v(Ze(Y xA)=0
folgt Z = O. Dies bedeutet, dass s- (Ax A)=r- A+ B—r"-A'— B =C — (" ist,

dass also die Gleichung (x) erfiillt ist. Wir erhalten wie gewiinscht R- (C'— C")LA
und R- (C' —C") LA O

Sind die Geraden g und ¢’ parallel zueinander, so geniigt es, irgendeinen Punkt C € ¢
zu wahlen. Ist C" := Cj der Fufspunkt des Lotes von C' auf ¢, so ist R- (C' — C") Lg
und wegen der Parallelitdt auch R - (C'— C")Lg, wir erhalten also mit Satz 8.6| fiir
den Abstand d(g,¢’) = d(C, Cy).

8.3 Ebenen

Definition 8.4. Eine Punktmenge E C R™ heifit Ebene, falls linear unabhdngige
Punkte A, B € R"™ und ein Punkt P € R" existieren, so dass

E=R-A4+R-B4+P={X|XeR"3IrsecR: X=r-A+s-B+ P}

ist. Zu jedem X € R- A+ R - B+ P nennen wir die nach Satz[7.4 eindeutig
bestimmten r,s € R mit (X — P) =r-A+s- B die Koordinaten von X vermdge
A und B.

Sind A, B € R?\ {O} linear abhiingig, soist R-A+R-B=R-A=R-B, die
Punktmenge R- A+ R - B + P ist somit eine Gerade.

Die Darstellung einer Ebene ist nicht eindeutig.
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Satz 8.8. Sei Q ein Punkt der Ebene R- A+ R - B+ P. Dann ist

R-A+R-B+P=R-A+R-B+Q.

Beweis. Da@Q e R-A+R- B+ P ist, finden wir r,s € Rmit Q =r-A+s-B+ P.

Ist nun X e R-A+R- B+ P, so finden wier’, s e Rmit X =r"-A+s-B+ P
und es folgt

X=r-A+s - B+P=r"-A+s -B+(Q—-r-A—s-B)
=0 —r) A+ (s —35)-B+QeR-A+R-B+Q.

Ist umgekehrt X € R-A+R-B+Q, so finden wir ', s’ € Rmit X =7"-A+s-B+Q
und es folgt

X=r""A+s - B+Q=r"-A+s - B+(r-A+s-B+P)
=(r+r)- A+ (s+s) - B+PeR-A+R-B+P.

Insgesamt erhalten wir R-A4+R-B+P=R-A+R-B+Q. m

Analog zu Definition [.6] definieren wir

Definition 8.5. Sei E =R-A+R-B+ P eine Ebene. Dann bezeichnen wir mit
Eo die zur Ebene E gehorige Ursprungsebene Eg :=R-A+R- B.

Um zu zeigen, dass die zu einer Ebene E gehorige Ursprungsebene unabhéngig von
der Darstellung der Ebene ist, zeigen wir, dass sich die Menge Eo als Menge der
Differenzen von Punkten aus E darstellen ldsst (siehe auch [14]). Dadurch folgt
sofort die Uneindeutigkeit der Darstellung der Ebene E, die wir in Satz schon
direkt gezeigt haben.

Satz 8.9. Set E =R-A+R- B+ P eine Ebene. Dann ist die zu E gehirende
Ursprungsebene gleich der Menge der Differenzen von Punkten aus E, es gilt also

Eo={X-X'|X,X'€E}.

Insbesondere ist Eo unabhdngig von der Wahl der Darstellung von E. Ist X € E,
so gilt folglich E = FEp + X.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass Fo C {X — X'| X, X’ € E} ist. Sei dazu Y € Ep.
Dann finden wir 7,6 € Rmit Y =r- A+ s-B. Wir setzen X :=7r- A+ P und
X' :=—s-B+P.Dannsind X, X' € Fundesist X — X' =Y.

Nun zeigen wir, dass {X — X' | X, X' € E} C Ey ist. Seien dazu X, X’ € E. Dann
finden wir r, 5,7, e Rmit X =r-A+s-B+Pund X' =r-A'+s-B + P und
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es 1st

X—-X=(r-A+s-B+P)—(r-A+s-B +P)
=(r—1) A+ (s—5)-BeR-A+R-B= Ep.

[]

Definition 8.6 (Parallelitit). Zwei Ebenen E und E' heiflen parallel zueinander,
falls zu ihnen die gleichen Ursprungsebenen gehdren, falls also Eo = E, ist. Wir
schreiben E || E'.

Fine Gerade g heifst parallel zu einer Ebene E, wenn die dazugehdrige Ursprungs-
gerade in der Ursprungsebene verlduft, wenn also go C Eo gilt. Wir schreiben
gl E.

FEine Gerade g = R-C+Q heifst orthogonal zu einer Ebene E = R-A+R-B+ P,
wenn R-CL1R-A und R-CLR - B ist. Wir schreiben gl E.

Die Definition der Orthogonalitit ist unabhingig von der Wahl der Darstellung von
E. Sind namlich zwei verschiedenen Darstellungen £ = R- A+ R-BC + P =
R-A +R-B' + P’ der Ebene gegeben, soist R-A+R-B=Fp=R-A+R-B,
wir finden also r,s e Rmit A’ =r-A+s-B. Ist R-C1LR-Aund R-C1LR- B, so
folgt Ce A’ =Ce(r-A+s-B)=rCeA+sCeB =0 und analog C e B' = 0.
Damit ist R- CLR - A" und R - CLR - B’. Insbesondere ist eine zu einer Ebene E
orthogonale Gerade g orthogonal zu jeder Geraden, die in der Ebene E verlduft.

Die Relation der Parallelitét ist transitiv: Sind E, E’, E” Ebenen und ist E || E’
und E' || E”, so ist auch E || E”.

Die Uneindeutigkeit der Darstellung von Ebenen wirft die Frage auf, wann zwei
Ebenen gleich sind. Diese Frage wird durch den folgenden Satz beantwortet: Zwei
Ebenen sind genau dann gleich, wenn sie parallel zueinander sind und einen gemein-
samen Punkt besitzen.

Satz 8.10. Seien E und E' zwei Ebenen. Dann ist E = E' genau dann, wenn
ENE #0 und Eo = EY, ist.
Beweis. Ist E = F', soist ENE' = E # () und nach Satz

Eo={X-X'|X,X'€eE}={X-X'|X,X € E'} = E,.

Ist hingegen E N E’ # () und Ep = E, so finden wir ein X € E N E" und erhalten
E =FEo+ X = E;, + X = E' ebenfalls nach Satz [8.9] O

Korollar: Seien F =R-A+R-B+Pund F' =R-A'"+R- B+ P’ zwei Ebenen.
Dann ist F = E’ genau dann, wenn Ep = Ej, und P — P’ € Ep ist.
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Beweis. Ist E = FE', so ist Ep = Ej nach Satz 8.10f Da P, P’ € E sind, ist
P — P’ € Ep nach Satz

Ist umgekehrt Ep = Ej, und P — P’ € Ep = E}, so ist P € E;, + P' = E' und
damit ist E N E’' # (. Mit Satz folgt £ = FE'. O

Satz 8.11. Seien A, B,C € R™ Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Dann
existiert genau eine Fbene E, die die Punkte A, B, C' enthdlt, ndmlich

E=R-(A-B)+R-(A-C)+ A

Beweis. Sei E:=R-(A—B)+R-(A—C)+ A. Die Menge E enthilt die Punkte
A, B,C. Um zu zeigen dass E eine Ebene ist, miissen wir zeigen, dass die Punkte
A — B und A — C linear unabhéngig sind. Wéren sie linear abhingig, so finden
wir ohne Einschrinkung ein 7 € R mit A — B = r - (A — (), und damit wére
B=A-r-(A-C) € g(A C), im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die
Menge E eine Ebene.

Ist F/ = R-A"+R- B + (' eine Ebene, die die Punkte A, B und C' enthilt,
soist A— B € E, und A — C € Ej, nach Satz Die Menge {A’, B'} ist eine
zweielementige Basis von E) = R- A'+R-B’. Da {A— B, A— C'} linear unabhingig
ist, ist nach Satz {A — B, A — C} ebenfalls eine Basis von Ef,. Insbesondere ist
Eo=R-(A-B)+R-(A-C)= E},. Mit Satz[8.10|folgt E = E'. O

Wir konnen die Aussage Fp = E{, im obigen Beweis auch elementar zeigen:

Beweis. Da A— B € E,, und A — C € Ej, ist und die Menge E, abgeschlossen ist
beziiglich Addition und Multiplikation, ist R- (A—B)+R-(A-C) CR-A' +R-B'.

Um die andere Inklusion zu zeigen, wahlen wir r, s,¢,v € R mit
A-B=r-A+s-B (I) und A-C=t-A+v-B (II).

Wir nehmen an, dass rv — st = 0 ist und fiihren dies zu einem Widerspruch. Die
Zahlen r und s kénnen nicht beide gleich 0 sein, da sonst A = B wire. Ebenso
konnen ¢ und v nicht beide gleich 0 sein, da sonst A = C' wére. Wir nehmen ohne
Einschrankung an, dass r # 0 und ¢ # 0 ist. Die anderen Félle folgen durch &hnliche
Uberlegungen. Dann ist s = Zv und wir erhalten

A—B:wﬁ+gw3:g«ﬁ4+qu:%A—m,

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von A— B und A—C'. Also ist rv—st #
0. Bilden wir v- I — s- I, so erhalten wir (rv —ts)- A'=v-(A—B)—s-(A—-C),
also

v s

(A—B) -

A = (A-C)eR-(A—B)+R-(A-0).

rv —ts rv —ts
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Bilden wir r-IT —t- I, so erhalten wir (rv—ts)-B' = —t-(A—B)+r-(A—C), also

t r

B = — -(A—=B)+

(A-C)eR-(A-B)+R-(A-0).

rv —ts rv —ts

Da Ep abgeschlossen ist beziiglich Addition und Vervielfachung, erhalten wir
R-A+R-BBCR-(A-B)+R-(A-0C)

und damit insgesamt Ep = Ef,. Mit Satz folgt £ = E'. O

Definition 8.7. Seien A, B,C € R™ Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.
Dann bezeichnen wir die nach Satz eindeutig bestimmte FEbene, die die Punk-
te A, B,C enthdlt, mit E(A, B,C). Es gilt also

E(A,B,C)=R-(A—B)+R-(A—C) + A.

Fiir Geraden in R? hatten wir neben der expliziten Darstellung auch eine implizite
Darstellung gefunden, nimlich die Koordinatendarstellung. Im R?® konnen wir fiir
Ebenen eine dhnliche implizite Darstellung finden. Dazu betrachten wir zunéchst
Ebenen durch den Koordinatenursprung und verallgemeinern das Ergebnis anschlie-
fsend auf beliebige Ebenen.

Definition 8.8. Fiir Punkte N € R?\ {O} und reelle Zahlen d € R definieren
wir éaN,d = {X |X S R?’,NOX Id}

Satz 8.12. (i) Sei N € R3\ {O}. Dann ist Exg eine Ebene, die den Koordina-
tenursprung enthdlt.

(ii) Sei R- A+ R - B eine Ursprungsebene, N € R3\ {O} mit R- NIR - A und
R-N1R- B (etwa N :=AXx B). Dann ist &ng=R-A+R- B.

Beweis. Wir zeigen zunichst Aussage (7). Ohne Einschrankung sei n; # 0. Wir
g
setzen A:= | n; |.Dannist Ne A=0.Da N # O und A # O sind, sind nach
0
Satz[8.2] (iv) die Punkte N und A linear unabhiingig. Setzen wir B := N x A, so sind
nach Satz (i77) die Punkte N, A und B linear unabhingig und bilden folglich
nach Satz[7.9] eine Basis des R5.

Wir zeigen, dass éno = R-A+R-Bgilt. Ist X €¢ R-A+R- B, so finden wir r,s € R
mit X =r-A+s-Bundesgilt NoeX = Ne(r-A+s-B)=r(NeA)+s(NeB) =0,
also X € &yp. Sei nun X € &yp. Da {N, A, B} eine Basis des R? ist, finden wir
r,s,t € Rmit X =r-N+s-A+1¢- B und erhalten

0=NeX=Ne(r-N+s-A+t-B)=r(NeN)+s(NeA)+t(NeB)=r|N|>
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Da ||N] # 0 ist, muss r = 0 sein, und damit ist X € R- A + R - B. Damit
ist &no = R- A+ R - B gezeigt, die Menge &y ist damit eine Ebene, die den
Koordinatenursprung enthalt.

Wir zeigen nun den Teil (i7) des Satzes. Da A und B linear unabhéngig sind, sind
nach Satz (iv) die Punkte N, A und B linear unabhéngig und bilden damit
nach Satz eine Basis des R3, fiir die N e A = N ¢ B = 0 gilt. Wir zeigen, dass
Eno=R-A+R-Bist. Ist X € R-A+R-B, so finden wir r,s € Rmit X =r-A+s-B
und es ist

NeX=Ne(r-A+s-B)=r(NeA)+s(NeB)=0,

also X € &yp. Sei nun umgekehrt X € &yp. Dann finden wir r,s,t € R mit
X=r-N+s-A+t-Bund es gilt

0=NeX=Ne(r-N+s-A+t-B)=r(NeN)+s(NeA)+t(NeB)=r|N|>
Da | N|| # 0 ist, muss r = 0 sein, und damit ist X e R- A+ R- B. O

Wir iibertragen nun die Aussage von Satz auf beliebige Ebenen.

Satz 8.13. (i) Sei N € R*\ {O}. Dann ist fiir jedes d € R die Menge Ey g eine
Ebene, die parallel zu Ey o ist und durch den Punkt W - N wverlduft.

(i1) Ist E =R-A+R- B+ P eine Ebene, so finden wir ein N € R® und ein
d € R, so dass E = &y 4 ist, ndmlich N :== A X B und d:= N e P. Ist N' € R,
d e€R mit B =&y q, so existiert ein A € R mit N' =X N und d' = \d.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von (7). Sei d € R. Fiir alle X € R3 gelten
die folgenden Aquivalenzen:

NeN d
XebnaoNeX=doNeX=d-——" o Ne(X———-N)=0
V]| [l
d 1
@X——'Négj\ﬂo @XEéDN,o—Fd—'N.
V][> [ V]2

Da én nach Satz eine Ebene ist, die den Koordinatenursprung enthélt, ist
Endg = ENp+ W - N ebenfalls eine Ebene, die parallel zu & ist.

Wir zeigen nun den Teil (i7) des Satzes. Sei E =R- A+ R- B+ P eine Ebene. Wir
setzen N := Ax B und d := N e P und zeigen, dass R- A+ R- B+ P = &y 4 ist. Ist
X eR-A+R-B+ P, so finden wir ;s € Rmit X =r-A+s-B+ P und erhalten

NeX=Ne(r-A+s-B+P)=NeP+r(NeA)+s(NeB)=NeP =d,
woraus sich X € &y 4 ergibt. Sei nun umgekehrt X € &y 4. Dann gilt

d=NeX=Ne((X-P)+P)=Ne(X—P)+NeP=Ne(X—P)+d,
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woraus wir N e (X — P) = 0 und damit X — P € éy9 = R- A+ R - B nach Satz
8.12| erhalten. Das bedeutet X € R-A+R-B+ P, womit R-A+R-B+ P =&ygq
gezeigt ist.

Seinun N’ € Rg\{O}, d €Rund F = g]\]/ﬂ/. Da Pe E= éDN/7d/ ist, ist d =N'eP.
Damit gilt fiir alle X € R- A+ R - B die Gleichung

NeX=Ne(X+P)—P)=Ne(X+P)—NeP=d-d=0,
woraus R- A+ R - B C &y folgt. Ist umgekehrt X € &y g, so ist
0=NeX=Ne(X+P)—NeP

also N'e (X +P)= N'e P =d'. Das bedeutet X + P € &y = ReA+Re B+ P,
also X € R- A+ R - B. Insgesamt erhalten wir §yg =R - A+ R- B = &y . Also
finden wir nach Satz ein A € Rmit N'=X-N und es folgt A = %’T]]\G Auferdem
istd =N'eP =\NeP)=\d.

]

Satz 8.14 (Lage Gerade/Ebene). Eine Gerade g ist genau dann parallel zu einer
Ebene E, wenn sie in der Ebene enthalten ist oder keinen gemeinsamen Punkt
mit ihr hat. Ist die Gerade g nicht parallel zur Ebene E, so schneiden sich die
Gerade und die Ebene in genau einem Punkt.

Beweis. Seig=R-C+Qund E =R-A+R- B+ P. Durch eventuellen Ubergang
zur Geraden g — () und zur Ebene E — @) konnen wir voraussetzen, dass () = O ist.

Seig | E. Dannist R-CCR-A+R-B.
Ist gN E = (), so haben die Gerade g und die Ebene E keinen gemeinsamen Punkt.
Ist gN E # (), so finden wir ein P’ € g N E und erhalten

g=R-C+Q=R-C+P CR-A+R-B+P =R-A+R-B+P=F,

die Gerade g ist also in der Ebene E enthalten.

Die andere Implikation zeigen wir durch Kontraposition. Sei also g f E, d.h. R-C' ¢
R-A+R-B. Dann ist {A, B, C'} linear unabhéngig, denn wére - A+s-B+t-C = O eine
nichttriviale Linearkombination der O, so muss wegen der linearen Unabhangigkeit
von A und B gelten, dass ¢ # 0 ist und damit wire C' = —%-A—-3-Be€R-A+R-B
und damit R-C CR- A+ R- B aufgrund der Abgeschlossenheit von R- A+ R - B.
Nach Satz ist {A, B,C} eine Basis des R®. Wir finden deshalb ein r € R sowie
ein H e R-A+R-Bmit P=r-C+ H und erhalten

R-A+R-B+P=R-A+R-B+(r-C+H)
=R-A+R-B+H)+r-C=R-A+R-B+r-C.
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Damit ist
gNE=R-CN(R-A+R-B+P)=R-CN(R-A+R-B+r-C)={r-C},
die Gerade und die Ebene haben also genau einen gemeinsamen Punkt. Die Gerade

g verlauft damit nicht in der Ebene E.
O

Analog zur Vertriglichkeit von L und || im Fall der ebenen Geometrie gilt im Fall
der Geometrie des Raumes der folgende Satz.

Satz 8.15. Secien E,E' C R3 Ebenen sowie g C R? eine Gerade, die orthogonal
zu E ist. Dann gilt E || E' genau dann, wenn g LE’ ist.

Beweis. Sei g=R-C+Q, E=R-A+R-B+P,E =R-A +R-B + P

Ist £ || E'ysoist R-A+R-B =R-A+R-B. Wir finden also r,s € R mit
A'=r-A+s-Bund erhalten CeA'=Ce(r-A+s-B)=r(CeA)+s(CeB)=0
sowie analog C' e B’ = 0. Damit ist g L F’.

Ist umgekehrt g LE' soist R- (A x B) =R-C =R - (A’ x B’) und damit nach Satz
auch Ej = ¢ = Ey, die Ebene FE ist folglich parallel zur Ebene E'. O

Definition 8.9. Sei R-A+R- B+ P = &nq eine Ebene. Dann nennen wir die

Mengen
R-A+R-B+P)t ={X|X R N-X >d}

und
(R-A+R-B+P) = {X|X€R3,N~X§d}

die durch die Ebene definierten abgeschlossenen Halbraume.
Analog nennen wir

R-A+R-B+P)? ={X|Xe€R* N -X >d}
und
R-A+R-B+P)°:={X|XeR* N -X <d}

die durch die Ebene definierten offenen Halbrdume.

Zwei Punkte liegen auf derselben Seite der Ebene, wenn sie im selben offenen
Halbraum liegen. Liegen zwei Punkte in verschiedenen offenen Halbrdumen, so
sagen wir, dass sie auf verschiedenen Seiten der Ebene liegen.

Diese Definition ist abhiingig von der Wahl von N € R3. Bei anderer Wahl kénnen
sich die Bezeichnungen gegebenenfalls vertauschen. Es ist

(R-A+R-B+P)*N(R-A+R-B+P)"=R-A+R-B+ P,
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die Schnittmenge der beiden Halbridume ist also die Ebene R- A4+R- B+ P. Auferdem
st R¥= (R-A+R-B+P)"U(R-A+R- B+ P)” und die Relation ,auf derselben
Seite liegen” ist eine Aquivalenzrelation.

Satz 8.16. Sei £ C R? eine Ebene und seien X, Y € R3, X £Y.

(i) Liegen X,Y auf derselben Seite der Ebene E, so liegen alle Punkte der
Strecke XY auf derselben Seite der Ebene.

(ii) Liegen X,Y auf verschiedenen Seiten der Ebene, so hat die Strecke XY
mit der Ebene E genau einen gemeinsamen Punkt.

Beweis. Sei E =R-A+R-B+ P = &ygq4. Liegen X und Y auf derselben Seite der
Ebene F, so sind Ne X —d # 0 und N ¢Y —d # 0 und haben gleiches Vorzeichen.
Liegen X und Y auf verschiedenen Seiten der Ebene F, so sind N ¢ X —d # 0 und
N oY — d # 0 und haben unterschiedliches Vorzeichen.

Fiir jedes 0 < r < 1 gilt
Ne((1—-r)- X+7rY)—d=(1—-r)(NeX —d)+r(NeY —d).

Haben Ne X —d und NeY —d das gleiche Vorzeichen, so hat Ne((1—r)-X+r-Y)—d
folglich ebenfalls das gleiche Vorzeichen, der Punkt (1 —r) - X +r-Y der Strecke
XY liegt also auf derselben Seite wie die Punkte X und Y.

Haben N ¢ X — d und N e Y — d unterschiedliche Vorzeichen, so hat die Gleichung
O=Ne((l—7r)- X+r-Y)—d=(1-1r)(NeX —d)+r(NeY —d)

ine Lo €10, 1], nimlich r — — 2= *X _ bic Strecke XV und di
genau eme Losung r s , lamlich r = N . Y _ N . X 1e recke un 1€

Ebene E besitzen folglich genau einen gemeinsamen Punkt. O]

Satz 8.17 (Lage Ebene/Ebene). Gegeben seien die Ebenen E,E' C R3,
EFE=R-A+R-B4+P=6éygqund EE=R-A+R-B'+ P =&y a.

Dann sind E und E' entweder parallel zueinander, oder die Menge der gemein-
samen Punkte ist eine Gerade. Ist im zweiten Fall Q € ENE’, so ist

ENE =R-(NxN)+Q=R-((Ax B) x (4 x B)) + Q.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass N = A x B und N’ =
A" x B’ ist.

Seien F und E' nicht parallel zueinander. Dann ist R-A+R-B#R- A +R- B’
Ohne Einschrinkung konnen wir R- A’ + R- B ¢ R- A+ R - B annehmen. Da
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R-A+R-B#R-A+R- B ist, sind N und N’ linear unabhingig und damit ist
N x N’ # O nach Satz [8.2] (1).

Wir zeigen, dass {A’, A, B} oder {B’, A, B} linear unabhéngig sein miissen. Wéren
ndmlich {A’, A, B} und {B’, A, B} linear abhéngig, so fdnden wir nichttriviale Li-
nearkombinationen - A'+s-A+t-B=0Ound ' -B' +s - A+t -B=0.Da A
und B linear unabhéngig sind, miissen r # 0 und r’ # 0 sein. Damit ist

t / t/
A=-2.4-"BeR-A+R-Bumd B =->.A-- .BeR-A+R-B,

r r r r
und damit R- A"+ R-B'CR-A+R- B, was ein Widerspruch ist.

Ohne Einschriankung kénnen wir also annehmen, dass {A’, A, B} linear unabhéngig
ist. Dann ist {A’, A, B} eine Basis des R®, wir finden deshalb ein r € R und ein
HeR-A+R-Bmit P— P =r-A" 4+ H und erhalten.

R-A+R-B+(P-P)=R-A+R-B+(r-A +H)
=R-A+R-B+H)+r- A =R-A+R-B+r-A.

Damit gelten die folgenden Aquivalenzen:

YeENFE
YeR-A+R-B+P)N(R-A+R-B + P
Y—Pe(R-A+R-B+(P-P)N(R-A +R-B)
Y-PeR-A+R-B+r-A)NnR-A +R-B')
Y-PeR-A+R-B+r- AANY -PeR-A+R-B
Y-P —r - AeR-A+R-BAY —P —r - AcR-A+R-B
Y-P —r-AeéyoNY—P —r-A €ényg

Y—P —r-Aeéyonénp

Y —P'—rA" € R(N x N') (nach Satz [3.3)

Y eR(NXN)4+P +r-A
YeR-(AxB)x (A xB)+P +r-A.

(S O A

Damit ist
ENE =R(NXN)4+P +r- A=R-(AxB)x (A xB)+P +r-A

eine Gerade.

Sind F und E’ parallel zueinander, so finden wir nach Satz ein A € R mit
N = X-N'.Ist d = A\, so sind die Ebenen gleich. Ist d # \d’, soist ENE' =0. O

Analog zum Abstand eines Punktes von einer Geraden definieren wir den Abstand
eines Punktes von einer Ebene.
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Definition 8.10. Sei £ C R" eine Ebene, X € R" ein Punkt. Dann bezeichnen
wir mit

d(X,E)=inf{d(X,Y)|Y € E}
den Abstand des Punktes X von der Ebene E.

Satz 8.18 (Abstand Punkt/Ebene). Sei E =R-A+R-B+ P = &yq C R?

eine Ebene, X € R3 ein Punkt. Dann existiert genau ein Punkt Xp € E, so dass

R (X — Xg)LE ist, namlich

(X —P)eN
NeN

Den Punkt Xg nennen wir den Lotfulipunkt des Lotes auf E durch X. Es ist

Xp=X— - N.

A B — K ) — - _Illffjﬁ.N| _ X .||J]\\;||_ -

Beweis. Wir zeigen zuniichst die Eindeutigkeit. Ist Z € Eund R - (X — Z)LE, so
ist Z « N = d und wir finden ein r € R mit X — Z =r - N. Es folgt

rN?=(X—-Z)eN=XeN - XpeN
=XeN—-d =XeN—-—PeN=(X—-P)eN,

(X—P)eN : : (X—P)eN
alsorzw. Damit erhaltenvvlrZ:X—T-NzX—W-N:XE.
Der Punkt Xp = X — (X];Q;N - N liegt tatséchlich in der Ebene E = &y 4, da

NoXE:NoX——<X_P).NN0N:N0N—X0N+P0N:PoN:d
NeN
X —P)eN
ist. Auferdem ist R - (X—XE)J_E7 daX—XE = % - N.
[ ]

Seinun Y € E ein von Xp verschiedener Punkt. Dann ist R- (X — Xpg) LR (Y — Xg).
Mit dem Satz des Pythagoras [5.5] folgt

IX = Xpl* + [IY — Xp[* = (X — Xp) = (Y = Xp)|I* = || X - Y]

Da Y # X ist, ist [|Y — Xg|| > 0 und wir erhalten d(X,Y) > d(Xg, X), womit
d(X, Xg) =d(X, F) gezeigt ist.

Fiir den Abstand des Punktes X von der Ebene E erhalten wir nun

d(X,E)’ = d(X,Xp)" = | X — Xg|*= (X - Xp)’= (%> ved

X —P)eN|
1Vl

und damit d(X, E) = I
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Ist N € R? derart, dass |[N|| = 1 ist, so vereinfacht sich obige Gleichung zu
d(X,E) =|(X — P) e N|. Insbesondere erhalten wir d(O, E') = |P ¢ N| = |d|. Es ist
d(X, E) = 0 genau dann, wenn der Punkt X in der Ebene liegt. Damit erhalten wir
die folgende Darstellung einer Ebene im R3.

Satz 8.19 (Hessesche Normalendarstellung). Sei £ C R? eine Ebene, R- N LFE
mit | N|| = 1 sowie P € E ein Punkt der Ebene.
Dann ist

E={X|X€R3 (X —P)eN =0}

und fiir den Abstand eines Punktes X € R® von der Ebene E gilt

d(X,E) = |(X — P) e N|.
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8.4 Winkel

Wir definieren den Winkel zunéchst ursprungsbezogen.

Definition 8.11. Fin Winkel st ein Paar

(A, B) von Punkten A, B € R"\ {O}. Die Gro-

ke £(A,B) des Winkels (A, B) definieren wir 1
als die Linge des kiirzesten Kreisbogens zwischen T4l

m-A und ﬁ-B auf dem Einheitskreis ki (O) im
Falln = 2 bzw. dem Schnitt K,(O)NE(A, B, O)
der Einheitskugel mit der Ebend|E(A, B,O) im

Fall n = 3.

A
£(A, B)

W

-~ _.B

A
/ \ T3]

Zur genauen Definition der Kreisbogenlénge verweisen wir auf Anhang Die Gro-
fie des Winkels ist nichtorientiert, es ist also £(A, B) = £(B, A). Definieren wir
= 4(A,—A), so ist die Lange des Kreisbogens eine reelle Zahl zwischen 0 und .

Zu jeder reellen Zahl a € [0, 7] finden wir genau o
einen Punkt C(a) = aile) € k1(O) auf dem
c2(a)

Einheitskreis der Ebene R?, so dass

L(Ey,C(a)) = a und cy(a) >0

ist. Wir definieren die Funktionen

sin : [0, 7] = [-1,1], @ — c2(a)
und
cos : [0,7] = [-1,1],a — c1(a).

Damit ist sin(a)? + cos(a)? = ¢1(a)? + c(a)? = ||C(a)|]?* = 1. Sind a, 3 € [0, 7]
und ist S > «, so ist cos(f) < cos(a), die Funktion cos ist also auf dem Intervall
[0, 7] streng monoton fallend. Wir setzen die Funktionen cos und sin auf [—m, 7] fort,
indem wir fiir alle a € [—, 0]

sin(a) := —sin(—a) und cos(«) := cos(—a)

setzen. Wir wollen im Folgenden die Grofe des Winkels (A, B) berechnen.

AeB
Satz 8.20. Seien A, B € R"\ {O} Punkte. Dann gilt cos(£(A, B)) = ||A|ﬂ|B||'

Al Al

Beweis. Wir setzen A’ := -1 - Aund B’ := & - B. Ist A’ = B bzw. A’ = —B’,
7B7

1Sind A und B linear abhiingig, so meinen wir mit E(A, B, O) irgendeine Ebene, die A, B und

O enthilt.
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so ist die Behauptung klar. Wir kénnen also voraussetzen, dass A’ und B’ linear
unabhéingig sind. Sei A”* € R- A’ + R - B’ mit |A"] =1 undf|R- A+ 1R - A" Da
B eR-A4+R-B =R-A+R-A" ist, finden wir r,s € Rmit B’ =r-A' 45 A+
Durch Punktmultiplikation dieser Gleichung mit A’ bzw. A"t erhalten wir r = A’e B’
und s = A ¢ B’ und damit B’ = (A’ e B') - A’ + (A"t e B’) - A+, Es ergibt sich
AeB

——_ —ANeB =Ae(r- A+s-At)=r=cos(L(Ey,r - Ey+5s-F
B cos(£(A',r- A"+ s AF) = cos(£L(A', B')) = cos(£(A, B)).

O

Definition 8.12 (Winkel zwischen Geraden). Sind R-A,R-B C R™ Ursprungs-
geraden, so definieren wir die Grofe des Winkels zwischen den Ursprungsgeraden
als

£(R-A,R- B) = min{£(A, B), £(A, —B)}.

Sind g,g" C R™ zwei Geraden mit g N g # 0, so definieren wir die Groke des
Winkels zwischen den Geraden g und ¢’ als £(g, ¢') := £(g0, 95)- Sind A, B,C €
R", A # B und C # B, so definieren wir

£(A,B,C) = £(A— B,C — B).

Wegen Satz ist die Definition von £(R-A,R- B) unabhéngig von der Wahl der
Darstellungen der Ursprungsgeraden. Es ist £(A, B,C) = £(C, B, A).

Satz 8.21 (Winkel Gerade/Gerade). Sind R- A,R - B C R" Ursprungsgeraden,

. |A e B|
so gilt cosA(R-AR-B) = ——————.
Al Bl
Beweis. Ist Ae B >0, so ist
AeB Ae(—B)
cos(L(A,B)) = ——— > 0> ———= = cos(£L(A4, —B)).
[l Bl IA[ll Bl

Da cos auf dem Intervall [0, 7] streng monoton fallend ist, ist £(A, B) < £(A, —B)
und damit £L(R-A,R- B) =min{«(A4, B), £(A,—B)} = £(A, B). Wir erhalten

AeB |Ae B|
cos£(R-AR-B) = = :
LATBIE lAlB]

2Ein derartiges A’ erhalten wir beispielsweise durch die Orthonormalisierung At :=
B —(B'eA) A . N —ah\ . 1 A x (A" x B)
57— (B e 4) 4] oder indem wir A’ := a’12 im Fall n = 2 und A+ := T4 % (4 < )]
im Fall n = 3 wéhlen.
3Eine Begriindung der Identitiit cos(£(Ey,r - Ey + s+ Ey) = cos(L(A',r- A’ +s- A'*) erfolgt in
den mathematischen Vertiefungen in Abschnitt
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Ist Ae B < 0,50 ist cos(£(4,B)) = mitfr < 0 < 7521 = cos(£(A, —B)). Da
cos auf dem Intervall [0, 7| streng monoton fallend ist, ist £(A, B) > £(A, —B) und

damit L(R-A,R- B) =min{4£(A, B), £(A,—B)} = £(A, —B). Wir erhalten

Ae(—DB) B |Ae(—B)| B |A e B|

cos{(R-AR-B) = = = .
( )= TANBl T TANBI  ATB]

O

Um den Winkel zwischen Gerade und Ebene zu definieren, zeigen wir zunéchst, dass
die Orthogonalprojektion einer Geraden auf eine Ebene wieder eine Gerade ist.

Satz 8.22. Sei & C R3 eine Ebene, g = RC +Q C R? eine
Gerade, sowie m: R? — E, X — Xg die Orthogonalprojek-

tion auf E gemdf Satz[8.18
Setzen wir gg :=7(g), so ist gg =R-Cg+Qp. Ist g L E,
so ist w(g) folglich eine Gerade, die in der Ebene E verlduft.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass gg C R - Cg 4+ Qg ist. Sei dazu Z € gg. Dann
finden wir ein X € g mit Z = 7(X) sowie ein r € R mit X = r-C + Q. Wir
setzen Y = r - Cg + Qg. Dann ist Y € gg. Wir zeigen, dass Y = X ist, denn
dann ist Z = m(X) =Y € gg. Dazu miissen wir zeigen, dass (X —Y) e A =0 und
(X —Y) e B =0 ist. Dies gilt in der Tat, da
(X=Y)oeA=((r-C+Q)—(r-Cg+Qg))e A
=r(C—Cg)e A+ (Q—Qp)eA=0

und analog (X —Y) e B =0 ist.

Wir zeigen nun, dass R-Cg 4+ Qg C gg ist. Sei dazu Y € R- Cg + Qg. Dann finden
wir ein r € Rmit Y =r - Cg + Q. Wir setzen X :=r-C + Q. Dann ist X € g.
Wir zeigen, dass Xg = m(X) =Y ist, denn dann ist Y € 7(g) = gg. Dazu miissen
wir zeigen, dass (X —Y)e A=0und (X —Y)e B =0 ist. Dies gilt in der Tat, da
(X-Y)eA=((r-C+Q)—(r-Cp+Qg))eA
HC—Cp)eA+(Q—Qp)eA=0

und analog (X —Y) e B =0 ist. O

Mithilfe der Orthogonalprojektion kénnen wir nun die Grofe des Winkels zwischen
Gerade und Ebene definieren und berechnen.

Definition 8.13. Sei F = R-A4+R-B+S eine Ebene, g = R-C+S eine Gerade im
R3 mit gemeinsamen Punkt S. Dann definieren wir die Grife des Winkels zwi-
£(g9,98) , fallsg L E

schen der Geraden g und der Ebene E als £(g, E) := {ﬂ
o , falls g LE.
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Satz 8.23 (Winkel Gerade/Ebene). Sei E = R- A+ R - B+ S eine Ebene,
g=R-C+ S eine Gerade im R3>, R- NLFE (etwa N = A x B). Dann ist

B |IN o C|

v
L(g.F)=——4A(R-N.R- l inf(g. F) = ——.
(9, 8) =5 —4R-N,R - C), also sin (g, B) = 17y

Beweis. Ist g C E, so ist ¢ = gp und die Behauptung ist klar. Wir kénnen also im
Folgenden g Z E voraussetzen. Ist gLF, soist R- N =R - (A x B) =R - C nach
Satz 8.3l und damit

T T ™ T
womit die Behauptung in diesem Fall gezeigt ist. Wir betrachten also den Fall, dass
g L E ist. Wir verwenden an dieser Stelle ohne Beweis den Satz {iber die Summe
der Innenwinkel im Dreieck.

Sei X ein Punkt auf der Geraden g, X # S. Da g € F ist, ist
X # Xg und das Dreieck SX X ist rechtwinklig bei Xz. Nach
dem Satz liber die Summe der Innenwinkel im Dreieck SX X5
sind wegen £(S,Xp,X) = § die Gréken der beiden anderen
Innenwinkel echt kleiner als 7. Deshalb ist £(Xg, X, S) < 7,
und damit

£ Xp, X,9) =4(Xg—X,S—X)=4(R- (Xg—X),R-(S—X)).
Ebenfalls nach dem Satz iiber die Summe der Innenwinkel im Dreieck ist

4(9.B) = 4(X.8.Xp) =7 — 5 — £(Xp. X, 5)

:g—A(R-(XE—X),R-(S—X)):g—A(R-(AxB),R-C’)

=5 —4(R-N,R-C),

N
also wie behauptet sin (g, E) = cos L(R- N,R - C) = H|N|i|g||| -

Als Letztes definieren und berechnen wir die Grofle des Winkels zwischen zwei Ebe-
nen.

Definition 8.14. Seien E und E' zwei Ebenen mit ge-
meinsamen Punkt S. Set s =R-C+ S C ENE' eine
in beiden Ebenen enthaltene Gerade und H = & ces
die zu s orthogonale Ebene, die S enthdlt. Setzen wir
g:=ENHund ¢ == F'"NH, so sind g und ¢ Gera-
den. Wir definieren die Grofe des Winkels zwischen den
Ebenen E und E' als L(E,E") = L(g, ).
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Bemerkung:
Ist £ # E', so ist s = F N E’ nach Satz 8.17} Ist £ = E’, so kann s irgendeine
Gerade in E sein, die den Punkt S enthilt.

Satz 8.24 (Winkel Ebene/Ebene). Seien E und E' zwei Ebenen, ENE' # (. Ist

N e N’
R-NLE und R-N'LE', soist cos{(E,E'") =cos £(R-N,R-N') = W

Beweis. Ist E = E', soist R-N = R-N’. Wir finden deshalb ein » € R mit N' =r-N
und erhalten wie behauptet

_|r[|[NeN| |[NerN| |NeN|
FHINIINTE (NN VTN

cos £(E,E') = cos0 =1

Sei im Folgenden F # E' und S € EN E’ ein gemeinsamer Punkt. Dann ist der
Schnitt s := EN E’ der Ebenen nach Satz eine Gerade und es gilt s = R(IV x
N')+S. Setzen wir C := N x N’ und d := C'e S, so ist H := &¢ 4 die zu s orthogonale
Ebene, die den Punkt S enthalt. Setzen wir ¢ := EN H und ¢ = E' N H, so ist
g=R(N xC)+ Sund ¢ =R(N' x C) + S nach Satz [8.17 Mit der Grassmann-
Identitit Satz [8.1] (iv) erhalten wir

(N x (N x N") e (N x (N x N
=|(NeN')-N—(NeN)-N)e((N'eN')-N— (N eN)-N|
=|(NeN') (N e N)(NeN)— (NeN)NeN)(NeN')

—(NeN)(N'eN')(N'eN)+ (NeN)(N eN)(N"oN')|
=|NeN'|-|-(NeN')(NeN')+ (NeN)N eoN')

N o N'|- | (I o NP £ [NV
=[N o N[ - [[N > N,

wobei die letzte Gleichheit wegen Satz [8.4] gilt.
Ebenfalls mit Satz erhalten wir

IV > (N x N2+ [N > (N x N2
= ([INI* - [N x N'[[* = (N o (N x N))?) - (IN'[* - [N x N'[[* — (N" & (N x N"))?)
=[N IN < NIV IV < N,

also

[N (N NOI - [N > (N NI = INTIN'IIIEN > Nl
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Insgesamt folgt wie behauptet

cos L(E,E') = cos £(g,g") = cos L(R- (N x C),R- (N' x C))
=cos (R (N x (N x N)),R-(N"x (N x N)))
(N x (N xN'))e (N x (N xN'))|
N X (N NIV % (N x N
_INeN'||[NxN'| |NeN|
VIV < N IV N

8.5 Flachen- und Rauminhalte

Ist £ C R3 eine Ebene und A C F eine Teilmenge der Ebene, so bezeichnen wir mit
p(A) den Fldcheninhalt von A.

Ist V C R3 so bezeichnen wir mit A\(V) den Rauminhalt von V. Zur genauen
Definition von p(A) und A(V') verweisen wir auf den Anhang

Definition 8.15. Seien A, B € R*\ {O} Punkte. Dann nennen wir die Punkt-
menge
XA B):=[0,1-A+10,1]- B
={X|XeR3Irsc[0,1]: X=r-A+s-B}

die Flache des Parallelogramms OA(A + B)B

Wir wollen im Folgenden den Flicheninhalt u(Z(A, B)) des Parallelogramms be-
rechnen und setzen dafiir an dieser Stelle die aus der Elementargeometrie bekannte
Formel , Flicheninhalt = Grundseite - Hohe“ als bekannt VOI‘&U@ Damit gilt

HAH2
= VIARBI? — (B e A)* = |A x B].

p(P(A, B)) = d(B,R - A) - [|A]| = \/HBII2 >-||A||

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.

Satz 8.25. Seien A, B € R\ {O} Punkte. Dann gill fiir den Flicheninhalt des
von A und B aufgespannten Parallelogramms

mP(A,B)) = d(B,R - A)||A]| = [|[A x BJ|.

“Eine Herleitung befindet sich ebenfalls in Anhang
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Dieser Satz ermdglicht es uns, in Verbindung mit der in Satz bewiesenen Iden-
titdt cos(£(A, B)) = 2*E das Kreuzprodukt geometrisch zu interpretieren. Mit

[AlIBI
Satz [8.4] und gilt namlich
14 % B|l = VA2 B|I* — (A e B)? = VIAIPIBI? — [ AI?[|B]|? cos*(£(A, B))

= |A]l - [1Bl[V/1 = cos?(£(A, B)) = | All - | B]|y/sin*(£(A, B))
= | All - [| B[] |sin(£(A, B))| -
Da 0 < £(A,B) < 7 ist, ist sin(£(A4, B)) > 0. Damit erhalten wir die folgende

geometrische Interpretation des Kreuzproduktes.

Satz 8.26 (Geometrische Interpretation des Kreuzproduktes). Sind A, B € R3,
s0 ist R+ (A x B) orthogonal zu R - A und zu R - B. Fir den Betrag von A X B
gilt

A% B = [|A]l - | Bl sin(£(A, B)).

Dies ist gleich dem Fldcheninhalt des Parallelogramms AOB(A + B).
Das dreidimensionale Analogon zum Parallelogramm ist das Spat.
Definition 8.16. Seien A, B,C € R3\ {O}. Dann nennen wir die Punktmenge

S(A,B,C):=[0,1]-A+10,1]- B+10,1]-C
={X|XeR3Irstc[0,]]: X=r-A+s-B+t-C}

das durch A, B und C' aufgespannte Spat mit den Ecken O,A,B,C, A+ B, A+C,
B+C und A+ B+ C.

Um den Rauminhalt des Spats zu berechnen, setzten wir wieder die Formel ,, Raum-
inhalt des Spats = Grundfliche - Hohe“ als bekannt voraus und erhalten

MF (A, B,C)) = u(P(A,B))-d(C,R- A+ R- B).

Sind A und B linear abhéngig, so ist A x B = O und es folgt A\(/ (A, B,C)) =0 =
|C e (A x B)|.Sind A und B linear unabhéngig, so ist A x B # O und wir erhalten
mit Satz B.18]
Ce(AxB
NFABLC) = f(PAB) - dCR-A+R-B) = [ax 5] - [ L)
=|Ce(AXxB)|=|(Ax B)e(C]|.

Beachten wir noch, dass

agbg — CL3b2 C1
(A X B) o( = Clgbl — a1b3 o | C
a1b2 — agbl C3

= a26301 - CL3b261 + a36102 - albgcg + CllbgCg - a26103 = d@t(A, B, C)
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gilt, so erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 8.27. Seien A, B,C € R3\ {O} Punkte. Dann gilt fiir den Rauminhalt des
von A, B und C' aufgespannten Spats

MF(A,B,C)) = |(A x B) » C| = |det(A, B,C)| .

8.6 Kugeln

Das dreidimensionale Analogon zum Kreis ist die Kugel.

Definition 8.17. Sei M € R? ein Punkt und r € Ry eine positive reelle Zahl.
Dann heifit die Punktmenge

K,(M) = {X | X e R*d(X, M) =r}
die Kugel mit Mittelpunkt M und Radius r.

Die Menge K, (M) := {X | X € R3,d(A, X) < r} nennen wir das Innere der Kugel
K,.(M). Ein Punkt X € R® liegt aukerhalb der Kugel K,.(M), wenn er weder zur
Kugel noch zum Inneren der Kugel gehort, wenn also d(X, M) > r ist. Fiir die
Darstellung der Kugel sind die folgenden gleichwertigen Schreibweisen {iblich:

K. (M) = {X | X € R d(X, M) =r}

—{X|X e R (X — M)? =%}
={X | X €eR? (z1 — m1)* + (x2 — m2)* + (w3 — m3)* = r’}.

Die Lagebeziehung einer Geraden zu einer Kugel wird durch die Begriffe Passante,
Tangente und Sekante beschrieben, die wir durch die Anzahl gemeinsamer Punkte
definieren.

Definition 8.18. Sei g C R? eine Gerade und K C R3 eine
Kugel. Dann heifit die Gerade g

(i) Passante, falls |gN K| =0,

(it) Tangente, falls |gN K| =1 (in diesem Fall heifst der
gemeinsame Punkt von g und K Beriihrpunkt ),

(ii1) Sekante, falls |g N K| =2 ist.

Ob eine Gerade eine Passante, Tangente oder Sekante ist, ldsst sich nicht nur durch
Bestimmung der Anzahl gemeinsamer Punkte herausfinden, sondern auch durch
Berechnung des Abstandes des Kugelmittelpunktes von der Geraden.
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Satz 8.28. Sei K, (M) C R? eine Kugel mit Mittelpunkt M und Radius r und
g C R? eine Gerade. Dann gilt:

(i) g ist genau dann Passante, wenn d(M,g) > r ist,

(ii) g ist genau dann Tangente, wenn d(M,g) = r (der Berihrpunkt ist dann
der Lotfufipunkt M,) ist,

(111) g ist genau dann Sekante, wenn d(M,g) < r ist.

Beweis. Der Beweis wird analog zu dem von Satz [6.16] gefiihrt. Sei g = R - A 4 M,
wobei M, der nach Satz[5.7)eindeutig bestimmte Lotfukpunkt der Lote durch M auf
g ist. Ohne Einschrinkung sei ||A|| = 1. Nach Satz p.7] ist d(M, g) = d(M,, M) =
|M, — M]||. Seit € Rund X =t-A+ M, ein Punkt auf der Geraden g. Der Punkt
X liegt genau dann auf der Kugel K, (M), wenn

r?=d*(X,M) = (t- A+ M, — M)*
=t?A*+2tAe (M, — M)+ (M, — M)*> =t*+ (M, — M)*

ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn t* = r? — (M, — M)? =r? — d*(M, g) ist.

I
=

(i) Ist d(M,g) > r, soist r* — d*(M, g) < 0 und damit g N K,.(M)
(ii) Ist d(M,g) =7, so ist r* — d*(M,g) = 0 und damit g N K, (M) = {M,}.
(iii) Ist d(M,g) <7, so ist 72 — d*(M,g) > 0 und damit

gN K (M) ={\r?—d*(M,g)A+ My, —/r? —d*(M, g)A+ M,}.

Zusitzlich zur Lagebeziehung von Kugel und Gerade kénnen wir bei Punkten des
Raumes die Lagebeziehung von Kugel und Ebene untersuchen.

Definition 8.19. Eine Ebene E C R? nennen wir Tangentialebene einer Kugel
K CR3, falls [ ENK|=1 ist.

Auch hier gibt wieder der Abstand des Kugelmittelpunktes von der Ebene Aufschluss
iiber die Lagebeziehung von Ebene und Kugel.
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Satz 8.29 (Lage Kugel/Ebene). Sei K C R? eine Kugel mit Mittelpunkt M und
Radius r und E C R? eine Ebene. Dann gilt:

(i) |[ENK|=0<d(M,E)>r,

(it) |[ENK|=1<d(M,E)=r
(in diesem Fall ist E eine Tangentialebene an K und EN K = {Mg}),

(1ii)) ENK ist ein Kreis < d(M,E) <r

Dabei heift eine Teilmenge & C R? des Raumes Kreis, wenn eine Ebene E, ein Punkt
M und eine reelle Zahl r € R existieren, so dass k = {X | X € E,d(X,m) = r}
ist.

Beweis. (i) Ist d(M,FE) >rund X € E, soist d(M,X) > inf{d(M,Y)|Y € E} =
d(M,E) > r und damit X ¢ K,.(M). Also ist K, (M)N E = 0.

(17) Sei d(M,FE) = r. Ist Mg der Fufpunkt des Lotes durch M auf FE, so ist
d(M, Mg) = d(M, E) = r nach Satz[8.18lund damit My € K,(M).Ist Y € E\{Mg}
ein weiterer Punkt der Ebene E, so ist d(M,Y) > d(M, Mg) = r nach Satz 5.7, und
damit YV € K, (M). Alsoist K N E = {Mg}.

(i17) Sei d(M E) < r. Ist Mg der Fukpunkt der Lotes durch M auf E, so ist nach
Satz [8.18 d(M, Mg) = d(M, E). Wir setzen R := \/r2 — d?(M, E) und zeigen, dass
Kn E = kr(Mg) ist, wobei kr(Mg) :={X | X € E,d(X, ME) R} der Kreis in
der Ebene E ist. Dies gilt in der Tat: Ist ndmlich X € kr(Mg), so ist X € E und
d(Mg,X) = R. Da X € E ist, ist das Dreieck M X Mg rechtwinklig bei Mg. Also
gilt nach dem Satz des Pythagoras

d(M,X)* =d(M,Mg)?* + d*(Mg, X) = d(M, Mg)? + R?
=d(M,Mg)* +r* = d*(M,E) =r*

und damit X € K, (M). Da X € E ist, X € K, (M) N E. Zum Nachweis der
anderen Inklusion wihlen wir einen Punkt X € K, (M) N E und erhalten ebenfalls
mit dem Satz des Pythagoras r* = d*(X, M) = d(M, Mg)? + d*(Mg, X ), und damit

d(Mg,X) =+/r? —d*(M,E) = R womit X € kr(Mp) gezeigt ist.
Da genau einer der Félle d(M,E) < r, d(M,E) = r oder d(M,E) > r eintritt,
folgen auch die anderen Implikationen. O]

Zwei Kugeln kénnen disjunkt sein, einen gemeinsamen Punkt besitzen oder sich in
einem Kreis schneiden.
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Satz 8.30 (Lage Kugel/Kugel). Seien K und K' Kugeln mit den Mittelpunkten
M und M' sowie den Radien r > 1. Sei d := d(M,M') > 0 der Abstand der
Mittelpunkte.

Dann gilt:

(i) | KNK'|=0&d>r+71" oderd<r—r,
(i) |[KNK'|=1<d=r+71" oderd=r—1,

(111) K N K’ ist ein Kreis<r—1r' <d<r+r.

Beweis. (i) Seid > r+1'. Sei X € K ein Punkt auf der Kugel K. Mit der Dreiecks-
ungleichung [5.4] folgt d(M, M") < d(M, X) + d(X, M'), also

d(X, M) > d(M, M) —d(M,X) > (r+7)—r =1

Das bedeutet X ¢ K’, und damit ist K N K’ = ().
Sei nun d < r —1r'. Sei X € K’ ein Punkt auf der Kugel K’. Mit der Dreiecksunglei-
chung [5.4] folgt

d(X, M) <d(X,M")+d(M', M) <r' +(r—r")=r.

Das bedeutet X ¢ K, und damit ist K N K’ = ().

(i) Wir zeigen, dass KNK' C {M+5-(M'—M)} gilt, falls d = r+7" oder d = r—1”
ist. Sei dazu X € K N K'. Wir betrachten zunichst den Fall, dass d = r + 1’ ist.
Dann ist

AM, M) =d=r+1" =d(M,X)+d(X,M),

nach Satz ist also X € MM’'. Wir finden deshalb ein ¢t €]0, 1], so dass X =
M+t (M — M) ist und erhalten

P=dX,M)=(X-M?=(t-(M —-M)*=t*(M - M)?* =td*

und damit ¢t =Zund X = M + 5 - (M' — M).

Nun betrachten wir den Fall, dass d = r — r’ ist. Dann ist
AM, M) =d=r—1" =dM,X)—dX, M)

und damit d(M,X) = d(M,M') + d(M', X), nach Satz ist also M’ € MX.
Wir finden deshalb ein ¢ €]0,1[, so dass M’ = M +t- (X — M) und damit X =
M + 1. (M’ — M) ist und erhalten

d2

= GM) = (X = M = (5 (M = M) = (0= M) =
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und damit ¢ = ¢, also ist auch in diesem Fall X = M + £ - (M’ — M). Damit ist
KNK' C{M+7%-(M"— M)} gezeigt.

Ist umgekehrt X = M + % - (M’ — M), so ist

A0 M) = (X = M) = (5 Q1 = M) =1

QU 3

und damit X € K. Auferdem ist
AOX MY = (X = M) = (M = M) + - (M = M))?

= (G=1)- (M = M) = (5 = 1%d = (r = d)? = 1"

und damit X € K’. Also ist X € KN K'. Damit ist KNK' = {M+ % - (M' — M)}
gezeigt.

(i17) Seir — 7' <d <r+7r'". Sei X € K. Dann ist (X — M)* = r? und es gelten die
folgenden Aquivalenzen:

XeK'
<:>(X—M,)2 = 2
S(X -M?— (X -M)?=r*—1"
S0~ M)~ (X = M) » (X = M) + (X = M) = 1% = 1"
S(M' —M)e(2X — M~ M) =1> 1"
S2X o (M — M) — (M'— M) o (M + M') =r* — 7

<:>X0(M'—M):%(7’2—1“'2+(M'—M)0(M—|—M')) =:c.

Das bedeutet, dass X genau dann auf der Kugel K und der Kugel K’ liegt, wenn
X auf der Kugel K und in der Ebene E={Y |Y € R*,Y o (M’ — M) = c} liegt.

Wir zeigen, dass d(M, E) < r ist, denn dann schneiden sich nach Satz die Kugel
K und die Ebene FE in einem Kreis. Nach Satz gilt

|M o (M —M)—c| |Me(M —M)-—|
d(M,E) = =
B = a
2M e (M — M) —r*+ 1" — (M — M) e (M + M)
B 2d
(M — M) e (2M — (M + M")) — r? + r"?|
2d
(M — M) o (M—M)—r?+7r? |=d®—1r*+1?|
2d B 2d
r?—r?+d>  (r—d)?—r?+2rd
2d B 2d
r'? —r? 4 2rd
=r
2d ’
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und damit ist K N K’ ein Kreis.

Da genau einer der drei Fille

(i) d>r+r" oder (i) d =r+ 1" oder
d<r—r, d=r—1,

eintritt, folgen auch die anderen Implikationen.

(i) r—r' <d<r+r






9 Mathematische Vertiefungen

9.1 Berechnung der Grofie eines Winkels

Wir wollen im Folgenden die in Kapitel verwendeten Be-
griffe prézisieren. Dazu betrachten wir zwei Punkte A, B € P
R\ {O} mit ||A|| = || B|| = 1 und berechnen die Linge (A, B) i A

des Kreisbogens auf dem Einheitskreis zwischen A und B. Im
Fall A= B ist [(A, B) = 0. Wir betrachten nun den Fall, dass
A # Bund A # —B ist. Dann sind A und B linear unabhéngig.

Wir betrachten die Kurve

1—¢ L2
1+t 142
wobei A* € R- A+ R- B ist mit ||A*]| = 1 und A e At = 0f] Wir zeigen, dass «
eine Bijektion von R auf den Kreis in R- A + R - B mit Radius 1 ohne den Punkt
—Aist. Aus ||A]| = ||A*| =1 und A e AL =0 erhalten wir

1 — t2)2 + 4¢2 1 —¢2
o = L=

(1—|—t2)2 =1 und m > —1 fir alletER,
also ||y(t)|| = 1 und ~(t) # —A. Ist umgekehrt X €¢ R- A+ R - B, || X| = 1 und
X # —A, so setzten wir

Yy R—-R-A+R-B,t+ AL

1—(XeA) falls (X @ AL) >0

Y -

und erhalten y(t) = (X @ A) - A + (X @ AL) - AL = X v ist differenzierbar und es

—4t 2—2t 4
ilt v : R — R" ¢t —_ — = . At und damit ||V ()| = ——
gilt — R" t — (ESBE + (EE und damit ||'(¢)]| RO

fir alle t € R.

also [/ = -+

'Ein derartiges Al erhalten wir beispielsweise durch die Orthonormalisierung At :=
B—-(BeA)-A . L —as) . i A x (A x B)
d d A- = Fal n = 2 und A~ = —————
||B—(BOA)~A||Oer1n em wir q, ) o Fall n un A (AxB)]|
im Fall n = 3 wéhlen.
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Fiir die Bogenlénge [(t) der Kurve [0,t] — R",n +— ~(n) ergibt sich damit

t t
2
I(t) = "(n)||dn = dn.
0= [In@lin= [ {5
0 0
2

[ ist wegen l'(t) = 7 > 0 streng monoton wachsend und beschrankt. Deshalb

existiert 7w := tlim [(t) und es gilt tlim [(t) = —m. Da B # —A ist, finden wir ein
—00 ——00

t(B) € R mit B = v(¢(B)) und es ist L(A, B) = |l(t(B))]. Ist B = —A, so setzen

wir £(A, B) := (A, B) := 7. Es gilt somit

Satz 9.1. Seien A', B’ € R"\ {O} Punkte, und A = m - A',B = ﬁ - B'.
Dann gilt

UB) _2 dn’ . falls B+ —A

0 1402

L(A',B') =
( ) {7? , falls B = —A.

9.2 Messen von Flachen- und Rauminhalten

Der natiirliche Begriff fiir Flacheninhalte und Volumina ist aus der Sicht der mo-
dernen Mathematik das Lebesgue-Mafi \™*. Wir wollen das Lebesgue-Maf an dieser
Stelle als gegeben voraussetzen und zitieren die wesentlichen Eigenschaften (siehe
auch [2]).

Ein n-dimensionaler Quader ist eine Menge () C R™ der Form
Q = [(Il,bﬂ X ... X [an,bn] - ]an

wobei aq,...,0my,b1,...,b, € R sind mit a; < by,...,a, < b,. Das n-dimensionale
Lebesgue-Mak eines Quaders definieren wir als

A'([ar,b1] X ... X]ap,by)) = (by —ay) - ...« (b, — ay)

und nennen es den Inhalt des Quaders. Im Fall n = 2 sprechen wir auch von Fli-
cheninhalt, im Fall n = 3 von Rauminhalt.

Sei " C Z(R") die kleinste Teilmenge der Potenzmenge von R7”, die alle n-
dimensionalen Quader enthilt sowie abgeschlossen ist beziiglich abz&hlbaren Ver-
einigungen und Komplementbildung. Die Elemente von %" heiffen messbar. Dann
existiert eine eindeutige Erweiterung des Lebesque-Makes?| auf die messbaren Teil-
mengen des R", die folgende Eigenschaften erfiillt:

’In der Literatur wird dieses Maf auf der Borelschen o-Algebra als Borel-Maf bezeichnet,
unter dem Lebesgue-Mafs versteht man hingegen die Vervollstindigung des Borelmafes auf die
lebesguesche o-Algebra, so dass alle Teilmengen von Borel-Nullmengen messbar sind.
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(1) )\n<[a1,b1] X ... X [an,an = (bl — (11) D (bn — CLn)
(ii) Ist M C R”™ messbar und X € R", so gilt \"(M + X) = A" (M).

(iii) Ist ¢ : R™ — R™ eine normerhaltende lineare Abbildung, so gilt fiir alle mess-
baren Mengen M C R"
A'(p(M)) = A" (M).

(iv) Sind M, N C R"™ messbar, so ist A"(M) + A" (N) = A" (M UN) + X" (M N N).

Wollen wir den Flacheninhalt des Parallelogramms berechnen, so ist das dreidimen-
sionale Lebesgue-Mak nicht das geeignete MaB, es ist nimlich \*(Z(A, B)) = 0.
Wir kénnen das Parallelogramm jedoch so drehen, dass es in der x; — x5-Ebene liegt
und anschliefiend das zweidimensionale Lebesgue-Mafs dieser Menge berechnen. Da-
zu wihlen wir A’ := ﬁ-A und B € R-A+R-Bmit |B||=1und R- B'LR- A".
Dannist R-A+R-B=R-A"+R- B/, zu jedem X € R- A+ R- B finden wir also
eindeutig bestimmte r;s € R mit X =r - A"+ s- B’. Wir definieren die Abbildung

0:R-A+R-B >R r-A+s-B (Z)

Die Abbildung ¢ ist linear und fiir alle X € R- A"+ R - B’ gilt || X|| = ||¢(X)]|, die
Abbildung ¢ ist also normerhaltend. Wir definieren nun den Fliacheninhalt p des
Parallelogramms &(A, B) als

WP(A, B)) == N(o(Z(A, B))).

Um A2(p(2(A, B))) zu berechnen, setzen wir A := o(A) € R? und B := ¢(B) €
R? und merken an, dass der Punkt A auf der x;-Achse liegt und dass die Strecke
B(A + B) parallel zur Strecke OA und damit parallel zur z-Achse verlauft. Es ist

also A = g . Ohne Einschrankung nehmen wir ferner an, dass 51 > 0 und l;; >0

ist. Um A2(o(2(A, B))) = X2([0,1] - A+ [0,1] - B) zu berechnen, zerlegen wir die
Punktmenge M := [0,1]- A+[0,1] - B in zwei disjunkte Teilmengen - in die Punkte,
deren 1. Koordinate kleiner oder gleich a ist und in die Punkte, deren 1. Koordinate
grofer als a ist - und beachten, dass das Lebesgue-Mafs translationsinvariant ist und
dass Strecken das Lebesgue-Maf 0 besitzen. Damit gilt

p(Z (A, B))) = N*(M)

MN{X|XeRz <a}) + N (MN{X|X cR? 2 >a})
MN{X|XeR:z <a})+NMN{X|X Rz >a}—A)
MN{X|XeR:z <a)+ NMN{X|X Rz, >a} — A)
0,a] % [0,b2]) = by - a = d(B,R - A)||A]| = d(B,R - A)||A],

I
P D D
(]
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und wir erhalten die bekannte Formel

HFlicheninhalt des Parallelogramms = Grundseite - Hohe“.

Das geeignete Maf fiir den Rauminhalt des Spats ist das dreidimensionale Lebesgue-
Maf A3, Zur Berechnung definieren wir analog zum Parallelogramm eine normerhal-
tende lineare Abbildung ¢, so dass ¢(A) auf der x;-Achse und ¢(B) in der z; — xo-
Ebene liegt. Durch Zerlegung und Translation kénnen wir das Spat in einen raum-
inhaltsgleichen Quader transformieren und wir erhalten die bekannte Formel

»Rauminhalt des Spats = Grundfliche - Hohe".



Teil 11

Entwurf eines Unterrichtswerkes






10 Zum Aufbau des Unterrichtswer-
kes

In diesem Teil der Arbeit soll ein Entwurf eines Unterrichtswerkes prisentiert wer-
den, in dem die in Teil [I] entwickelten fachlichen Grundlagen fiir einen Einsatz im
Unterricht der Sekundarstufe II aufbereitet wurden. Das Unterrichtswerk gliedert
sich in zwei Hauptteile, niimlich die Geometrie der Ebene und die Geometrie des
Raumes. Diese Teile gliedern sich in insgesamt 22 Lernumgebungen.

Viele Lernumgebungen beginnen zunéichst mit einem Einstiegsimpuls. Der Impuls
ist losgeldst vom Lehrtext, er ist etwas Freischwebendes, er beinhaltet eine offene
Fragestellung oder Diskussionsgrundlage, bei der eine kreative Betédtigung innerhalb
der Lernumgebung stattfindet, die jedoch nicht immer zielgerichtet ist auf den Lehr-
text oder auf die Merkkésten, in denen die wesentlichen Aussagen des Lehrtextes
gesichert werden. Auf dieses Konzept wird sich jedoch nicht versteift. Insbesondere
an Stellen, an denen formale Rechenverfahren erarbeitet werden sollen, sind zielge-
richtetere und damit weniger offene Einstiege in die Lernumgebung gerechtfertigt.

In den auf die Einstiegsimpulse folgenden Lehrtexten werden die Unterrichtsinhalte
auf einem fiir Schiiler angemessenen mathematischen und sprachlichen Niveau pra-
sentiert. In diesen Texten werden die durch die Einstiegsimpulse angeregten Inhalte
systematisch notiert, ohne dass auf den konkreten Einstiegsimpuls Bezug genommen
wird. Im Vergleich zum fachlichen Teil sind diese Darstellungen stark vereinfacht.
An die Begriindungen wird nicht der Anspruch der Vollstéindigkeit gestellt, Ziel ist
es lediglich auf den Leser iiberzeugend zu wirken.

An die Darstellung des Unterrichtsstoffes schliefen sich Beispielaufgaben an. Die
Beispielaufgaben {ibernehmen einerseits die Funktion der im Unterrichtswerk ent-
fallenen formalen Beweise und sind damit Teil der didaktischen Reduktion der Un-
terrichtsinhalte (siehe auch Abschnitt[13.3). Andererseits ist das Nachvollziehen von
Beispielen eine Methode zum Erwerb von Rechenverfahren, die in gewissen Situa-
tionen sogar der Arbeit mit Problemldseaufgaben iiberlegen sein kanu} Die Bei-
spielaufgaben sind eine Demonstration von Aufgabentypen, die mit der im Lehrtext
entwickelten Theorie losbar sind. Ein Anspruch, den wir an das Unterrichtswerk

!Siehe dazu etwa die Unteruchungen in [56].
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stellen, ist dass nach dessen Durcharbeitung sdmtliche im Zentralabitur des Lan-
des Schleswig-Holstein auftretenden Aufgaben erfolgreich bearbeitet werden kénnen.
Dies fiihrt zu einer groken Anzahl an Beispielen, die kalkiilhafte Schnittpunktberech-
nungen der thematisierten geometrischen Objekte implizieren. Wir prasentieren je-
doch auch Beispielaufgaben, die den Nachweis erbringen, dass schon am Anfang der
Theorie nach nur wenigen Seiten Lehrtext eine Fiille an abwechslungsreichen Aufga-
ben moglich ist. Die Beispielaufgaben dienen aufterdem dem Lehrer zur Anregung,
wie in einer Unterrichtssituation Ergebnisse schriftlich festgehalten werden kénnen
sowie Schiilern zum Nacharbeiten der Unterrichtsinhalte und dem Selbststudium.

Viele der im Rahmen der Entwicklung des Unterrichtswerkes getroffenen Entschei-
dungen erschliefsen sich erst in Zusammenhang mit den didaktischen Bemerkungen,
die im Teil dieser Arbeit gegeben sind. Trotzdem ist der Entwurf des Unter-
richtswerkes an dieser Stelle als geschlossener Text abgedruckt, um die Struktur
eines moglichen Unterrichtsganges zu dokumentieren. Zu beachten ist, dass diese
Lernumgebungen noch keine konkreten Unterrichtsstunden abbilden. Auch wenn
sich an einige Lernumgebungen vereinzelt Ubungsaufgaben anschlieken, an denen
die Unterrichtsinhalte vertieft werden kénnen, so werden fiir reale Unterrichtssitua-
tionen weitere variantenreiche Ubungsaufgaben zur Vertiefung der Unterrichtsin-
halte notwendig sein. Um dem Unterrichtswerk den Entwurfscharakter zu nehmen,
ist aufserdem eine schiilergerechtere graphische Gestaltung mit Fotos und weiteren
Abbildungen sowie eine Vereinheitlichung des Layouts notwendig.



11 Geometrie der Ebene

11.1 Affine Geometrie

11.1.1 Rechnen mit Koordinaten

Bestimmen Sie die Koordinaten des 4. Paralle- 7
logrammpunktes und der beiden Punkte auf der
Geraden.

Ein Punkt A = (a1]ag) in der Ebene besitzt 9
zwei Koordinaten a; und asy, die die Position 5 -
des Punktes auf der x;-Achse und der xs-Achse 4 A = (a1]az) = (2|3)
angeben. Ein besonderer Punkt ist der Koordina- IR SRS o
tenursprung (0]0), den wir mit dem Buchstaben 2
O bezeichnen. Die Menge aller Punkte (ai|ag) 11
bezeichnen wir mit R? (in Worten: ,R zwei®). 0 : :
01 2 3 4 5 6 7 87
. . . . . . 7110 =(0/0)
Wir schreiben die Koordinaten eines Punktes im

weiteren Verlauf nicht als Zahlenzeile (a;|ay) son-
dern als Zahlenspalte Zl , weil dies bei den fol-
2

genden Rechnungen iibersichtlicher ist.
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Zwel Punkte werden addiert, indem die entspre-
chenden Koordinaten addiert werden:

(1) +G)=(5) - ()

Wir beobachten, dass die Punkte <411>7 <§) und

(?) + (g) zusammen mit dem Koordinatenur-

sprung ein Parallelogramm bilden.

Die Addition 2 + 3 = 5 konnen wir uns unter an-
derem folgendermafsen vorstellen:

Wir gehen auf dem Zahlenstrahl von der 2 um
3 Einheiten nach rechts. Wir kennzeichnen dies
durch einen Pfeil.

Ebenso konnen wir uns die Addition
4 2 6

(1> + (3) = ( 4) folgendermafen  vorstel-
len:

;l um 2 FEinheiten in
Richtung der zi-Achse und um 3 Einheiten in
Richtung der mo-Achse. Diese beiden Schritte

Wir gehen von Punkt

schreiben wir platzsparend als + auf und

2
3
kennzeichnen diese ebenfalls durch einen Pfeil.

Ein Punkt wird mit einer reellen Zahl vervielfacht,
indem jede seiner Koordinaten mit der Zahl ver-

vielfacht wird:

(1)) -6)

Alle Vielfachen eines Punktes liegen auf der Ge-
raden durch den Koordinatenursprung und den
Punkt.

Summe zweier Punkte:

Zwel Punkte A = (al) und B = (bl) werden
(05} b2

koordinatenweise addiert:

A+B= “1> + ( !

b [ = bl
as bg a ag + bg ’
Dadurch entsteht ein Parallelogramm.

Qo—xmmhmmﬁ3

r\)c.o.ucncm:?

a
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Vielfaches eines Punktes:
Ein Punkt A = &

a2
einer reellen Zahl r vervielfacht:

(05} rasg

ay

Auferdem definieren wir: — =

a2

wird koordinatenweise mit

1L o AL
A
0.3-A

~2-A

Beispiel 1

Finden Sie - falls moglich - eine reelle Zahl r mit r - <3T) = (8) +

Losung:

Vereinfachung der linken und rechten
Seite der Gleichung.

Zwei Punkte sind genau dann gleich,
wenn ihre Koordinaten gleich sind.

Wir 16sen beide Gleichungen.

Nur eine Losung erfiillt beide Glei-
chungen.

Die Gleichung gilt fiir r = —2.

N 3r2 (12
or )] \—4
< 3r2=12und 2r = —4

& (r=2oderr=-2)und r = -2

& r=-2

Beispiel 2
Bestimmen Sie die Koordinaten der fehlenden Punk- 22 B 9. ( 5 ) D
te. = 4 (2>
1 2
"0 o
A
Losung:
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11.1.2 Rechnen mit Punkten

Berechnen Sie 2 (B+ A) — (A+2- B), wobei A = <§> und B = (_51)

Jede Rechnung, die wir mit Punkten durchfiihren
und die nur Additionen und Vervielfachungen
enthdlt, lasst sich in zwei Rechnungen zerlegen:
eine Rechnung mit der ersten Koordinate und
eine Rechnung mit der zweiten Koordinate. Wir
konnen diese Rechnungen getrennt voneinander
aufschreiben, einfacher und iibersichtlicher ist es
jedoch, wenn wir sie in Form von Zahlenpaaren
in einem Zug hinschreiben. Deshalb gelten die
Rechengesetze der Addition und Vervielfachung
der reellen Zahlen auch fiir das Rechnen mit
Punkten.

Rechengesetze fiir Punkte:

Seien A, B, C' € R? Punkte, r, s € R reelle Zahlen. Dann gilt

(1) A+ B=B+ A G)r-(A+B)=r-A+r-B
(Kommutativgesetz) (Distributivgesetz I)

(2) (A+B)+C=A+(B+C) 6) (r+s)-A=r-A+s-A
(Assoziativgesetz) (Distributivgesetz IT)

3) A+0=A4 (7) (rs)-A=r-(s-A)

(4) A+(-A) =0 8) 1-A=A.

Genauso wie bei der Vervielfachung reeller Zahlen lasst man bei der Vervielfachung
von Zahlenpaaren den Malpunkt weg, wenn dabei keine Missverstdndnisse auftreten.

So schreibt man z.B. 3A statt 3 - A.

Beispiel 1

Berechnen Sie 3 - (4B 4+ 3A) — 3 - (3A+ ;B) fiir A = (g) und B = (_51>
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Loésung:
Um vorteilhaft zu rechnen, vereinfachen wir zunéchst den Punktterm und setzen

erst dann die Punkte ein.

1 1 1 1 1 1 1
—(4B+4+3A)—3(zA+-B) = --4B+--3A—-3--A -—-B
2( +3)3(2+3) 5 +23 32+33
3 3
= 2B4+-A—-A+B
+2 5 +
-1 -3
Beispiel 2

2)7 1
Sie, ob die Gleichung A + 2B = 3D — 2C richtig ist.

Gegeben sind die Punkte A = <2> B = (2) ,C = (_02) , D = <(2)) Priifen

Losung:
Wir berechnen die rechte und die linke Seite separat.

w2 ()- () wmeema())2(8)- ()

Die Gleichung ist also richtig.

Beispiel 3: Mittelpunkte

(a) Berechnen Sie den Mittelpunkt M4 p der Punkte A = (i) und B = (_53> .

9 undM:(3

B ist M der Mittelpunkt von A und B?

(b) Es sind die Punkte A = (6) ) gegeben. Fiir welchen Punkt

(c) Berechnen Sie den Spiegelpunkt A’ des Punktes A = (g) an S = (_21>
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Lo6sung:

(a) Die 1. und die 2. Koordinate des Mit-
telpunktes kann an der z; und an der x»-
Achse abgelesen werden.

1
mp = §(a1 + by)

1
meo = 5(&2 + bQ)

Der Mittelpunkt setzt sich aus diesen bei-
den Koordinaten zusammen.

o= (32) =
(b) Wir l6sen die Gleichung fiir den Mit-

telpunkt nach B auf und setzen die gege-
benen Punkte ein.

((11 + bl)
(ag + bz)

DO [0 | =

(¢) Der Punkt S ist der Mittelpunkt von
Aund A’

A S A

@ @@

Wir I6sen diese Gleichung nach A" auf und
setzen die gegebenen Punkte ein.

T

fJQ

mso

ao

ar  my by T

)33+ () ()

M:%M+B)
& 2M=A+ B
& B=2M-—-A

S:%(AJFA’)
s A =28-A

Beispiel 4
Beweisen Sie das Distributivgesetz I.
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Loésung:
Das Distributivgesetz fiir Punkte folgt aus den entsprechenden Rechengesetzen fiir
reelle Zahlen.

ro(A+B)=r ((Z;) " (ZQ))

. ay + b1 o, e
= (a2 . bz) (Definition der Addition)
= ( Z; 1 Z; ) (Definition der Vervielfachung)
_(ray +rb e .
= (m2 L 7"62) (Distributivgesetz in R)
= ( ) (Tbl) (Definition der Addition)
T‘bg
= ( ) +7- (bl) (Definition der Vervielfachung)
a9 bg
=r-A+r-B.

Beispiel 5: Parallelogramme
Seien Punkte A = <2>7 B = <8> und C' = (5) Ein Viereck ABCD

1 . .
ist genau dann ein

egeben.
88 Parallelogramm,

wenn  sich die
(a) Zeigen Sie durch eine Rechnung, dass der Punkt | Diagonalen hal-

Y - 11 Dreiock ABC . Parallel bieren, wenn also
= {5 das Dreiec zu einem Parallelo- | -~ \0
gramm ABXC erginzt. D .
A
(b) Finden Sie alle Punkte, die das Dreieck ABC' zu &

einem Parallelogramm ergénzen.

Losung:
(a) Der Mittelpunkt der Strecke AX ist .

13
MAX == (A+X) 2
De Mttel kt de Strecke BC st ==+ 5 533 % 5 % %n
r ittelpun 13r r 1 ) \/
o= Lwror- (5) [N
2

Die Strecken AX und BC' haben einen gemeinsamen Mittelpunkt. Das Viereck ist
ABXC ist also ein Parallelogramm.




126 KAPITEL 11. GEOMETRIE DER EBENE

(b) Die Punkte Y und Z seien die weiteren Punkte, die das Dreieck ABC zu einem
Parallelogramm ergénzen.

Das Viereck AY BC' ist genau dann ein
Parallelogramm, wenn Mgy = Myp ist. 1 ]
Wir 16sen die Gleichung nach Y auf und <« —(C+Y)==(A+B)
setzen die gegebenen Punkte ein. 2 2

Mcy = Mag

& C4+Y=A+B
& Y=A+B-C

= =) (0)-6)- ()

Genauso erhalten wir Z = A+C — B = <_1>.

4
Beispiel 6: Verschiebungsregel
Sei die Strecke AB und der Punkt X wie in der 5
Zeichnung gegeben. !
(a) Zeichnen Sie die Punkte A" := A+ X und T .
B’ := B + X ein. Stellen Sie eine Vermu- 1 /
tung fiir das Viereck ABB’A’ auf und be- X i
Weisen Sie diese. —17(1) 01 2 3 4 5 6 X 8 9 10 11 12 13
(b) Gilt ihre Vermutung auch fiir jede andere
Wahl von Punkten A, B und X7
Loésung:
(a) Wir vermuten, dass das Viereck ABB’A’ ein 8] T
Parallelogramm ist. 71 —
1 3 9 6 61
=5 ((0)+ (7)) (2) :
1 8 4 6 “
on =5 ((3)+ (3)) - (2) ik
Die Mittelpunkte der Diagonalen stimmen iiber- 2
ein, also ist das Viereck ABB'A’ tatsichlich ein ;
Parallelogramm. Olo 1 2 3 4 5 6 7 & 8

(b) Wir berechnen die Diagonalenmittelpunkte fiir beliebige Punkte A, B und X.
Map = 2(A+ B)=3(A+ (B+ X))

Mpy =3(B+A)=1(B+(A+X))=3A+ (B+X))

Die Mittelpunkte der Diagonalen stimmen fiir jede Wahl von Punkten A, B und X
iiberein, also ist das Viereck ABB’A’ immer ein Parallelogramm.
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Beispiel 7
Gegeben sind die in der Abbildung dargestellten \
Punkte A, B und C. Konstruieren Sie zeichne- ,
risch den Punkt X = A+ 2B + 1,5C. Kontrol- . o
lieren Sie die Losung rechnerisch. P T T
C
Losung:
e A A+2B

X=A+2B+1,5C =

2 2 2 9 () 1 B B 423 5 6 7 8 9 10 = 1"
Dm0 T
( 1 ) 0 —2 —2 h ¢ //,,,,/r————*"")?';/(’}i:23) +1,5C

1,5C

Beispiel 8: Seitenmittenviereck
Auch die dynamische Geometriesoftware GeoGebra[¥ kann mit Punkten rechnen:

(a) Zeichnen Sie mit GeoGebra irgendein Viereck ABCD.
Konstruieren Sie durch Eingabe von £ =1/2x (A+ B), F =1/2% (B +
C),G=1/2%(C+ D)und H =1/2% (D + A) in der Eingabezeile die
Mittelpunkte der Seiten AB, BC, C'D und DA.

(b) Zeichnen Sie nun das Seitenmittenviereck EFGH ein und verschieben Sie
die Punkte A, B, C', D des Ausgangsvierecks.
Stellen Sie eine Vermutung iiber das Seitenmittenviereck EFGH auf und
beweisen Sie diese.

*www.geogebra.org

Losung:
Vermutung: Das Seitenmittenviereck ist ein Parallelo- g
gramm.

Beweis: Wir berechnen die Mittelpunkte der Diagonalen.

1 1.1 1 1
1 1,1 1 1
Mpy = §(F+H):§(§(B+C)+§(D+A)):Z(A+B+C+D)

Die Mittelpunkte der Diagonalen stimmen fiir jede Wahl von Punkten A, B, C' und
D iiberein, also ist das Seitenmittenviereck stets ein Parallelogramm.
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Beispiel 9: 2:1-Teilungspunkte
Gegeben ist die Strecke AB mit den Endpunkten

A= (g) und B = (g) Der Punkt T teile die

Strecke AB im Verhiltnis 2 : 1. Bestimmen Sie
die Koordinaten von 7.

o= N W &M O 0 N @

01 2 3 4 5 6 7

Losung:

(a) Die 1. und die 2. Koordinate des 2:1-
Teilungspunktes kann an der x; und der zo-Achse
abgelesen werden.

2
tl = ay + g(bl — al)
2

to = as + g(bg — ag)

Der 2:1-Teilungspunkt setzt sich aus diesen beiden
Koordinaten zusammen.

al t; by

t 2 1 2 1 /2\ 2 (6 1
T = A+ (B—A)=-A+-B="Z. Z. — (3
QJ +3( )3 T3 5°\7) T3 \3 i

Beispiel 10: Schwerpunkt eines Dreiecks
(a) Berechnen  Sie  jeweils den  2:1-
Teilungspunkt der Seitenhalbierenden
AMgc, BMAC und CMAB.

(b) Zeigen Sie mithilfe der Rechenregeln fiir
Punkte, dass in jedem Dreieck ABC' der
2:1-Teilungspunkt der Seitenhalbierenden
AMBC; BMAC und CMAB der Punkt S =
s(A+ B+0) ist.

Die Seitenhalbierenden schneiden sich al-
so in einem Punkt, dem Schwerpunkt des

Mazp

Lilos v e a a0 o~
us]

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Losung:

((l) Esist A = (?) 7MBC =

((6)+(2))-

15

(7) und der 2:1-Teilungspunkt

2
2

1
2
8 15 23
von AMpc ist % (7) + % ( % ) = ) . Der 2:1-Teilungspunkt von BM 4o und von
2
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4
(b) Der 2:1-Teilungspunkt der Seitenhalbierenden AMpe ist

23
CM 4p ist ebenfalls jeweils der Punkt ( 3 )

1 2 1 2 1 1
- = = _ ~.-(B = _—(A+ B .
3A+3MBC 3A+3 2( +C) 3( +B+0C)

Der 2:1-Teilungspunkt der Seitenhalbierenden BM 4¢ ist

1 2 1 2 1 1
B4+ =Msyo=-B+=-=(A =_—(A+ B+ 0).
3 +3 Ac =73 +3 2( +C) 3( +B+C)

Der 2:1-Teilungspunkt der Seitenhalbierenden C'M 45 ist

1 2 1 2 1 1
“C+-Muyp=-C+= -=-(A+B)=-(A+B+0C).
3O+3 AB 30+3 2( + B) 3( + B+ C)

Die Seitenhalbierenden besitzen also den gemeinsamen Punkt S = 3(A+ B+ C).
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Exkurs: Zahlenpaare in neuem Gewand

Ein Miislihersteller plant seinen Absatz fiir das kommende Jahr. Dabei geht er
fiir 8 Monate des Jahres von folgenden Liefereinheiten aus:

o Miisli pur: 270 Liefereinheiten pro Monat
o Friichtemdsli: 178 Liefereinheiten pro Monat

Fiir drei Sommermonate rechnet er erfahrungsgemaf mit um 20% geringeren
Lieferzahlen wegen erhohter Urlaubsreisen in dieser Zeit. Im Januar hofft der
Hersteller jedoch auf eine Steigerung um 12% wegen der guten Vorsétze der
Kéufer fiir das neue Jahr.

Bestimmen Sie die fiir das Jahr geplante Liefermenge der einzelnen Miislisorten.

Die reelle Zahl 270 konnen wir wie jede reelle Zahl als
Punkt auf dem Zahlenstrahl darstellen.

Die reelle Zahl 270 kann jedoch auch verwendet werden, um beispielsweise die mo-
natlichen Liefereinheiten der Sorte Miisli pur anzugeben.

Genauso konnen wir das Zahlenpaar A = (?;2) nicht nur als Punkt in der Ebene

interpretieren. Es kann auch den monatlichen Absatz des Miisliherstellers fiir beide
Miislisorten beschreiben.

Mit der Addition und Vervielfachung von Zahlenpaaren konnen wir nun die ge-
planten Liefermengen fiir beide Miislisorten gleichzeitig durchfithren. Auch hier gilt
wieder: Wir vereinfachen den Term zunéchst, bevor wir A einsetzen.

8-A+3-(0,8-A)+112-A = 8-A+24-A+112-A
= 11,52 A

270
= 11,52-(178)
_(11,52-270
— \11,52-178
_(3110,4
— \2050,56)

Der Miislihersteller plant also 3110, 4 Liefereinheiten der Sorte Miisli pur und 2050, 56
Liefereinheiten Friichtemiisli.
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11.1.3 Geraden

Der Graph der Funktion g(x) = 3z + 1 ist eine Gerade.

(a) Geben Sie drei Punkte an, die auf dieser Geraden lie-

gen.

(b) Entwickeln Sie eine Berechnungsvorschrift, mit der

man weitere derartige Punkte generieren kann.

(¢) Gibt es noch weitere Berechnungsvorschriften?

Die Gerade go durch den Koordinatenursprung O
und einen Punkt A # O besteht aus allen Viel-
fachen von A. Wir bezeichnen diese Menge aller
Vielfachen des Punktes A mit RA. Ein Punkt X
ist ein Vielfaches von A, wenn man ihn in der Form
X =rA mit r € R schreiben kann. Es ist also

go = RA
= {X | es existiert eine reelle Zahl r,
so dass X =rA ist}
= {rA|r e R}

0,5

Parameterdarstellung von Geraden

Wir erhalten die Gerade g, die parallel zur Ur-
sprungsgeraden go = RA ist und durch den
Punkt P verlduft, indem wir jeden Punkt von go
parallel zur gerichteten Strecke OP verschieben.
Wir miissen also zu jedem Punkt der Geraden
go den Punkt P addieren. Es ist also

g = RA+P
= {X | es existiert eine reelle Zahl r,
so dass X =rA+ P ist}
= {rA+P|reR}

Diese Darstellung heifst Parameterdarstellung der Geraden g. Der Parameter, der
samtliche reelle Zahlen durchlduft, kann beliebig benannt werden. Wir verwenden

meistens die Buchstaben r oder s.
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Ist P’ ein weiterer Punkt auf der Geraden g, so erhalten wir ebenfalls die Gerade g,
wenn wir jeden Punkt auf der Ursprungsgeraden RA parallel zur gerichteten Strecke
OP’ verschieben, zu jedem Punkt der Geraden RA also den Punkt P’ addieren. Die
Darstellung der Geraden g ist also nicht eindeutig.

Uneindeutigkeit der Geradendarstellung
Ist P’ ein beliebiger Punkt auf der Geraden A
g=RA+ P, soist

g=RA+P =RA+P.

2N
52 \id
ON_/ + P\

Héaufig ist eine Gerade durch zwei Punkte P und @) /Q/
gegeben. Die Gerade R(P — Q) + @ enthilt sowohl
den Punkt P als auch den Punkt @), da sowohl P
P=1-(P-Q)+Qalsauch Q=0-(P—-Q)+Q
von der Form r - (P — Q) + @ mit r € R ist, und
ist damit die Gerade durch die Punkte P und Q. RP-Q)+@Q

(0]

Gerade durch zwei Punkte
Die Gerade g(P, Q) durch die verschiedenen Punkte P und @) ist gegeben durch

9(P,.Q) = R(P-Q)+Q
= {X| es existiert eine reelle Zahl r so dass X =r(P — Q) + Q}.

Wir kénnen die Punkte P und @ beliebig vertauschen:

9(P.Q) =R(P-Q)+Q=R(P-Q)+P=R(Q-P)+Q=R(Q-P)+P
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Beispiel 1: Punktprobe

Sei A = (_32)

(a) Geben Sie vier verschiedene Punkte an, die auf der Ursprungsgeraden RA
liegen.

(b) Untersuchen Sie, ob die Punkte X = <_§4) und Y = (_21> auf der
3
Geraden RA liegen.

Losung:
(a) Auf der Ursprungsgeraden RA liegen alle Vielfachen von A, zum Beispiel

(560 (5) = 6) ()= () e (5) = (%)

(b) Der Punkt X liegt genau dann

auf der Ursprungsgeraden RA, wenn

er von der Form X = rA mit »r € R X=rA
ist.

3

Wir setzen die Punkte X und A ein. AN (_84) —r. (_32)

Zwei Punkte sind genau dann gleich, & 3r=—4und —2r = %
wenn ihre Koordinaten gleich sind

Beide Gleichungen haben die gleiche S or
Losung.

Also ist X = —%A und damit ist X € RA.

|
|
coli

Der Punkt Y liegt genau dann auf der
Ursprungsgeraden RA, wenn er von
der Form Y = rA mit r € R ist. Y=rA

Wir setzen die Punkte Y und A ein. & (_21) =r- (_32>

Zwei Punkte sind genau dann gleich, & Jr=2und —2r = -1

wenn ihre Koordinaten gleich sind

Beide Gleichungen haben verschiede- & r= % und r = %
ne Losungen.

Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar, also ist Y ¢ RA.
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Beispiel 2: Gleichheit von Ursprungsgeraden
Untersuchen Sie, ob RA = RA’ ist.

(a) A= <_53> A= (—915) le) 4= @) A= (ii)
) 5=

Losung:
Die Ursprungsgeraden RA und RA’ sind genau dann gleich, wenn A auf der Geraden
RA’ liegt, wenn also A ein Vielfaches von A’ ist.

(a) Bs ist (‘53> =

(b) Es ist RA = RA’ genau dann,
wenn A ein Vielfaches von A’ ist.

9 . oo
(_15>, also ist RA = RA'.

wl=

A
Wir setzen die Punkte A und A’ ein. & <2 =r. (3>
,

Wir 16sen das Gleichungssystem. &
Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar.
Deshalb ist RA # RA'.

(c) Es ist RA = RA’ genau dann,

wenn A ein Vielfaches von A’ ist.

A
1 _
Wir setzen die Punkte A und A’ ein. =N (%) —r. ( 3)
3
r

Wir 16sen das Gleichungssystem. &
Es ist A = —%A’ und damit RA =
RA’.

Beispiel 3

Sei A = -3 , A= 6 . Bestimmen Sie x, so dass RA = RA’ ist.
5 44z
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Loésung:
Esist RA = RA’ genau dann, wenn A
ein Vielfaches von A’ ist.

Wir setzen die Punkte A und A’ ein.

Wir erhalten ein Gleichungssystem
mit zwei Variablen und zwei Gleichun-
gen.

Wir 16sen das Gleichungssystem.

A=rA

= ()= ()

& —3=6rund 5=r(4+2x)

& T:—%undx:—lll

Es ist RA = RA’ genau dann, wenn x = —14 ist.

Beispiel 4: Punktprobe

Geraden g liegen.

Gegeben ist die Gerade g = RA + P mit A = ( 4 ), P = (2>

-3 3

(a) Geben Sie drei verschiedene Punkte an, die auf der Geraden g liegen.

ntersuchen Sie, o 1e Punkte = | un = aut der
b) U hen Si b die Punkte X 96 dY _83 fd

Loésung:

(a) Wenn wir fiir den Parameter r beispielsweise die Zahlen 0, 1 und —2 einsetzen,

erhalten wir die Punkte

() (6) = ) ()

(b) Der Punkt X liegt genau dann auf
der Geraden g, wenn er von der Form
X =rA+ P mit r € R ist.

Wir setzen die Punkte X, A und P
ein,

vereinfachen den Punktterm,
und 16sen das Gleichungssystem.

Esist X = —2- A + P und damit ist
X eRA+ P.

)= () a2 (5) ()= (3))

X=rA+P

= ()= (4) 6

& r=-2
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Der Punkt Y liegt auf der Geraden g,
wenn er von der Form Y = rA+ P
mit r € R ist. Y=rA+P

Wir setzen die Punkte Y, A und P & < 8 ) =r. ( 4 ) 4 <2>

-3
ein,

vereinfachen den Punktterm, & (_43) = (_66>
und 16sen das Gleichungssystem. & r= % und r = 2.

Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar. Also ist Y ¢ RA + P.

Beispiel 5
Untersuchen Sie, ob g = ¢’ ist.

wo=r () () 0-x(3) (2)
wo=2(3)+ () == )+ (3)

Losung:
(a) Die Geraden g und ¢’ sind durch Verschiebung der gleichen Ursprungsgeraden
entstanden. Um zu iiberpriifen, ob die Geraden gleich sind, miissen wir iiberpriifen,

ob der Punkt (_54) auf der Geraden g = R (_51> + (i’) liegt. Der Punkt (_54)

liegt auf der Geraden g, wenn er von der Form (_54) =r- <_51 + (?) mit r € R

ist. Dieses Gleichungssystem ist dquivalent zu r = —2 und r = —1. Da diese Aussage

nicht erfiillbar ist, ist (_54) ZR <_51> + (i’) und damit ist g # ¢'.

(b) Die Geraden g und ¢’ sind durch Verschiebung der gleichen Ursprungsgeraden
entstanden. Um zu iiberpriifen, ob die Geraden gleich sind, miissen wir iiberpriifen,

ob der Punkt ( 27) auf der Geraden g = R (g) + <_61) liegt. Der Punkt (;7)

liegt auf der Geraden g, wenn er von der Form <_54> =r- <;> + (_61> mit r € R

ist. Dieses Gleichungssystem ist dquivalent zu r = —2, besitzt also eine Losung.

Es ist (_27> = -2 (2) + <_61>’ der Punkt (_27) liegt also auf der Geraden

g=R (g) + (_61) Deshalb ist g = ¢'.
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Beispiel 6
Geben Sie eine Parameterdarstellung der Parallelen zur z-Achse durch den

Punkt (g) an.

Losung:

Die x5-Achse ist die Gerade R

Nk Eine Parametergleichung der Parallelen zur

To-Achse durch den Punkt (g) ist also R ((1)) + (g)

Beispiel 7
Geben Sie eine Parameterdarstellung der Geraden g(P, Q) durch P und @ an,
wobei
-1 4
P(2> und Q = <1>
Losung:

s =rr-Qro=r((3)- (1)) + (1) == (7)+ (i)

Beispiel 8
Untersuchen Sie, ob der Punkt X auf der Geraden g(P, Q) liegt.

wr=(3).e=(3)x=(5) wr=(3).e=(3)x=(3)

Losung:

(a) Der Punkt X liegt genau dann auf der 1 4 1
Geraden g(P,Q), wenn X =7 (P—Q)+Q (3) = <_2) + ( 4 )
ist fiir ein » € R. Wir setzen die Punkte 1

P, @ und X ein und 16sen das Gleichungs- < 7= B

system.

Also ist X = £+ (P — Q) 4+ @ und damit ist X € g(P,Q).

(b) Der Punkt X liegt genau dann auf der 8 3 5
Geraden o Q) v x -0 (3) =7 (5) + (3)

ist fiir ein » € R. Wir setzen die Punkte 1
P, Q und X ein und l6sen das Gleichungs- < 7= —lund r = ~3
system.

Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar. Also ist X & g(P, Q).
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11.1.4 Lagebeziehungen von Geraden

Lene meint: ,Die Geraden g = RA+ P und ¢ = RA"+ P’ mit

(1)

() = -

-0

sind parallel zueinander.“ Paul antwortet: ,Die Geraden sind sogar gleich!“
Max sagt: ,,Die Geraden haben mehr als einen gemeinsamen Punkt.“

Wir kénnen die gegenseitige Lage zweier Geraden g = RA + P und ¢’ = RA" + P’
durch Bestimmung der Anzahl gemeinsamer Punkte und durch die Betrachtung der
dazugehorigen Ursprungsgeraden untersuchen. Ein Punkt X ist ein gemeinsamer
Punkt von g und ¢’, wenn er sowohl auf der Geraden g als auch auf der Geraden ¢’
liegt, wenn es also reelle Zahlen r» und s mit rA+ P = X = sA’+ P’ gibt. Die Anzahl
gemeinsamer Punkte ist also gleich der Anzahl der Losungen des Gleichungssystems

rA+ P =sA"+ P

Die Geraden sind parallel zueinander, wenn sie aus der gleichen Ursprungsgeraden

durch Verschiebung hervorgegangen sind, wenn also RA = RA’ ist.

parallel und

parallel und gleich

in einem Punkt

verschieden gllgd,g=1¢ schneidend
! /
gllgd 9#9
4
RA+P=g=¢g =RA'+ P B 4
P ‘,.//
" - 4 ] o A )
% g=RA+ P& “),’ P
.A S P ./» o -
%
RA=RA-"|O N A
) ¢ =RA +F"| 0
RA-“ RA

g und ¢’ haben keinen
gemeinsamen Punkt:

Das Gleichungssystem
rA + P sA" + P’
besitzt keine Losung

g und ¢’ haben mehr
als einen gemeinsa-
men Punkt:

Das Gleichungssystem
rA + P sA" + P’
besitzt mehr als eine
Losung

g und ¢’ haben genau
einen gemeinsamen
Punkt S, den Schnitt-
punkt:

Das Gleichungssystem
rA + P sA" + P’
besitzt  genau  eine
Losung

e RA =RA": es gibt ein
rmit A=rA

e P’ liegt nicht auf ¢

e RA =RA’": es gibt ein
rmit A=rA

e P’ liegt auf g

e RA # RA" es gibt
kein r mit A = rA’
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Beispiel 1
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und ¢’ mithilfe der Anzahl
gemeinsamer Punkte.

=) () m2(2)+ (1)
£ (3) (s -x(2) ()
o9-8) () mr-x() 0 ()

(b) g

Losung:
(a) Die Anzahl gemeinsamer Punkte ist 5 8 9 7
gleich der Anzahl der Losungspaare (r, s) " <2> + <1> =8 (_1) + (_3)
des nebenstehenden Gleichungssystems. 5 9 1
Wir 16sen dieses Gleichungssystem durch << 7 - <2> —5- (_1) = (_4)
Aquivalenzumformungen.

or —2s = -1

[27" +1s = —4}

& r=-—lund s = -2

Das Gleichungssystem r - (g) + <§> =S <_42) + (_73> besitzt also nur ein

Losungspaar, ndmlich »r = —1 und s = —2. Die Geraden g und ¢’ schneiden sich
also in einem Punkt S. Wir erhalten die Koordinaten von S, indem wir r bzw. s

einsetzen:
5 8 2 7 3
= () (0= () ()= ()
(b) Die Anzahl gemeinsamer Punkte ist 3 5 -6 8
gleich der Anzahl der Losungspaare (7, s) )t y) =5 {9

2
des nebenstehenden Gleichungssystems. 3 _6 3
Wir 16sen dieses Gleichungssystem durch << - ( ) —5- ( ) = ( )

. -1 2 1
Aquivalenzumformungen.
3r +46s = 3
—1r =25 = 1
3r +6s = 3
0 = 6

Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar, also besitzt das Gleichungssystem keine L&-
sung. Die Geraden g und ¢’ besitzen also keine gemeinsamen Punkte und sind damit
parallel, aber nicht gleich.
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(c) Die Anzahl gemeinsamer Punkte ist 3 ) 1 4
gleich der Anzahl der Lésungspaare (7, s) " <2> + (_2) =S (‘%) + (2)
des nebenstehenden Gleichungssystems. 3 1 6

Wir 16sen dieses Gleichungssystem durch <& 7 - <2> —5- (_2) = (

Aquivalenzumformungen. 3
3r +1s = 6
2r +§s = 4

& s=6—3r

Es gibt unendlich viele Paare reeller Zahlen (r,s), die die Gleichung s = 6 — 3r
erfiillen. Die Geraden g und ¢ besitzen also mehr als einen gemeinsamen Punkt.
Damit ist g = ¢'.

Beispiel 2
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und ¢’ aus Beispiel 1 mithilfe
der dazugehorigen Ursprungsgeraden.

Loésung:
(a) Wir iiberpriifen zunéchst, ob g paral- 5 9
lel zu ¢ ist. Dies ist genau dann der Fall, (2> = (_1)

wenn > ein Vielfaches von 2 ist. 2 1
2 -1 < r—gundr_—§

Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar. Also ist g Jf ¢/, die Geraden g und ¢’ schneiden
sich in genau einem Punkt.

(b) Es ist (_26> =(-2)- (_31>, also ist g parallel zu ¢'.

Um herauszufinden, ob g = ¢’ ist, miissen (8) ( 3 ) (5)
wir iiberpriifen, ob der Punkt 2 auf der 2
Geraden g =R <_31) + (i)) liegt. < ( ) )

& r=lundr=-—

Die letzte Aussage ist nicht erfiillbar, also ist g # ¢’. Die Geraden g und ¢’ sind
parallel zueinander, aber nicht gleich.

(c) Es ist (g) =(-3)- <:;), also ist g parallel zu ¢'.
3

Um herauszufinden, ob g = ¢’ ist, miissen 4 3 -9
o 4 (2) - (2) * (—2)
wir iiberpriifen, ob der Punkt 9 auf der

3 —2 & ore 3) (O
Geraden R (2) + (_2> liegt. 2] \4
-
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Also ist

(-2 ()+ (3 =)+ (3) -

und damit ist g = ¢'.

Beispiel 3
Sei ABC'D ein Viereck und es gelte A— B=D — C.
Zeigen Sie, dass ABC'D ein Parallelogramm ist.

Losung:
Da A—B=D—Cist, ist R(LA— B) = R(D — C). Also sind die Geraden

g(A,B)=R(A—B)+ Bund ¢(D,C)=R(D-C)+C

parallel zueinander.

Da A—B = D—C'ist, ist auch A— D = B—C und damit R-(A—D) =R-(B-C).
Also sind die Geraden

g(A,D) =R(A—- D)+ Dund g(B,C)=R(B-C)+C

parallel zueinander.

Das Viereck ABC'D ist folglich ein Parallelogramm.

Beispiel 4
Sei ABC'D ein Parallelogramm. A
Zeigen Sie, dass dann A — B =D — C ist.
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Lo6sung:

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass C' = O ist.

Erliuterung:

Da das Viereck ABCD ein Parallelo-
gramm ist, ist g(4,B) || ¢g(D,C), also
R(A—-B) =R(D —C). Wir setzen C' =0

ein.
Dlg das Viereck ABCD ein Parallelo-

gramm ist, ist g(B,C) || g(A, D), also
R(A—D)=R(B—C). Wir setzen C =0

ein.

Wir miissen nun unter Zuhilfenahme die-
ser Voraussetzung zeigen, dass A — B =
D — C ist.

Wir subtrahieren (I) — (/1) und formen
um.

Der Punkt (1 —r)- D liegt also sowohl auf
der Ursprungsgeraden R D als auch auf der
Ursprungsgeraden RB und muss deshalb

gleich O sein.
Da D ungleich O ist, muss der Vorfaktor

gleich 0 sein.
Durch Einsetzen von r = 1 in Gleichung

(1) erhalten wir die Behauptung,.

Beweistext:

Voraussetzung:
(I)y A-B=r-(D-C)=r-D

(I) A—D=s-(B—C)=s"B

U zeigen:

A-B=D-C

Rechung:

D—-B=r-D—-s-B
= (l-r)-D=(1-s)-B
= (1-r)-D=0

= 1—r=0,r=1

= A-B=D-C

Ubungen

1. Sei ABC'D ein Viereck, bei dem sich die Diagonalen halbieren, bei dem also
Mac = M yp ist. Zeigen Sie wie in Beispiel 3, dass ABCD ein Parallelogramm

1st.

2. Sei ABCD ein Parallelogramm.

Zeigen Sie wie in Beispiel 4, dass sich die Dia-
gonalen halbieren, dass also Mo = Mp ist.
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11.1.5 Koordiatendarstellung von Geraden

Stellen die Punktmengen R - (;) + (g) und {X | 2z, — 2y = 4} die gleiche

Gerade dar?

Die Losungsmenge der Gleichung az; + bzs = c ist eine Gerade in der Ebene, sofern
eine der beiden Zahlen a oder b ungleich 0 ist. Diese Darstellung einer Geraden nennt
man parameterfreie Darstellung oder auch Koordinatendarstellung. Wir haben damit
die beiden folgenden Darstellungsformen fiir Geraden in der Ebene.

Parameterdarstellung Koordinatendarstellung
Sind A, P € R? Punkte, A # O, so  Sind a,b,c reelle Zahlen, a # 0 oder
heift b # 0, so heifst
g = RA+P g=A{X|ax, + bxy =c}

= {X | es existiert eine Zahl r,

so dass X = rA + P ist} Koordinatendarstellung der Geraden

g.
Parameterdarstellung der Geraden g.

Bei der Parameterdarstellung kénnen wir durch Einsetzen verschiedener Werte fiir
den Parameter, den wir iiblicherweise mit den Buchstaben r, s oder ¢ bezeichnen,
unmittelbar Punkte angeben, die auf der Geraden liegen. Diese Darstellungsform
fiir Punktmengen heifst auch explizite Darstellung.

Bei der Koordinatendarstellung kénnen wir nicht unmittelbar Punkte angeben, die
auf der Geraden liegen, denn die Punkte der Geraden sind durch die Bedingung
axy+bry = c implizit definiert. Dafiir gestattet es diese implizite Darstellung, sofort
zu iiberpriifen, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt.

Beispiel 1: Von der Parameterdarstellung zur Koordinatendarstellung

Stellen Sie die Gerade g =R (3) + (i) in Koordinatendarstellung dar.
Losung:
Ist X € g, s0ist X = (il) =r- (g) + (31), also xr1 =2r + 1 und x5 = 3r + 4.
2

Wir eliminieren den Parameter 7:  3z7 — 225 = 3(2r+1) —2(3r+4) =3—-6 = —3.
Also ist g = {X | 31 — 229 = —3}.

Beispiel 2: Von der Koordinatendarstellung zur Parameterdarstellung
Stellen Sie die Gerade g = {X |3x; — 922 = —6} in Parameterdarstellung dar.
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Lo6sung:
Ist X € g, soist 3x1 — 9xy = —6. Wir l6sen dies nach xy; = 3x5 — 2 auf und erhalten

NG R RGN

Beispiel 3: Punktprobe
Liegt der Punkt X = G})) auf der Geraden g = {X | — 2z, + 32, = —3}7

Losung:

Ist X = (?), soist r1 =3 und x5 = 1, also ist —2x7 + 320 =—-2-3+3-1 = —-3.
Der Punkt X liegt auf der Geraden g.

Beispiel 4: Schnittpunktberechnungen
Berechnen sie den Schnittpunkt der Geraden g und ¢'.

(a) g ={X | 221 —3xs =4}, ¢ = {X | bxy + 32 = 2}

mo-win-mensx(G)- )

Losung: )
Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

(Cl) XGgundXeg/ (b) XGgundXeg'
S r1\ —1 4 B
& [5x1 +3x, = 2] <~ <x2) =r < 9 ) + <3) und 3z; — bz =1
6 23 T 1 A

<1;> = = d = — 1 —

e ()G ()

6

g X=<273). und 3(—r +4) —=52r+3)=1

ey OGO

Der Schnittpunkt ist ( 56
& X = (}gf) :
13

56
Der Schnittpunkt ist (ﬁ)
13

IS
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11.1.6 Aufgaben zur affinen Geometrie

©

N € ¢g(B, (). Die Gerade g(Mac, N) ist genau dann parallel zu
g(A, B), wenn N der Mittelpunkt der Strecke BC' ist. " B

Ein Dreieck ABC heift echt, wenn die Eckpunkte A, B, C nicht alle auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

Satz von der Mittelparallele im Dreieck
Sei ABC ein echtes Dreieck, Mo der Mittelpunkt von AC und  Mic f EN

Wir kénnen mithilfe der Rechenregeln fiir Punkte geometrische Sétze beweisen. Dazu
miissen wir geometrische Aussagen in algebraische Gleichungen {ibersetzen. Dieses
Zusammenwirken von Geometrie und Algebra zeigen wir am Beispiel des Satzes iiber
die Mittelparallele im Dreieck aus der Einstiegsaufgabe.

Die Aussage des Satzes ist eine genau-dann-wenn-Aussage. Um diese Aussage zu
beweisen, zerlegen wir die Aussage in zwei Teilaussagen.

s = Wenn g(Muc,N) parallel zu g(A, B) ist, dann ist N der Mittelpunkt der

Strecke BC.

» <= “ Wenn N der Mittelpunkt der Strecke BC' ist, dann ist g(Mac, N) parallel zu

g(A, B).

Wir beginnen mit dem Beweis der zweiten Teilaussage ,, < “.

Erlauterung:

Wir setzen voraus, dass N der Mittel-
punkt von BC' ist.

Wir miissen nun unter Zuhilfenahme die-
ser Voraussetzung zeigen, dass g(A, B) =
R(A — B) + B parallel zu g(Mac, N) =
R(Mac — N) + N ist, dass diese beiden
Geraden also aus der gleichen Ursprungs-
geraden durch Verschiebung hervorgegan-
gen sind.

Um dies zu zeigen, berechnen wir M,c—N
und setzen die Voraussetzung N = %(B +
C') ein.

Weil Mo — N ein Vielfaches von A — B
ist, ist R(Myc — N) =R(A — B)

Die Geraden g(A, B) und g(Mac, N) sind
also parallel zueinander.

Beweistext:

Voraussetzung:
N =3(B+0O)

Zu zeigen:
R(Mac — N)=R(A - B)

Rechnung:
Mac—N = 3(A+0)—3(B+0)
B /R
- fup
iR(MAc—N):R(A—B)

= 9(A, B) || g(Mac, N)
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Nun folgt der Beweis der ersten Teilaussage ,, = “. Wir konnen das Koordinaten-
system beliebig legen. Um die Rechnungen zu vereinfachen, legen wir das Koordi-

natensystem so, dass C' = O ist.

Erlauterung:

Wir setzen voraus, dass g(A4, B) = R(A —
B)+ B parallel zu g(Mac, N) = R(Mac—
N)+ N ist, dass diese beiden Geraden al-
so aus derselben Ursprungsgeraden durch
Verschiebung hervorgegangen sind.

Wir miissen unter Zuhilfenahme dieser
Voraussetzung zeigen, dass N der Mittel-
punkt von BC ist.

N liegt auf der Geraden g(Mac, N).
Nach Voraussetzung ist g(Mac, N) =
R(A — B) 4+ Mac

Wir setzen C' = O ein.

N liegt auf der Geraden
9(B,C)=R(B-C)+ B.

Wir setzen C' = O ein.

Gleichsetzen

(r + 3)A ist also ein gemeinsamer Punkt
der Ursprungsgeraden RA und RB. Weil
das Dreieck ABC' echt ist, haben die Ur-
sprungsgeraden RA und RB nur einen ge-
meinsamen Punkt, ndmlich den Koordina-
tenursprung O.

Weil A # O ist, muss der Vorfaktor r + %
gleich 0 sein.

Wir 10sen dies nach r auf.

Nun konnen wir r einsetzen und damit N
berechnen.

Beweistext:

Voraussetzung:

R(Msc — N) = R(A — B), also
g(MAc,N> = R(A - B) _'_MAC

2u zeigen:

N=1(B+0O)

Rechnung:

N = T(A—B)+MAC
= r(A-B)+i(4+0)
= (r+3)A-rB

N = s(B-C)+B
= sB+ B
(r+3)A—rB=sB+B

= (T+%)A:(1+T+S>B

= (T—F%)A:O

= r+%:0

= r=-—3

N = T(A—B)+MAC
= 1—%(A—B)+%(A+C)
= 3(B+0)
= Mpc

N ist also der Mittelpunkt der Strecke
BC.
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Beispiel 1: Teilungspunkte
(a) Der Punkt T teile die Strecke AB im Ver-

héltnis 3:5. Entwickeln Sie eine Formel, -
mit der man die Koordinaten von T be- A
rechnen kann.

(b) Ein Punkt T teile eine Strecke AB im Ver- 0
héaltnis p:q. Entwickeln Sie eine Formel, mit
der man die Koordinaten von 1" berechnen
kann.

Losung:
(a) Die Strecke AB ist in 345 = 8 Teile (b) Die Strecke AB ist in p + g Teile
unterteilt. Es ist B= A+ (B — A) und unterteilt. Es ist B= A+ (B — A) und

3 p
T—A+L2(B_A I'=A+——(B—-A
+ 3 ) p+q( )
5) 3 q p
b bt = A+ B.
=gl pta  ptg
Beispiel 2

In welchem Verhéltnis teilt der Punkt 7" die Strecke AB, wenn

-3 17 5
p— pr— p— 1 {?
A ( 5 ) , B (1()) und T (7) ist”

Losung:
Es sind dquivalent:

-0-6) (-
()

st=2=
5 243

Der Punkt T teilt die Strecke AB folglich im Verhéltnis 2 : 3.

(s
/\/\
\) ~ Ot
\/\/
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Beispiel 3

linie ¢g(B, C).

1st.

Sei ABC' ein echtes Dreieck, M der Mittelpunkt
von C'A und N der Mittelpunkt von BM.

Sei S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden-
linie g(A, N) des Dreiecks ABM mit der Seiten-

Zeigen Sie, dass S der 2:1-Teilungspunkt von C'B

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem so, dass C' = O ist.

Erliuterung:

M ist der Mittelpunkt von C'A.
Wir setzten C' = O ein.
N ist der Mittelpunkt von BM.
Wir setzen M = 1A ein.

S liegt auf g(A, N).
Wir setzen N ein.

S liegt auf g(B, C).
Einsetzen von C' = O.

Wir miissen zeigen, dass S der 2:1-
Teilungspunkt von C'B ist.

Wir setzen die beiden Terme fiir S aus der
Voraussetzung gleich.

(1 — 3t)A ist also ein gemeinsamer Punkt
der Ursprungsgeraden RA und RB. Da
das Dreieck ABC' echt ist und C' = O
ist, haben die Ursprungsgeraden RA und
RB nur einen gemeinsamen Punkt, nim-
lich den Koordinatenursprung O.

Da A # O und B # O sind, miissen die
Faktoren 1 — 3¢ und r — £ gleich 0 sein.

Setzen wir nun r ein, so erhalten wir wie
behauptet, dass S der 2:1-Teilungspunkt
von CB ist.

Beweistext:
Voraussetzungen:
M = L{(C+A)=3A
N = (B+M)
%(B +1§A)
S = t(N-A)+ A
= t((%B + iA) —A)+ A
= fB+(1-3t)A
S = r(B-C)+C=rB
2u zetgen:
S=3C+3B
Rechnung:
%B—i—(l—%t)A:rB
= —%t)A:(r—é)B
= (1—%1&)/1:(7’—%)3:0
= 1-3t=0,t=3
= r—t=0r=51t=2
2 ; 2 3
S=r(B-C)+B=2%B-C)+C=
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Beispiel 4

Teilungspunkt der Strecke AS ist.

Sei ABC' ein echtes Dreieck, M der Mittelpunkt
von C'A, S der 2:1-Teilungspunkt von C'B und
N der Schnittpunkt von g(A,S) und g(M, B).

Zeigen Sie, dass die Gerade g(A,S) Seitenhal-
bierendenlinie im Dreieck ABM und N der 3:1-

Losung:

Erliuterung:
M ist der Mittelpunkt von C'A.

S ist der 2:1-Teilungspunkt von C'B.

g(A,S) ist Seitenhalbierende im Dreieck
ABM, d.h. N ist der Mittelpunkt von
BM.

N ist der 3:1-Teilungspunkt von AS.

Wir berechnen den 3:1-Teilungspunkt von
AS und setzen S = :C' + 3B ein.

Wir berechnen den Mittelpunkt von BM
und setzen M = £(C + A) ein.

Also ist 2(B + M) = 1A + 3S. Die-
ser Punkt liegt sowohl auf der Geraden
g(A,S) und ¢g(M,B) und ist damit der
Schnittpunkt N.

Beweistext:
Voraussetzungen:

M = (C+A)

S = 3C+:B
N ist der Schnittpunkt von g¢(A,S)
und g(M, B).

Zu zeigen:

N = B+ M)

N = 144358

Rechnung:

1A+35 = 1A+3(C+2B)
= ;A+3B+3iC

5(B+M) = jA+3B+C

N = YYB+M)=1A4+39
2(B+ M) =3A+7]
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Beispiel 5

bierendenlinie im Dreieck ABM ist.

Sei ABC' ein echtes Dreieck, M der Mittelpunkt
von C'A und S der 2:1-Teilungspunkt von C'B.
Zeigen Sie, dass die Gerade g(A,S) Seitenhal-

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem so, dass C' = O ist und bezeichnen den Schnitt-

punkt von g(A,S) mit g(B, M) mit N.

Erliuterung:

M ist der Mittelpunkt von C'A.

Wir setzten C' = O ein.

S ist der 2:1 Teilungspunkt von C'B.
Wir setzten C' = O ein.

N liegt auf g(A,95).

Wir setzen S ein.

N liegt auf g(M, B).
Wir setzen M ein.

Wir miissen zeigen, dass die Gerade
g(A,S) die Seitenhalbierendenlinie im
Dreieck ABM ist, dass also N der Mit-
telpunkt von BM.

Wir setzen M = %A ein.

Wir setzen die beiden Terme fiir N aus
der Voraussetzung gleich.

Da das Dreieck ABC echt ist und C =
O ist, sind die Ursprungsgeraden RA und

RB verschieden und schneiden sich nur im
Koordinatenursprung.

Bewesistext:
Voraussetzungen:
M = L{C+A)=3A
S = 3C+:B=:B
N = r(S—-A)+A
= r(2B-A4)+ A
= %rB (1-r)A
N = t(M-B)+B
= t(3A-B)+B
= LA+(t-1)B
U zetgen:
N = (B+M)
= 3(B+34)
Rechnung:
2B+ (1-rA=1tA+(t—-1)B
& (1-t-rA=(t-1-3%rB
(1-£{-mA = O
(t—1-2rB = O
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Da A und B ungleich O sind, miissen die I: r + %t = 1
Vorfaktoren gleich 0 sein. Wir erhalten ein II: %r + t =1
Gleichungssystem und 16sen dieses. %[ —1II: —%t = —%
A 4
2-1—11: 3r = 1
_ 1 _ 3
& t=5undr=74
Wir setzen r = 2 in die Gleichung fiir N N = ZrB+(1—-r)A
aus der Voraussetzung ein und erhalten = %B —1—%
das, was zu zeigen war. Also ist N der Mittelpunkt von BM
und damit g(A,S) die Seitenhalbie-
rendenlinie im Dreieck ABM.
Beispiel 6

Sei ABC'D ein Parallelogramm. Sei M der Mit-
telpunkt von DA und sei S der Schnittpunkt von
g(A,C) und g(B, M).

Zeigen Sie, dass S der 2:1-Teilungspunkt von
BM und der 2:1-Teilungspunkt von C'A ist.

Losung:
Erliuterung: Beweustext:
Voraussetzungen:
Das Viereck ABCD ist ein Parallelo- Muc = Mpp
gramm. & (A+C)=3(B+D)
& A=B+D-C
U zeigen:
S ist 2:1-Teilungspunkt von C'A und der S = 3C+32A=i1B+3:iM
2:1-Teilungspunkt von BM
Rechnung:
Wir berechnen den 2:1-Teilungspunkt von %C’ + %A = %C + %(B +D—C)
CA. Wir setzen die Voraussetzung A = = ZB—-:C+3:D
B+ D — C ein.
Wir berechnen den 2:1-Teilungspunkt von %B + %M = %B + %(D + A)
BM. Wir setzen fiir M = (D + A) ein. = gB +3(D+(B+D-0C))
Wir setzen die Voraussetzung A = B + = :B- %C+ %D
D — C ein.
Wir haben gezeigt, dass der 2:1- S = 3C+2A=1i1B+:iM

Teilungspunkt von CA mit dem 2:1-
Teilungspunkt iibereinstimmt. Dieser
Punkt liegt sowohl auf der Geraden
g(A, C) als auch auf der Geraden g(B, M)
und ist damit gleich dem Schnittpunkt S
dieser Geraden.



152 KAPITEL 11. GEOMETRIE DER EBENE

Beispiel 7
Sei ABC'D ein Parallelogramm.

Geraden ¢g(B, M) und ¢g(C, D).

lelogramm ist.

Sei S der 2:1-Teilungspunkt von AB, M der Mit-
telpunkt von SC' und X der Schnittpunkt der

Beweisen Sie, dass X der 2:1-Teilungspunkt von
DC ist und dass das Viereck SBC'X ein Paral-

Lo6sung:
Erlauterung:

Das Viereck ABCD ist ein Parallelo-
gramm.

S ist der 2:1-Teilungspunkt von AB.

X ist der 2:1-Teilungspunkt von DC'.

Das Viereck SBCX ist ein Parallelo-
gramm, d.h. X ist der Spiegelpunkt von
B an M.

Einsetzen von M = (S + C),
S = %A + %B und

B=A+C-D.

Also liegt 2M — B sowohl auf der Ge-
raden g(B, M) als auch auf der Geraden
g(C, D), ist also gleich dem Schnittpunkt
X dieser Geraden.

Beweistext:
Voraussetzungen:
Mac = Mpp

& 3(A+C)=3(B+D)
< B=A+C-D
X ist der Schnittpunkt von g(B, M)

und ¢(C, D)
S = 3A+2B
2u zeigen:
X = ip+ic
M = Mpx=3(B+X),dh.
X = 2M-B
Rechnung:
2M-B = (S+(C)—-B
= :A+:B+C-B
= %A—%B+O
1
X = 2M-B=32C+1iD
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Beispiel 8

Sei ABCD ein Parallelogramm und E der 2:1-

Teilungspunkt der Strecke BC'.

Zeigen Sie, dass der Schnittpunkt S der Geraden
g(A, E) und g(B, D) der 3:2-Teilungspunkt von
AFE und der 3:2-Teilungspunkt von DB ist.

Loésung:

Erliuterung:

Das Viereck ABCD ist ein Parallelo-
gramin.

E ist der 2:1-Teilungspunkt von BC.

S ist der 3:2-Teilungspunkt von AFE und
der 3:2-Teilungspunkt von DB.

Wir berechnen den 3:2-Teilungspunkt von
AE und setzen E = B + 2C ein.
Wir setzen A+ C' = B+ D ein,

Also ist der 3:2-Teilungspunkt von AFE
gleich dem 3:2-Teilungspunkt von DB und

damit gleich dem Schnittpunkt S der ge-
raden g(A, E) und g(B, D).

Beweistext:
Voraussetzungen:
Mac = Mpp

& 3(A+C)=3(B+D)

& A+C=B+D

E = iB+2C

S ist der Schmittpunkt von ¢(A, FE)
und ¢g(B, D).

U zeigen:
S = 2A+:E=:D+3:B
Rechnung:

2 3 _ 2 3(1 2
= (A+0C)+:B
= §B+fn+%3

_ 2 32 3

S = (A+iE=:D+:B
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11.2 Metrische Geometrie

11.2.1 Das Punktprodukt

(a) Ist das Dreieck ABO in der Zeichnung wirk-
lich rechtwinklig bei O7

(b) Entwickeln Sie ein Kriterium, mit dem fiir be-
liebige Punkte A und B rechnerisch iiberpriift
werden kann, ob das Dreieck ABO rechtwink-
lig bei O ist.

Sind zwei Punkte A und B gegeben, so erhalten
wir mit dem Satz des Pythagoras fiir die Lange
der Stecke AB

|AB| = \/(b1 — CL1>2 + (b2 — CLQ)Q.

Den Betrag |a| einer reellen Zahl a kénnen wir auf
dem Zahlenstrahl als Abstand der Zahl a von der
0 interpretieren.

Genauso definieren wir den Betrag eines Punktes
A als Abstand des Punktes A vom Koordinatenur-
sprung O, also als Liange der Strecke AO,

|A| = |AO| = 1/ a} + d3.

Nach dem Satz der Pythagoras sind folgende Aus-
sagen aquivalent:

Das Dreieck ABO ist rechtwinklig bei O
A" +|B[* = [ABJ?
(a7 + a3) + (b7 + b3) = (b — a1)” + (b — a2)°
(af + a3) + (b7 + b3) = (b — 2a:b1 + a7)

+(b3 — 2azby + a3)

t ¢

& 0= —26L1b1 — 2(12[)2
& 0= —2(a1b1 + agbg)
& 0= a1b1 + a2b2

3 A
2
1
0
—1Q 2 @ 5 6 7
Le
-3
Ly B
A
1 R
AB|
b1 — a9
bQ ————— |
i |be—as
a1 by
a |al 0
2 -1 0 1 2
A
A2 PeE-mms=m=ms=—
1
1
1
1
1
A
1
1
(0] ai
A
|AB|
14|
O
|B|
B

Das Dreieck ABO ist also genau dann rechtwinklig bei O, wenn a1b; + asby = 0 ist.
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Fiir den Ausdruck a1b; + asby fithren wir daher folgende Schreibweise ein.

Punktprodukt:

Fiir Punkte A = (Zl) und B = <Zl> definieren wir das Punktprodukt
2 2

Ae B =aib; + ashs.
A o B ist eine reelle Zahl. Fiir A e A schreiben wir kurz A2.
Wir haben den folgenden Satz gezeigt.
Streckenlingen und Orthogonalitéit:

Fiir den Betrag eines Punktes A gilt |A| = \/a} + a3 = VAe A= VA2
Fiir die Lange einer Strecke AB gilt

|AB| = /(b1 —a1)2 + (b2 —a2)2 = /(B— A) e (B— A) = /(B— A2 = |A- B|.
Das Dreieck ABO ist genau dann rechtwinklig bei O, denn A e B = 0 ist.

Fiir das Punktprodukt gelten folgende Rechenregeln.

Rechengesetze des Punktproduktes:
Seien A,B und C Punkte sowie r eine reelle Zahl. Dann gilt

(1) AeB=DBeA (Kommutativgesetz)

(2) (rA)eB=r(AeB)=Ae(rB)

(3) (A+B)eC=Ae(C+ BeC(C (Distributivgesetz 1)

(4) Ae(B+(C)=AeB+ Ae(C (Distributivgesetz II)
(5) A?2>0

(6) A% =0 genau dann, wenn A = O ist.

Wegen Rechenregel (2) konnen wir auf die Klammern verzichten und schreiben r Ae B
anstelle von r(A e B) beziehungsweise (rA) e B.

In Beispiel 6 zeigen wir die folgende geometrische Interpretation des Punktproduk-
tes.

Geometrische Interpretation des Punktproduktes: X

Ist A normiert, d.h. |[A] =1, so ist der Fufspunkt X, des g=RA
Lotes durch X auf die Gerade g = RA gegeben durch X _

X,=(XeA) A

Xg=r-Amitr=XeA, A

(0]

Man sagt auch: ,Durch das Punktprodukt wird der Punkt X auf die Gerade
g = RA projiziert.“

X o A ist der orientierte Betrag des Lotfuflpunktes. Das Vorzeichen von X e A
gibt an, auf welcher Seite der Geraden g = RA der Lotfulspunkt liegt.
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Beispiel 1
Beweisen Sie das Kommutativgesetz fiir das Punktprodukt.
Loésung:
Ae B =ab + ayb, (Definition von e)
= bia; + byay (Kommutatixgesetz in R)
=Be A (Definition von e)

Beispiel 2: Binomische Formeln
Beweisen Sie die binomischen Formeln fiir Punkte A, B € R2.

(1) (A+B)?=A*>+2Ae B+ B? (3) (A+B)e(A—B)=A?>—B?
(2) (A-—B)?*=A*>-2Ae B+ B?

Losung:
Beispielhaft zeigen wir (1).

(A+B)?=(A+B)e(A+ B) (Definition von X?)
=Ae(A+B)+ Be(A+ B) (Distributivgesetz I)
—AeA+AeB+BeA+BeDB (Distributivgesetz I1)
—AeA+AeB+AeB+ BeB (Kommutativgesetz)
=AeA+1(AeB)+1(AeB)+BeB (Rechengesetz (2))
=AeA+(1+1)AeB+BeB (Distributivgesetz I)
= A’ +2Ae B+ B? (Definition von X?)

Beispiel 3
Seien A, B, X, Y Punkte. Zeigen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass die
folgenden von den reellen Zahlen bekannten Aussagen fiir Punkte falsch sind.

(a) Wenn A e B =0 ist, dann ist A = O oder B = O.
(Wenn ein Produkt O ist, dann muss einer der beiden Faktoren O sein.)

(b) Wenn X ¢ A =Y e Aist, dann ist X =Y (fiir A # O).
(Kiirzungsregel )

(c) (Ae B)? = A%B2.

Loésung:

(a) Fiir A = G) B (_11) ist Ao B =0, obwohl A+ O und B # O ist.
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(b) Fir X = (?),Y: <§),A: <;> ist XeA=4=Y e A, aber X #Y.

2

(c) Fiir A = (é),B: G) st (Ao B)2=1+1e2— A2B2.

Beispiel 4

Sei A = (g)

(a) Geben Sie drei verschiedene Punkte X an, so dass das Dreieck AX O recht-
winklig bei O ist.

(b) Geben Sie alle Punkte X an, fiir die das Dreieck AXO rechtwinklig bei O
ist.

Losung:
3 5 3
(a) Ist X = 5 ,s0ist Ae X = 5 5) =5 3+3-(—5)=0.

):
e (e () (;)
INC

—6 ) 6
Ist X = 10 ,801st Ae X = 10 6)+3-10=0.

Fiir diese Punkte ist also das Dleleck X0 1echtw1nk11g.

(b) Es sind #dquivalent:

Das Dreieck AXO ist rechtwinklig bei O

by

o XeR(—ﬁ):R(j).

Das Dreieck AXO ist also genau dann rechtwinklig, wenn X auf der Ursprungsge-

raden R (_53> liegt.
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Beispiel 5
Zeigen Sie mithilfe der Rechenregeln fiir das Punktprodukt, dass ein Dreieck
ABC genau dann rechtwinklig bei C' ist, wenn (A — C) e (B — C) = 0 ist.

Lo6sung:
Nach dem Satz der Pythagoras sind folgende Aussagen dquivalent:

Das Dreieck ABC' ist rechtwinklig bei C
& |AC) + |BCP = |ABP? 2
& (A-0)P+(B-0)*=(A-DB)? 4]
& (A*—24Ae¢(C+C*)+(B*—2Be(C +(C?) 4B

—A* - 2AeB + B? ¢
& —24eC+20°—2BeC = —24eB 8 -
& AeB—-—Ae(C —Be(C+(C*=0

& (A-C)e(B—C)=0.

Beispiel 6: Geometrische Interpretation des Punktproduktes

_2
Gegeben sind die Punkte A = v5 | und X = 4 .
-+ 4
(a) Zeigen Sie, dass A normiert ist, dass also X
|A| =1 ist.
1X]

(b) Berechnen Sie Y := (X o A)A. 2

(c) Zeigen Sie, dass das Dreieck XOY bei Y
rechtwinklig ist. a0

(d) Vergleichen Sie |Y| und X o A.

(e) Zeigen Sie allgemein: Sind A und X Punk-
te und ist |[A] =1 und Y = (X e A)A, so
ist das Dreieck XOY rechtwinklig bei Y.

Losung:

(a) [4] = /(= F P+ () = Vi=1




11.2. METRISCHE GEOMETRIE 159

(¢) zu zeigen: (X —Y)eY =0.
pemer o= (- ()0

R

LSl

-(¥):
5
Also ist das Dreieck XOY bei Y rechtwinklig.

5 5 25— \/ 5 T /B
|Y| und A e X sind also bis auf das Vorzeichen gleich.

d) Y] =/(Z)2 4 (22 =, /220 _ /144 _ 12 A.X:_\/lg.zl_%,;l:_\l/_%'

(e) zu zeigen: (X —Y)eY =0.

Rechnung: (X—Y)eY =(X—(XeA)A)e (X e A)A
=(XeoeA)(AeA)— (XeA)(XeA)(AeA)
=(X o A)(Ae A) — (X o A)(X 0 A) |A]?
=0

Beispiel 7
Sei ABC' ein echtes Dreieck und K = Myc, L = Mpc. @)
Zeigen Sie, dass |[KL| = 3 |AB| ist.
K i
4 B
Losung:
Es gilt
|KL|> = |Mac — Mpe|* = 1A+£C—£B—102— l(A—B) :
CIACT Bl T Rt Y T T T2
1 | , 1 )
~(5¢4-B) =y~ B2 ={1aBP,

also |[KL| = 1|AB].
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11.2.2 Orthogonale Geraden

Ein Haus steht an der Stelle X = - und soll

7
an ein Glasfaserkabel angeschlossen werden, das X
entlang der Geraden ; I
5\ | (5 ol
o-2(3)+ ) !
2.
verlduft. Geben Sie die Gleichung der Geraden ] g \
an, entlang derer die kiirzeste Anschlussstrecke 01,43 4567891011

verlauft.
Berechnen Sie die Koordinaten des Anschluss-
punktes und die Linge des Anschlusskabels.

Zwei Geraden g = RA+ P und ¢’ = RA’+ P’ sind
genau dann orthogonal zueinander, wenn die dazu-
gehorigen Ursprungsgeraden RA und RA’ orthogo-
nal zueinander sind, wenn also das Dreieck AA’O

rechtwinklig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
Ae A =0 ist.

Orthogonale Geraden:
Zwei Geraden ¢ = RA + P und ¢ = RA’ + P’ sind genau dann orthogonal
zueinander, wenn A e A" = 0 ist. Wir schreiben g1 ¢'.

a2

Es ist (—aa2> . (al) = —asa1 4 aas = 0. Deshalb gilt der folgende Satz.
1

Lotgerade:
Ist g = RA+ P eine Gerade und X ein Punkt, so

_maAl
ist die Lotgerade auf g durch X gegeben durch [=RA-+ X

ai

[ =RAY + X mit AL:(_‘”).

Der Lotfufipunkt X, ist der Schnittpunkt der Ge-
raden [ und g. Der Abstand des Punktes X von g=RA+ P
der Geraden g ist die Lange der Strecke X X,.
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Beispiel 1
Berechnen Sie den Abstand des Punktes X =

) 2 1\ .
wobel A = <1) und P = (2) ist.

6

3) von der Geraden g = RA+ P,

Losungsvariante 1:
1.) Aufstellen der Lotgeraden:
Die Lotgerade [ auf g durch X ist

oAl B -1 3
[=RA —|—X—]R(2 + E

2.) Berechnung des Lotfuflpunktes X, als
Schnittpunkt von [ und g:

(1)) () ()

I @ 2r +s = 2
< [I[ Dor =28 = 4]
1 D 2r +s = 2
< lf—zu . Bs = —6}
6 8
& s:—gundr:g.

Der Lotfullpunkt ist also

<1001

3.) Abstandsberechnung:

Der Abstand d des Punktes X von der Ge-
raden g ist

d = |XX9|:|X_X9|

=16 - (=101
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Losungsvariante 2:
Der Abstand des Punktes X von der Geraden

6 X
g = RA + P ist genauso grol wie der Abstand st | ]
des Punktes : Eall
P
2
=RA+ EBA/-P
X' =X _-—P= (2) — G) = (Z) . . Xl =X 9 AN A
/4/_3-2 01 2 3 45 6 7 8 9
RATO

von der Ursprungsgeraden RA.

1.) Normierung von A:

2
Es ist |A| = v/5, also ist A’ := \/ig A= (@) ein Punkt auf RA mit |A’| = 1.

V5

2.) Berechnung des Fufpunktes Xi, des Lotes durch X’ auf RA mithilfe des
Punktproduktes:

s - e (- (3) () -5 (8)- Q)

3.) Abstandsberechnung:
Der Abstand d des Punktes X von der Geraden g ist gleich dem Abstand des
Punktes X’ vom Punkt X ,, also

v | (2 BN |8\ /36 6
i= =] (1) - ()= [(¥)]= V5 = 5

Beispiel 2: Mittelsenkrechte

Gegeben ist die Strecke AB mit den Endpunkten A = (2) und B = (10).
(a) Stellen Sie die Geradengleichungen fiir die

—_

Mittelsenkrechte m 45 der Strecke AB auf. ; mAB
(b) Zeigen Sie rechnerisch, dass der Punkt ;
M
X = ; auf der Mittelsenkrechten m4p z i
)
0

liegt. Berechnen Sie die Léngen der Stre-
cken AX und BX.

-1 01234/66789101112

(c) Seinun eine beliebige Strecke AB gegeben.
Zeigen Sie, dass ein Punkt X genau dann
auf der Mittelsenkrechten m4pg von A und
B liegt, wenn |AX| = |BX] ist.
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Loésung:

(a) Die Mittelsenkrechte verlduft ortho-
gonal zu R(A— B) und durch den Punkt
MAB-

(b) Variante 1: X = (A (-1) - (

% (22)+(5) = man

Variante 2:

Ein Punkt X liegt genau dann auf der
Mittelsenkrechten m 45, wenn die Gera-
de g(X, M4p) orthogonal zur Geraden
g(A, B) ist, wenn also (A— B) e (Myp —
X) =0 ist.

map = R(A— B)" 4+ Myp

—2
-8

= (A—B)i+%(A+B)

20
<))

) + (i) liegt auf der Geraden

Rechnung:
(A—B) e (Msp—X)

NGRER

Also liegt der Punkt X auf der Mittelsenkrechten.

)
- [\-3

Esist |[AX|=|A - X]| = ‘ >’ = /(=52 + (-3)2 = /34 und

x| =15 x1 = |( %)= vFT or = v

(¢) Wir legen das Koordinatensystem
so, dass A = O ist und zeigen die
Behauptung durch Aquivalenzumfor-
mungen.

X
maB
B
'M = 1B
AB—§
A=0 \

T 00

i

Tt ¢

|IBX| = |AX]|
IBX|> = |AX|”.
(B-X)=(A-X)
B?>-2Be X + X? = X?
B?—-2BeX =0
1
5B?—B.XZO

1
B.(EB—X):()
(A—B).(MAB—X):O
X € mgp
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Beispiel 3: Umkreismittelpunkt
Gegeben ist das Dreieck ABC' mit den Eckpunkten A = (8), B = (4) und

C:(E;).

(a) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Mittel- C
senkrechten m4p und mpc. 6
Zeigen Sie, dass dieser Punkt ebenfalls auf 5
der Mittelsenkrechten m 4o liegt. : 5
Konnen Sie diesen Nachweis erbringen, ohne
die Geradengleichung der Mittelsenkrechten 1 A
mac aufzustel].en? 01 2 3 45 6 7 8 9 101
Welche geometrische Bedeutung hat der
Schnittpunkt?

(b) Sei nun ein beliebiges Dreieck ABC' gegeben. Zeigen Sie, dass sich die
Mittelsenkrechten m4p, mpec und m ¢ stets in einem Punkt U schneiden.

Loésung:
(a) Aufstellen der Geradengleichungen der Mittelsenkrechten:
mag = R(A— B)* + Map mpe = R(B — O)* + Mpo

1 i
4 6 —4 6
(%) () -#(0) <)
2 6 4 6
UMY (1) ()
Schnittpunktberechnung von mag und mpco:
2 n 6) 4 n 6
"\4 2) =%\~ 5
- 2\ 4\ (0
"\a) 7\ —4) T 3
2r —4s = 0
dr +4s = 3
1
& 7“251111dszz1

Der Schnittpunkt von m4p und mpc ist also U = % (Z) + (6) = (7)
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Nachweis U € mac:

Der Punkt U liegt genau dann auf der
Mittelsenkrechten m o, wenn die Gera-
de g(U, Mac) orthogonal zur Geraden
g(A, C) ist.

Geometrische Bedeutung:

Rechnung:
(A-C) o (Mac—-U)

- (-

Also ist g(A, C)Lg(U, Myc).

Der gemeinsame Schnittpunkt U der Mittelsenkrechten hat nach Aufgabe 2 von
allen Eckpunkten des Dreiecks ABC' den gleichen Abstand und ist deshalb der Mit-

telpunkt des Umbkreises des Dreiecks ABC'.

(b) Sei U der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten map und mpe. Wir legen das

Koordinatensystem so, dass U = O ist.

U liegt auf map.
U liegt auf mpc.

Einsetzen von U = O.

Der Punkt U liegt genau dann auf der
Mittelsenkrechten m o, wenn die Gera-
de g(U,Msc) orthogonal zur Geraden
g(A, C) ist.

Einsetzen von U = O.

Voraussetzungen:
(A—B) e (Map—-U)=0
(B-C) o (Mpc—U)=0
(A—B) e Msp=0
(B—C) [ MBCZO
2u zeigen:
(A—C) ® (MAc—U):O
Rechnung:
(A—O).(MAC—U)
= 3(4- 0) (A+C)
= -
- e -p B -
~ H+Bea-B)
“(B+C)e(B—C))

== MAB.(A—B)‘l—MBC.(B—C)
= 0+0=0
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Beispiel 4: H6henlinien im Dreieck

Gegen ist das Dreieck ABC mit den Ecken A = <4) B = (11) und C = (13).

3 bl

6

11
(a) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Ho-

henlinien h4 und hp.

Zeigen Sie, dass dieser Schnittpunkt auf
der Hohenlinie h¢ liegt.

Konnen Sie diesen Nachweis erbringen, oh-
ne die Geradengleichung von h¢ aufzustel-
len?

(b) Sei nun ein beliebiges Dreieck ABC gege- " 27 °2°7°%° R
ben. Zeigen Sie, dass sich die Hohenlinien
in einem gemeinsamen Punkt H schneiden,
dem Hdéhenlinienschnittpunkt.

(a) Geradengleichungen der Hohenlinien:

ha=R(B—-C)-+ A hg=R(A—-C) +B
1 1
-2 4 -9 11
-=(2) + () -=(3) +(5)
5 4 8 11
“=(5)+(3) -=(%) (%)
Schnittpunktberechnung von ha und hpg:
5 n 4\ 8 n 11
"2 3] =%\ -9 6
- 571 8\ (7
"\—2) 7 \—9) " \3
< r=3unds=1

Der Schnittpunkt ist H = 3 - (_52> + (;L) = (i%)

Nachweis H € h,.: Rechnung:

Der Punkt H liegt genau dann auf (C—H) o (A—B)

der Hohenlinie he, wenn die Gerade _ —6 . (—7) _ 0
g(C, H) orthogonal zur Geraden g(A, B) 14 -3

ist, wenn also (C'— H) e (A — B) = 0 ist. Also ist g¢(C,H)Llg(A,B) und
H € he.
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(b) Wir wéhlen das Koordinatensystem so,
dass C' = O ist. Sei H der Schnittpunkt
der Hohenlinien A4 und hp. Wir zeigen,
dass H € hg ist.
H liegt auf ha. 0 = (A—H)e(B-0C)
Einsetzen von C' = O. = (A—H)eB

= AeB—-HeB
H liegt auf hp. 0 = (B—H)e(A-0C)
Einsetzen von C' = O. = (B—H)e A

= BeA—-—HeA

U zeigen:
Der Punkt H liegt genau dann auf der Ho6- H liegt auf der Hohenlinie Ac.
henlinie h¢, wenn die Gerade ¢g(C, H) or- (C—H) o (A—B)=0
thogonal zur Geraden g(A, B) ist.
Rechnung:
Einsetzen von C' = O. (C—H)e(A—DB)
Einsetzen der Voraussetzungen = He(A—-DB)
HeA=AeBund He B=AeB. HeA—-HeB
= AeB—-AeB
= 0

Also schneiden sich alle drei Hohenlinien im Punkt H.
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Beispiel 5: Eulergerade

Eulergeraden.

In einem Dreieck ABC sei U der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
(Umbkreismittelpunkt), H der Hohenlini-
enschnittpunkt und S der Schwerpunkt.
Zeigen Sie, dass S der 2:1-Teilungspunkt
der Strecke HU ist. Insbesondere liegen
H, S und U auf einer Geraden, der

Loésung:

R(B — C)LR(U — Mpc)

R(A — O)LR(U — Muc)

H ist der Schnittpunkt von h und hp

Koeffizientenvergleich
Einsetzen von r = —2, s = —2
Umformen

Voraussetzungen:
hy = RB-C)r+A
= (U MBC) + A
hg = ( ) + B
= (U MAC’) + B
2u zeigen:

tH + 2U=S=%i{A+B+0)

= U—MAc)-f—B
< rU —%T‘B—;TC-FA
:SU—%SA—%anLB
r=-—2,5s=-2
H = T(U—MBc)+A

= 20-3B+0C)+4
= 2U+A+B+C

H + 2U=3A+B+C)=S5

1
3

Beispiel 6: Diagonalenlinien in einer Raute
Sei ABCD eine Raute. Zeigen Sie, dass die Diagonalenlinien senkrecht aufein-
ander stehen, dass also g(A,C)Lg(B, D) ist.
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Loésung:

Voraussetzungen:

In einer Raute sind alle Seiten gleich
lang.

R

44

A-B|=|A-D|
|A—B|*=|A-DJ

(A— B = (- D)

A2 —2A e B+ B?
=A?—-24Ae D+ D?
AOB—AODI%(BQ—D2>

|D—-C|=|B-C|
ID—C|*=|B-CJ
(D—C) = (B - O
D?—-2De(C +C?
=B?2-2Ce(C + (C?

— —BeC+DeC=1(D2-B?

U zeigen:

Die Diagonalen g(A4,C) = R(A-C)+C (A-—C)e(B—D)=0

und ¢(B,D) = R(B — D) + D stehen
senkrecht aufeinander.

Rechnung:

Einsetzen der Voraussetzungen.

(A—C)e(B— D)
AeB—AeD—-Be(C+(CeD
L(B? - D) + }(D? - B?)

0

Also stehen die Diagonalen senkrecht
aufeinander.

Beispiel 7

gleichschenklig bei M.

Sei ABCD ein Viereck und M der Mittelpunkt von AC. Das Dreieck BC'M sei

Zeigen Sie, dass das Dreieck AC B rechtwinklig in B ist.

Losung:
Voraussetzungen:
M ist der Mittelpunkt von AC. Das M=1(A+0C)
|BM| = |CM|

Dreieck BC'M ist gleichschenklig bei M.

Wir vereinfachen die Voraussetzungen. =
=

4y

(B~ M)? = (C — M)?

B2 —2Be M + M?
=C?—-2C e M + M?
B?—Be(A+(C)=C*-Ce(A+C)
B*=Be(A+(C)+C*—Ce(A+()
=AeB+Be(C —Ae(
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Das Dreieck ABC' ist rechtwinklig
bei B.

Einsetzen der Voraussetzung
B’=AeB+Be(C —Ae(.

U zeigen:

(A—B)e(C—-B)=0

Rechnung:

(A~ B)e(C - B)

= 0

Ae(C —AeB— Be( + B?
Ae(C —AeB—-Be(+AeB
+Be( —

Ae(C

Beispiel 8

rechtwinklig in B.

Sei ABC'D ein Viereck und M der Mittelpunkt von AC. Das Dreieck AC'B sei

Zeigen Sie, dass das Dreieck BC'M gleichschenklig bei M ist.

Losung:

M ist der Mittelpunkt von AC.

Das Dreieck AC'B ist rechtwinklig in
B.

Wir vereinfachen die Voraussetzun-
gen.

Das Dreieck BC'M gleichschenklig bei
M.

Wir berechnen die Quadrate der Stre-
ckenlédngen.

Wir setzen die Voraussetzungen M =
H(A+C)und B> =—-Ae(C+AeB+
B e (' ein.

Voraussetzungen:
M S(A+C)
0 = (A—-DB)e(C —B)
= Ae(C —AeB—Be( + B?
= B? = —Ae(C+AeB+Be(
U zeigen:
|BM| = |C M|
Rechnung:
|BM[* = |B— M|’
— (B- M)’
= B?2—-2BeM + M?
= —Ae(C+AeB+Be(
—Be(A+C)+ M?
= —Ae(C+AeB+Be(
—BeA—BeC+ M?
= —Ae(C + M?
cM)* = |C—M[
= (C-M)

C?—2C e M + M?
C*—Ce(A+C)+ M?
—Ae(C + M?

Also ist |[BM| = |CM]|, das Dreieck
BCM ist also gleichschenklig bei M.
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Beispiel 9: Hohensatz

Sei ABC ein bei C rechtwinkliges Dreieck, H
der Hohenfutpunkt, i die Linge der Hohe und
p und ¢ die Langen der Hypotenusenabschnitte

wie in der Zeichnung.
Zeigen Sie, dass

h* = pq

gilt.

AT p=1jAH  Hy=|HB)

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem so, dass C' = O ist.

g(A, C) ist orthogonal zu g(B, ().
Einsetzen von C' = O.
g(A, H) ist orthogonal zu g(H, C).
Einsetzen von C' = O.

g(B, H) ist orthogonal zu g(H, C).
Einsetzen von C = O.

H liegt zwischen A und B.

Einsetzen der Voraussetzung H liegt
zwischen A und B.

Einsetzen der Voraussetzungen H? =
AeH, BeH =H?und Ae B =0.

Voraussetzungen:
0 = (A-C)e(B—-C)
= AeB
0 = (A—H)e(H-C)
= (A—H)eH
= AeH —H?
0 = (B—H)e(H-C)
(B—H)eH
= BeH - H?
|AB| = |AH|+ |HB]
= |[A-B|] = |A—H|+|H - B|
= [A-B]’ = ([A-H|+|H-B|)
= (A-B)? = (A-H)?
+2|A—H|-|H — B|
+(H — B)?
Zu zetgen:
h* = pq
Rechnung:
pg = |[A—H|-|H- B

5(A=B) —(A-H)’ - (H - B)?)
—H>~-AeB+AeH+HeB
—AeH—-0+Ae H+ H?
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Beispiel 10: Kathetensatz

Sei ABC' ein bei C rechtwinkliges Dreieck mit
den Seitenlingen a, b und ¢, H der Hohenfuf-
punkt, p und ¢ die Lingen der Hypotenusenab-
schnitte wie in der Zeichnung.

Zeigen Sie, dass

a>=qgc und b =pc

gilt.

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem so, dass C' = 0 ist.

Voraussetzungen:
g(A, C) ist orthogonal zu g(B, C). 0 = (A-C)e(B-0C)
Einsetzen von C' = O. = AeB
g(A, H) ist orthogonal zu g(H,C). 0 = (A—H)e(H-C)
Einsetzen von C' = O. = (A—H)eH
= AeH —H?
g(B, H) ist orthogonal zu g(H, C). 0 = (B—H)e(H-C)
Einsetzen von C' = O. = (B—H)eH
= BeH - H?
H liegt zwischen A und B. |HDB| = |AB| - |AH|
= |H-B| = |A-B|—-|A-H|
= |H—BP = (A—B|—|A—H)
= (H-B)* = (A-B)?
—2|A— B||A—- H|
+(A— H)?
2u zeigen:
V=c-p
Rechnung:
Einsetzen der Voraussetzung H liegt c-p = |A—-B||A-H|

zwischen A und B. =
Einsetzen der Voraussetzungen =

AeH = H? BeH = H? AeB = (.

L(A—B) + (A— H)? — (H — B)?)
A2— AeB—-—AeH-+HeB

A2 —0— H?+ H?

A2

A

b2
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Beispiel 11: Satz des Thales

Sei ABC' ein Dreieck, M der Mittelpunkt von
AB. Zeigen Sie, dass die folgende Aussage gilt:
Das Dreieck ABC ist genau dann rechtwinklig
bei C, wenn |[AM| = |CM] ist.

Letztere Aussage bedeutet, dass C' auf dem Kreis
mit Mittelpunkt M durch A liegt, dem soge-
nannten Thaleskreis.

o g
i!
oyl

Losung:
Wir legen das Koordinatensystem so, dass C' = 0 ist.

Dann gilt

AM|* = |A-M[’
= (A-— M)
= A2 —2Ae M+ M?

1
= A2—2Ao§(A+B)+M2
= A’ — Ae(A+ B)+ M?
= A2—A’—AeB+|CM|
—AeB+|CM?,

und damit |AM| = |CM]| genau dann, wenn A ¢ B = 0 ist, wenn also das Dreieck
ABC rechtwinklig bei C' ist.
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Beispiel 12

Seien g := R>o - X + S und h := R>( - Y + 5 zwei nichtparallele Strahlen mit
Scheitelpunkt S sowie [ € R..

Zeigen Sie, dass es einen Punkt M gibt, so dass fiir alle Punkte A € gund B € h
mit |AS| + |BS| = 1 gilt, dass M auf der Mittelsenkrechten msp von A und B
liegt.

Losung:

Wir legen das Koordinatensystem so, dass
S = O ist. Wir nehmen aukerdem an, dass
|X| = |Y| = 1 gilt. Die beiden Schen-
kel sind dann die Punktmengen R>,.X und
R>oY.

Da nach Voraussetzung RX J RY ist,
existiert der Schnittpunkt M der Mittel-
senkrechten moq.x) und mo(.y).

Seien nun A € R>oX und B € R>oY mit [ = |AS| + |BS| = |A4| + |B|.
zu zeigen: M liegt auf der Mittelsenkrechten mp von A und B, d.h.

(A~ B)e (M~ Mag) = 0.

Fall 1: A = O.
Dann ist B =1-Y und damit M € mug.
Fall 2: A=1-X.

Dann ist B = O und damit ebenfalls M € myp.

Fall 3: A0 und A#1-X

Dann finden wir ein ¢ €]0,/[ mit A=¢- X und B=(l—1t)-Y.

Da A # O ist, existiert der Schnittpunkt N der Mittelsenkrechten m 4p und mo.y).
Da N € mMo(-y) ist, gllt

:(N—E'Y).Y:N.Y—l,
2 2

also NoY:é.

Wir zeigen, dass N = M ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass N € mo.x) ist, dass

also
l l
O:(N—§-X)0X:N0X—§

gilt.
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Da N € myp ist, ist

0 = (N—%(A+B))0(A—B)

= No(A—B)—%(AQ—BQ)

= No(t-X—(l—t)~Y)—%(t2—(l_t)2)

= HNeX)— " 5(—l2+2l1t)
= t(NQX)—%l
= t((NoX)—%).

Dat # 0 ist, ist (N e X) — £ =0 und damit N € mo.x).
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11.2.3 Winkel

Zwei Punkte A = (g) und B = (é

mit dem Koordinatenursprung einen Winkel ~.
Berechnen Sie die Grofe des Winkels ~.

) bilden

|
N}
=

01 2 3 4 5 6

|
LQOA!\)Q}&O\G)

Zwei Punkte A # O und B # O bilden mit dem B
Koordinatenursprung einen Winkel £(A, O, B),
wofiir wir kurz £(A, B) schreiben. Mit dem Ko-

sinussatz erhalten wir |B| |AB]

|AB|” = |A]* + | B — 2|A| | B| cos £(A, B), ds. A

A]” +|B]® — |ABJ"

cos {(A,B) =

2|A[|B]
A +B*-(A-B)
21A[|B]
_ A*4+B*— (A’-2AeB+ B?)
2[A[|B]
_ AeB
[A[1B]
Ursprungswinkel:

Fiir die Grofe des am Koordinatenursprung durch zwei Punkte A # O und
B # O eingeschlossenen Winkels gilt
AeB

cos £(A, B) = ATIB| und 0 < L(A, B) < 180°.

In einem beliebigen Dreieck ABC' berechnen wir
den Winkel an der Ecke C, indem wir das Dreieck

zum Ursprung verschieben:

cos {£(A,C,B) = cos£(A—-C,0,B—-C)

= cosd(A-C,B—-C)
(A-C)e(B—C) A- »
A=Cl|IB-C| BYC
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Innenwinkel eines Dreiecks:

Fiir die Grofe des Innenwinkels £(A, C, B) eines Dreiecks ABC' an der Ecke C
gilt

(A-C)e(B-0C)

cos L(A,C,B) =cos£(A—-C,B—-C) = A—ClB_C

wobei 0 < £(A,C, B) < 180° ist.

Beispiel 1 B
Berechnen Sie die Grofe des Winkels £(A, B, C).

-4 -3 -2 -1 |01 2 3 4 5

Losung:
Es ist

cos £(A,B,C) = cos{(A—-B,C —B)

_ Cosé((_Z) | (—5>) _ (‘21> ) (:g) 18

h CNE) =

also £(A, B,C) =~ 41,63°.

Beispiel 2
Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck ABC' der Seitenlédnge 5.
Berechnen Sie (B — A) o (C'— A).

Losung:
(B—A)e (C—A)
Erweitern. = |B—-A||C - A] %
|B—A||C — Alcos4(B—A,C—A)
|BA||CA|cos £(B, A, C)
In einem gleichseitigen Dreieck sind die = 5-5-cos60°

Groken der Innenwinkel immer 60° %
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11.3 Kreise

Lassen Sie sich mit GeoGebra durch Eingabe von

(&) [(z,y) = (1,2)[ =3 (b) (z—-1)2+(y—2)2=9

die Punktmengen
@ {xix-(3)] -2} (6) (X | (21— 1+ (22 — 27 = 9)

anzeigen. Beschreiben Sie die Mengen und begriinden Sie, weshalb Sie jeweils die
gleichen geometrischen Objekte erhalten.

Ist ein Punkt M und eine reelle Zahl » > 0 ge- T3
geben, so liegt ein Punkt X genau dann auf dem

Kreis k(M) mit Mittelpunkt M und Radius r,

wenn | X M| = r ist. Der Kreis k(M) besteht also

aus allen Punkten X fiir die |[X M| = r ist.

T
Ist M ein Punkt und r eine positive reelle Zahl, so ist die Punktmenge

k(M) = {X|[MX|=r}
= {X|[M-X[=r}
= {X|V(M-X)>=r}
— (X0 M2 =)
= {X|(z1 —m1)?+ (22 — my)? =%}

ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r.

Die Punktmenge k,.(M) ist genauso wie die Koordinatendarstellung einer Geraden
implizit gegeben.

Beispiel 1
Geben Sie den Kreis k(M) mit Mittelpunkt M = (Zl%) und Radius r» = 4 als

Punktmenge an.
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Loésung:
Es ist

k(M) = {X|'X G)‘ }
i () -]
SRIERGES

= {X|(z1 =32+ (22— 1)> = 16}
= {X|(2z] =621 +9)+ (25 — 22+ 1) = 16}
= {X |2} — 621+ 23 — 2, =6}
Bei den ersten vier Darstellungen kann der Mittelpunkt und der Radius des Kreises

sofort abgelesen werden. Bei den letzten beiden Darstellungen ist dies nicht mehr so
einfach moglich.

Beispiel 2
Zeigen Sie, dass die Punktmenge {X | 2% — 10z + 23 — 4zy = —20} ein Kreis ist
und bestimmen Sie dessen Mittelpunkt und Radius.

Losung:

Wir fiihren die quadratische Ergdnzung durch sowohl fiir den Term, der die Variable
x1 enthélt als auch fiir den Term mit der Variablen x5, so dass wir die binomische
Formel anwenden koénnen:

{X | 2% — 10z, + 23 — 4a5 = —20}
= {X | (2] — 1021 + 25) + (25 — 4y + 4) = —20 + 25 + 4}
= {X|(z; =52+ (z2—-2)*=9}

- (- 6) -
- i (5=

Aus den letzten beiden Darstellungen kénnen wir den Mittelpunkt M = (g) und
den Radius r = 3 direkt ablesen.



180 KAPITEL 11. GEOMETRIE DER EBENE

Beispiel 3
Uberpriifen Sie, ob der Punkt A innerhalb, auferhalb oder auf dem Kreis

Lo6sung:

Der Kreis hat den Mittelpunkt M = (

1 und den Radius r = 5. Ist |AM| < r, so

liegt A innerhalb des Kreises. Ist [AM| = r, so liegt A auf dem Kreis. Ist [AM| > r,
so liegt A auferhalb des Kreises.

(a) Esist [AM[> = (1+3)2+ (4 —1)% =25 = 72, also liegt der Punkt A auf dem
Kreis.

(b) Esist [AM|* = (=5 +3)2+ (3 —1)> = 8 < 25 = r2, also liegt der Punkt A
innerhalb des Kreises.

(¢) Bsist |[AM]* = (0+3)>+ (=5 — 1)® = 45 > 25 = 72, also liegt der Punkt A
aukerhalb des Kreises.

Beispiel 4: Kreis durch drei Punkte

: : 15 13 7
Gegeben sind die Punkte A = 3 ), B = <12 und C' = (12).

Bestimmen Sie den Kreis durch die Punkte A, B und C.

Losungsweg 1:

Fiir den Mittelpunkt M = <Zl) und den Radius r gelten die Gleichungen
2

(a1 —m1)? + (ag —m2)? = 7r? [(15—m1)?2+ (8—m9)? =
(bl —m1)2+ (bg —m2)2 = T2:| = (13—m1)2+ (12—m2)2 =
| (c1 —m1)? + (c2 —m2)? = 7r? | (T—m1)? + (12—mo)? =
[225 — 30my +m? + 64 — 16ma +m3 = 12 [(15 —my)? + (8 —m2)? =
& [169 — 26my +m? + 144 — 2dmy +m3 = 1| & —4my + 8my = 24
| 49 — 14mq + m? + 144 — 2dmy + m3 = 7~2] i —12m, = —120

& mp = 10,mg = 8,7 = 5.

Es ist also k = {X | (z; — 10)* + (25 — 8)? = 5%}.
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Losungsweg 2:
Der Mittelpunkt M des Kreises ist der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten m g
und mpc.

map =R(A — B)* + Mup mpc =R(B — C)* + Mpc
1 1
2 1 15 13 6 1 13 7
=(5) 5((0)+@) =) () (D)
4 14 0 10
() (1) () (22)
Schnittpunktberechnung von mp und Der Kreis hat also den Mittelpunkt
mpc: (4 14\ (10
w=ea) + ()= (5)
4 14 0 10 5
tlo) 10) =5\6) T\ denRadiusr:|AM|:‘(0)‘:5,

& t@—s(g) - (—24) k={X|(z1 —10)* + (zo — 8)> = 5°}.

2
& t=—lund s=—2
und s 3

Beispiel 5: Schnittpunkte Kreis/Gerade

Berechnen Sie die Schnittpunkte der Ge-
raden g=R (_51) i (153) mit dem Kreis @
k(M) ={X | (z1 —5)? + (w2 — 4)? = 13}.

T g s ) i
Sekante Tangente Passante

Losung:

Ein Punkt X = (il) = ( 51> + (153> auf der Geraden g liegt genau dann auf
) _

dem Kreis k,(M), wenn
13= (11 —5)°+ (12 —4)> = (5t + 13 = 5)* + (—t + 5 — 4)* = 26t + 78t + 65

ist. Dies ist dquivalent zu ¢ = —1 oder ¢ = —2 . Die Schnittpunkte des Kreises k, (M)
mit der Geraden ¢ sind also

s () ()-0) m 5=2()+(2)-0)
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Beispiel 6: Kreistangenten
Sei k(M) = {X | (z1 — 3)* + (v — 4)?> = 5} der Kreis mit Mittelpunkt M =

Z) und Radius r = v/5.

a) Zeigen Sie, dass der Punkt P = 0 auf dem Kreis k.(M) liegt und
3
bestimmen Sie die Tangente an k, (M) durch den Punkt P.

(b) Bestimmen Sie die Tangenten an den Kreis k,.(M), die parallel zur Geraden
=R 2 + L ind
g=R(] _o ) sind.

Loésung:
(a) Esist (5—3)*+(3—4)? = 5, also liegt
der Punkt P auf dem Kreis k.(M). Die

Tangente t verlduft durch den Punkt P - R ((3) _ (5>
und ist orthogonal zur Geraden g(M, P).

(b) Wir berechnen zunéchst die Schnitt-
punkte S; und S, der Lotgeraden h auf g
durch M und dem Kreis k,.(M). Es ist

()0
()

Ein Punkt X = (il) =t _21 + (i) auf der Lotgeraden h liegt genau dann auf
2

dem Kreis k. (M), wenn 5 = (z1 —3)*+ (22— 4)* = (—t+3—3)?+ (2t +4—4)? = 5¢2

ist, wenn also ¢ = 1 oder ¢t = —1 ist. Die Schnittpunkte des Kreises k(M) mit der

Geraden h sind folglich

(300 m ()00

Die Tangenten t; und ¢, an den Kreis k.(M) parallel zur Geraden g sind also

1)) e () )




11.3. KREISE 183

Beispiel 7: Tangente an einen Kreis von einem Punkt aufierhalb des
Kreises

Sei k(M) = {X|(2,4+1)%+(22—3)? = 34} der Kreis mit Mittelpunkt M = <_31>

und Radius r = v/34. Bestimmten Sie die Tangenten durch den Punkt P = (I)
an den Kreis k,.(M).

Losung:
Ist S = (21> ein Beriihrpunkt einer Tangente durch N
2 k(M) ]
P an k.(M), so ist (S — M) e (S — P) = 0, da die ‘]
Gerade g(M, S) orthogonal zur Tangente verlduft und ]
(S — M)* = 34, da der Beriihrpunkt auf dem Kreis M‘Z/:
k.(M) liegt. 11
4

N

D54321]0123/4% 6 7\3\
Es sind dquivalent: s, b

(S — M)? = 34 o (s1+1)*+ (s2 — 3)? = 34
_(S—M)O(S—P) = 0 _(81+1)(81—7)+(82—3)(32—1) = 0
o [s3+ 251 +1+s3—6s2+9 = 34 o [s2+2s1+1+s3—6s2+9 = 34
|57 =651 —T+s3—452+3 = 0 I —851 + 252 = -20
- [(s1 4+ 1)2+ (52 — 3)2 = 34 - (514 1)% + (481 — 13)2 = 34
L S9 = —10+4s; L S9 = —1044s1
(1753 — 10251 + 136 = 0 (s —6s1+8 = 0
= =
S92 = —10+4s; S9 = —10+4s;
[s1 =4 oder s =2 . . _ _
& 5 _ _10+481] & 51 =4,80 =6 oder s1 = 2,5 = —2.

Die Beriihrpunkte sind also S; = (g) und Sy = (_22), die Tangenten

tlzR(Sl—P)JrP:R(_;))—I—(I) undtQZR(SQ—P)+P:R(:§>+(D.
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Beispiel 8: Lage Kreis/Kreis
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Kreise k£ und £'.
Vergleichen Sie dazu den Abstand der Mittelpunkte mit den Radien.

()b ={X | (z143)"+ (22 —2)* =25} K = {X | (z1 + 3)* + (22 — 9)* = 4}

O)k ={X | (21 —=3)*+ (z2+4)* =25} K = {X | (z1 — 2)° + (22 + 3)* = 4}
(k= {X | (z1+1)*+ 23 =20}, E={X|(x1 -3+ (z2 —4)* =4}

Losung:
Es gibt folgende Lagemoglichkeiten zweier Kreise k(M) und k., (M') mit dem Ab-
stand d = |[MM’| der Mittelpunkte:

Kein Schnittpunkt Beriihrpunkt Zwei Schnittpunkte
d>r+1" oder d=r+1" oder r—7r'|<d<r+71

d<lr—1'l d=Ir—r'l

(a) Der Abstand der Mittelpunkte ist

=|(2)- ()]

auferdem ist r +1' =542 ="7.
Da d = r + ' ist, beriihren sich die Kreise. Der Kreis £ liegt aufserhalb von k.

(b) Der Abstand der Mittelpunkte ist

1=|(3) - ()] |-

aukerdem ist |[r — 7’| = |5 — 2| = 3.
Da d < |r — 7’| ist, haben die Kreise keinen Schnittpunkt.
k' liegt innerhalb von k.

(c) Der Abstand der Mittelpunkte ist

(&) -] oo

aukerdem ist |[r—r'| = [v20—2| = 3v2 und r + 7' = V20 + 2 = (V10 +
V2)v2.

Da |r —r'| <d < r+ 7" ist, haben die Kreise zwei Schnittpunkte.
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Beispiel 9: Schnittpunkte zweier Kreise

Die  Kreise k = {X|(z;+1)>+253=20} und ¥ =
{X | (z1 —3)* + (xg — 4)*> = 4} schneiden sich in zwei Punkten. Berechnen
Sie die Schnittpunkte.

Losung:
Es sind dquivalent:

X ist ein Schnittpunkt von k£ und &’

- 1 (1 4+ 1)* + 23 = 20
_[[ : ($1—3)2+($2—4)2 = 4
1 T2 4 2wy + 13 = 19
A 2 2
[T : 27 —06xy+25 -8 = —21
N [ 1 D 2?4 2r + a3 = 19
[ —II : 8r;+8r; = 40
N [T 22420 +23 = 19
_[I : i) = 5—1'1
N (1T in I : 22420+ (—1)* = 19
I 11 . ) = 5—1'1
o [T 22 —dx+3 = 0
_[I : ) = 5—$1

& a1 =3, 29 =2o0der x; =1, = 4.

Die Schnittpunkte sind also S; = (g) und Sy = (411)






12 Geometrie des Raumes

12.1 Ebenen

12.1.1 Punkte im Raum

Geben Sie die Punkte P und () an. t

Ein Punkt A = Z; des Raumes besitzt drei Koordinaten aq, as und ag, die

die Position des Purcllf(tes auf der xi-, xo- und der z3-Achse angeben. Die x1-Achse

zeigt meist nach vorne, die xo-Achse nach rechts und die x3-Achse nach oben. Den
0

Koordinatenursprung | 0 | bezeichnen wir mit dem Buchstaben O. Die Menge aller
0

Punkte des Raumes bezeichnen wir mit R? (in Worten: ,R drei®).

Um einen rdumlichen Eindruck zu erhalten,
zeichnen wir die zi-Achse und die z9-Achse so,
dass sie einen Winkel von 45° einschlieffen.

Wéihlen wir auf der zo- und x3-Achse als Einheit
lem, so wahlen wir auf der xq-Achse als Einheit
\%cm. Im Heft entspricht dies genau einer Kast-

chendiagonalen.
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Um den Punkt A = g einzuzeichnen, bewegen wir uns 4 Einheiten in Richtung
der xi-Achse, 3 Einheiien in Richtung der xo-Achse und eine Einheit in Richtung
der x3-Achse. Zu beachten ist, dass wir die Punkte B = 2?5 und C' = 3 an
derselben Stelle einzeichnen wie den Punkt A. Wir kénnegjgie Koordinaten0 eines
Punktes also nur dann ablesen, wenn wir die Hilfslinien zum Punkt mit einzeichnen.

Es gibt drei Koordinatenebenen.

x1-ro-Ebene | festgelegt durch die x1-Achse af s
Eis und die x5-Achse L 4" Lo ay - pven
x1-r3-Ebene | festgelegt durch die x1-Achse g0 )
Eys und die x3-Achse Immpass ;’00"11 S dummmR;
xo-r3-Ebene | festgelegt durch die x5-Achse ik
FEos und die x3-Achse ¢ L

7

fi i a1 — x3 — Ebene

Wir addieren und vervielfachen Punkte des Raumes genauso wie Punkte der Ebene.

Summe zweier Punkte:

Zwei Punkte A, B € R3 des Raumes werden koordinatenwei- A+B
se addiert:
ax b1 ai + by 2 i
A + B = (05} = b2 = a9 -+ bg
as b3 as + bg
Dadurch entsteht ein Parallelogramm. 0/| =

Vielfaches eines Punktes:
Ein Punkt A € R? des Raumes wird koordinatenweise mit

aq ray
einer reellen Zahl r vervielfacht: r-A=r-|ay | = | ras
as ras
aq —Qaq
Auflerdem definieren wir: — [ as | = | —a2
as —as

Fiir das Rechnen mit Punkten des Raumes gelten dieselben Rechenregeln wir fiir
Punkte der Ebene.
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Rechengesetze fiir Punkte:
Seien A, B,C € R? Punkte des Raumes, r,s € R reelle Zahlen. Dann gilt

(1) A+ B=B+ A 5)r-(A+B)=r-A+r-B
(Kommutativgesetz) (Distributivgesetz I)

(2) (A+B)+C=A+(B+C0C) 6) (r+s)-A=r-A+s-A
(Assoziativgesetz) (Distributivgesetz II)

3) A+0=A (7) (rs)-A=r-(s-A)

(4) A+(-A) =0 8) 1-A=A.

Das Punktprodukt wird auch fiir Punkte des Raumes definiert:

Punktprodukt:
aq bl

Fiir Punkte A = [as | und B = | by | des Raumes R? definieren wir das
as bs

Punktprodukt A e B = a1by + asbs + asbs.
A e A ist eine reelle Zahl. Fiir A e A schreiben wir kurz AZ2.

Fiir die Lange der Strecke AB erhalten wir mit
dem Satz des Pythagoras

‘AB‘ = \/(a1 — b1)2 + (GQ — 52)2 + (ag — b3)2
= /(A=B)e(A-B)
(A— B

Fiir den Betrag eines Punktes gilt

|A] = |AO| = /a3 + a3+ a3 = VA =VA

Fiir den Betrag eines Punktes A € R? gilt

|A|=y/a?+ a3+ ai=VAeA=+VA%
Fiir die Lange einer Strecke AB gilt

‘AB‘ = \/(bl—a1)2+(b2—a2)2+(b3—a3)2
= V(B-A)e(B-4)
= (B-A2=|A-B|.

Das Dreieck ABO ist genau dann rechtwinklig bei O, wenn A e B = 0 ist.
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Die Berechnung von Winkelgrofen erfolgt auch fiir Punkte des Raumes wie gehabt.

Winkel:
Fiir die Grofe des am Koordinatenursprung durch zwei Punkte A # O und
B # O eingeschlossenen Winkels gilt

AeB

cos £(A,B) = ATIB| und 0 < L(A, B) < 180°.

Fiir die Groke des Innenwinkels £(A, C, B) eines Dreiecks ABC' an der Ecke C
gilt

A—C B-C
COSK(A,C,B):COSK(A—C’B_C’):( )‘( )

[A—Cl[B—C]
Ubungen
-2 3
1. (a) Zeichnen Sie die Punkte A = | 3 |, B = [2]| und A + B in ein
4 1
Koordinatensystem. Beschreiben Sie die Lage des Punktes A + B.
4
(b) Gegeben ist der Punkt A = | —1 |. Zeichnen Sie fiir r = 1, r = —1,
3

r=0,5 r =2 den Punkt rA in ein Koordinatensystem. Beschreiben Sie
die Lage der Punkte rA.

2. Alle Punkte in der x;-zo-Ebene E15 zeichnen sich dadurch aus, dass die xs3-
Koordinate 0 ist. Es gilt folglich

E12 :{X|X€R3,ZE3:0}.

Geben Sie die z1-r3-Ebene E13 und die xo-z3-Ebene FEs3 ebenfalls in der Men-
genschreibweise an.

5 -2
3. Gegeben sind die Punkte A= 3 | und B=| 4
—1 1
Berechnen Sie vorteilhaft.
(@)2(B+A) — (A+2B) (b):(4B+3A) —3(3A+ %B) (c)(2A+2B) — (B+ A)

4. Die x1-Achse, x9-Achse und die x3-Achse sind Geraden. Geben Sie diese Ge-
raden in Parameterdarstellung an.
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(b)

(c)

-1 3
Zeichnen Sie die Gerade g =R | 3 | + | 5 | in ein Koordinatensystem.
2 1
—2 4
Geben Sie die Gerade g(A,B) mit A = 3 | und B=|-1] in
1 3
Parameterdarstellung an und zeichnen Sie die Gerade.
5
Der Punkt A = [ 3 | wird am Punkt S gespiegelt. Es entsteht der Punkt
4
-3
A’= 1 1 |. Berechnen Sie die Koordinaten von S.
2
6
Der Punkt B = [ —1 | wird ebenfalls am Punkt S gespiegelt. Berechnen
2

Sie die Koordinaten des Bildpunktes B’.

Stellen Sie beide Spiegelungen in einem Koordinatensystem dar.

7. Zeigen Sie jeweils anhand eines Beispiels, dass die Rechenregeln fiir das Punkt-
produkt auch fiir Punkte des Raumes gelten.

3 2 6
8. Seien A=|-7]|,B=[5|undC=|—-6
2 1 11

(a)
(b)
(c)

(d)

Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC' rechtwinklig ist.
Berechnen Sie den Umfang der Dreiecks ABC.

Geben Sie einen Punkt D an, der das Dreieck ABC' zu einem Rechteck
erganzt.

Berechnen Sie die Groen der Innenwinkel des Dreiecks CDB.
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12.1.2 Ebenen

S —2
Gegeben sind die Punkte A= [ 3| und B= | 3
2 3

Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte X, Y, Z.

Durch zwei nicht-parallele Ursprungsgeraden RA und RB
wird eine Ebene Fp durch den Koordinatenursprung fest-
gelegt. Jeder Punkt X dieser Ebene Fp ist die Summe eines
Punktes r A auf der Geraden RA und eines Punktes sB auf
der Geraden RB, also

X =rA+ sB,
da das Viereck mit den Ecken O, rA, X, sB ein Parallelo-
gramm ist.
Es ist also

Eo = RA+RB
= {X | es existieren reelle Zahlen r und s, so dass X =rA + sB ist}
= {rA+sB|r,s € R}.

Die Darstellung einer Ursprungsebene ist nicht eindeutig: Sind A’ = rA 4+ sB und
B’ = tA+uB zwei Punkte der Ursprungsebene FEp, die nicht auf einer gemeinsamen
Ursprungsgeraden liegen, so legen die Geraden RA’ und RB’ die gleiche Ebene fest.
Es ist also Ep = RA+RB =RA' + RB'.

Parameterdarstellung von Ebenen:

Eine beliebige Ebene E durch einen Punkt P erhal-
ten wir, indem wir jeden Punkt einer Ursprungsebene
Eo = RA + RB parallel zur gerichteten Strecke OP
verschieben. Wir miissen also zu jedem Punkt der Ur-
sprungsebene den Punkt P addieren:

E = RA+RB+P
= {X | es existieren reelle Zahlen r, s,
so dass X =rA+ sB+ P ist}

= {rA+sB+ P|r,s € R}
Diese Darstellung heifst Parameterdarstellung der Ebene.
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Parallele Ebenen:

Zwei Ebenen £ = RA+RB+ P und £/ = RA' + RB’ + P’ sind genau dann pa-
rallel zueinander, wenn sie aus der gleichen Ursprungsebene durch Verschiebung
hervorgegangen sind, wenn also RA + RB = RA" + RB’ ist.

Uneindeutigkeit der Parameterdarstellung:
Die Parameterdarstellung der Ebene ist nicht eindeutig: Ist P’ ein weiterer Punkt
der Ebene E = RA+RB+ P,soist E =RA+RB+ P'.

Drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, legen
eine Ebene E(A, B, () fest. Die Ebene R(A — C) + R(B — C') + C enthilt sowohl
die Punkte A, B und C, da

A=1(A-C)+0-(B-C)+CeR(A-C)+R(B-C)+C,
B =0 (A-C)+1-(B—C)+CeRA—-C)+R(B-C)+C,
C = 0(A—C)+0-(B-C)+CER(A-C)+R(B-C)+C

ist.

Ebene durch 3 Punkte:
Drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer Geraden liegen, definieren die Ebene

E(A,B,C)=R(A-C)+R(B-C)+C.

Da die Ebene R(B — C') + R(B — A) + A ebenfalls die Punkte A, B, C enthilt, gilt
auch
E(A,B,C)=R(B-C)+R(B—-A)+ A,

wir konnen die Differenzen also vertauschen.

Beispiel 1
Geben Sie F(A, B,C) in Parameterdarstellung an.
3 —4 3
@ A=|1]|,B=|2|.c=13
-2 1 3
-3 5 13
(b)y A= 4 |,B=|2],C=|0
D 1 -3
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Lo6sung:

0 -7 3
(a) E(A,B,C)=R(A-C)+RB-C)+C=R|-2|+R|[-1]+13
-5 -2 3
—16 -8
(b) Esist A—C=1| 4 |,B-C=| 2
8 4
Diese beiden Punkte liegen auf derselben Ursprungsgeraden, da
A—C =2(B—C) ist. Also legen die Punkte A, B und C keine Ebene fest.
Beispiel 2: Punktprobe
5 6
Untersuchen Sie, ob der Punkt P = | 17 | und der Punkt () = | 16 | in der
7 6
1 -1 2
Ebene E=R 5| +R| 2 | + 9] liegt.
2 3 6
Loésung:
Der Punkt P liegt genau dann in 5 1 -1 2
der Ebene E, wenn er von der Form 17| =» (5 +sl 21«19
5 1 -1 2 7 2 3 6
17 =r |5 +s 2 | +{9 ] 1 5
7 2 3 6
mit 7,5 € R ist. Der Punkt P hegt & 7|° +5(2) 8
also genau dann in der Ebene, wenn 2 3 1
dieses Gleichungssystem eine Losung Ir =1s = 3
besitzt. < |5r +2s = 8
2r +3s =1
Das Gleichungssystem besitzt eine o s=—lundr=2

Losung.

Esist P=2-

N Ot =
S O N

, der Punkt P liegt also in der Ebene E.
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Der Punkt @ liegt genau dann in
der Ebene E. wenn er von der Form
6 1 -1 2
6] =r|d5|+s 2 ]+1|9
6 2 3 6
mit ;s € R ist. Der Punkt P liegt
also genau dann in der Ebene, wenn
dieses Gleichungssystem eine Losung

besitzt.

Da 0 = 30 eine falsche Aussage ist, be-
sitzt das Gleichungssystem keine L6-
sung und der Punkt @ liegt nicht in
der Ebene E.

—1s
+2s
+3s

—1s
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12.1.3 Linearkombinationen

(a) Liegen die Punkte A und B auf derselben Ursprungsgeraden?
6 —2 1 1
G A=|-3|,B=[1 i) A=[1],B=[1
9 -3 2 3
1 0
1|,B=1{o
2 0
(b) Liegen die Punkte A, B und C' in derselben Ursprungsebene?
2 1 2 1 3 4
G) A=|4]|,B=|2],c=| 4 i) A=[o],B=[1],c=|1
2 -3 —2 2 3 4
1 —2
i) A=|3|,B=|-6|,c=
-2 4

Linearkombinationen:

Sind Punkte Ay, As,..., A, und reelle Zahlen ry,7s,...,7r, gegeben, so nennt
man die Summe r1A; + r9As + ... + 1, A, eine Linearkombination der Punkte
A, Ag, . A,

(i) A=

Ein Punkt B ist als Linearkombination der Punkte Ay, As, ..., A, darstellbar,
falls es reelle Zahlen ry,ry, ... 7, gibt, so dass B = r1 Ay + 1o As+ ...+ 1, A, ist.

Zwei Punkte A und B liegen auf derselben Ursprungsgeraden, falls es eine reelle
Zahl r gibt, so dass A = rB ist, oder falls es eine reelle Zahl r gibt, so dass B =rA
ist, falls also der Punkt A als Linearkombination von B darstellbar ist, oder falls
der Punkt B als Linearkombination von A darstellbar ist.

Drei Punkte A, B und C liegen in derselben Ursprungsebene, falls es reelle Zahlen
r und s gibt, so dass A = rB + rC' ist oder falls es reelle Zahlen r und s gibt, so
dass B = rA+ rC ist oder falls es reelle Zahlen r und s gibt, so dass C =rA+rB
ist, falls also einer der Punkte A, B, C' als Linearkombination der anderen Punkte
darstellbar ist.

Dies verallgemeinern wir auf n Punkte.

Linear abhingig/unabhingig:

Die Punkte Ay, As, ..., A, heifsen linear abhdingig, falls sich mindestens einer der
Punkte als Linearkombination der verbleibenden Punkte darstellen lasst. Sind
die Punkte nicht linear abhéngig, so heifen sie linear unabhdngig.
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Um zu entscheiden, ob drei Punkte linear abhingig oder linear unabhéngig sind,
miissen also bis zu 3 lineare Gleichungssysteme geldst werden. Es geht jedoch auch
einfacher:

Sind die Punkte A, B und C' linear abhingig, so ist beispielsweise C' als Linearkom-
bination von A und B darstellbar. Dann gibt es reelle Zahlen r, s mit C = rA+ sB,
also:

rA+sB+(—-1)-C =0.

Das bedeutet, dass das lineare Gleichungssystem
rA+sB+tC =0

neben der trivialen Losung r = 0,5 = 0,t = 0 noch eine weitere Losung besitzt, in
der mindestens eine der Variablen ungleich 0 ist.

Besitzt umgekehrt das lineare Gleichungssystem
rA+sB+tC =0

neben der trivialen Losung » = s = ¢t = 0 noch eine weitere Losung, in der zum
Beispiel r # 0 ist, so ist

A= "¢
T r

Das bedeutet, dass sich A als Linearkombination von B und C' darstellen lisst, die
Punkte A, B und C' also linear abhéngig sind.
Wir verallgemeinern dies:

Kriterium fiir lineare Abhingigkeit/Unabhingigkeit:
Die Punkte Aq, As, ..., A, sind genau dann linear unabhdngig, wenn das lineare
Gleichungssystem

rAy +relds + ...+ 1A, =0

nur die triviale Losung ry =1y = ... =1, = 0 besitzt.
Die Punkte Aq, As,..., A, sind genau dann [linear abhdingig, wenn das lineare
Gleichungssystem

T1A1+T2A2+...+TnAn:O

neben der trivialen Losung noch mindestens eine weitere Losung rq,7s,...,7,
besitzt, bei der eine der Zahlen ry, ro, ..., r, ungleich 0 ist.
Beispiel 1
1 2 1
Untersuchen Sie, die Punkte A= (6| ,B = [2]| und C = | 2| auf lineare
1 1 3

Abhéngigkeit.
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Lo6sung:

Wir untersuchen, ob sich A als Line-
arkombination von B und C' darstellen
lasst:

A=rB+ sC
1 2 1
& 6]l =r|2]|+s]|2
1 1 3
[2r +s5 = 1]
& 2r +2s = 6
[ 1r +3s = —1]
[(2r 45 = 1]
& -5 = =5
i 0 = —28]

Dies ist ein Widerspruch. Deshalb ldsst
sich A nicht als Linearkombination von
B und C darstellen.

Wir untersuchen, ob sich C' als Line-
arkombination von A und B darstellen
lasst:

C=rA+sB

1 1 2
& 2l =7r|6] +s]2
3 1 1

[+ 425 = 1

& |6r +2s = 2

r +s =3

[r 425 = 1

= 10s = 4

i 0 = -16

Dies ist ein Widerspruch. Deshalb lisst
sich C' nicht als Linearkombination von
A und B darstellen.

Wir untersuchen, ob sich B als Line-
arkombination von A und C darstellen
lasst:

B=rA+sC
2 1 1
& 21l =r|6]| +s1]2
1 1 3
[r +s5 = 2
& 6r +2s = 2
| r +3s = 1
[r +s = 2
= 4s = 10
i 0 = 12

Dies ist ein Widerspruch. Deshalb lasst
sich B nicht als Linearkombination von
A und C darstellen.

Da sich keiner der Punkte A, B und
C als Linearkombination der anderen
Punkte darstellen ldsst, sind die Punk-
te A, B und C' linear unabhingig.
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Beispiel 2
Untersuchen Sie, ob die folgenden Punkte linear abhéngig sind.
1 2 1 —2 7
(a) A=|3|,B=|2 b)A=|2|,B=| 0 |,C=]| 6
2 5 3 5 -1
Losung:
1 9 0 r +2s = 0
(a) TA+sB=0 < r()2—|—s<>5: 0] & [3r 425 = 0
3 2
0 2r 4+5s = 0
r +2s = 0
r = 0
& 4s = 0 = [ }
s =0
s =0

Das lineare Gleichungssystem hat nur die triviale Losung r = s = 0. Also sind
(b) die Punkte A, B linear unabhéngig.

1 -2 7 0
rA+sB+tC =0 S r|2)1+s1 O]+t 6 =10
3 5 -1 0
[+ +—2s 47t = 0 r +—2s +7 = 0
& 2r +6t = 0 & —4s +8 = 0
[3r  +5s —t =0 11 +22 = 0]
[r +—25 +7t = 0 1
o 45 48t = 0] o |7 T +S7t - 20t
i 0 =0
N [r = -3t
s = 2t

Das lineare Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen: Neben der tri-
vialen Losung r = s = t = 0 hat es zum Beispiel auch noch die Lésung
t=1,s=2r=—3. Also sind die Punkte A, B, C' linear abhéngig.
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12.1.4 Orthogonalitét

Ist die Gerade g orthogonal zur Ebene E, wobei

1 2 4 —2 2
g=R[-1]+ 11 und E=R|[ 2 |+R| 3 |+ |1]7
2 1 —1 1
Eine Gerade g = RC' + @ = RC + S ist orthogonal RC
zu einer Ebene £ = RA+RB+P =RA+RB+S,

g=RC+ S

wenn die Ursprungsgerade RC orthogonal zur
Ursprungsebene RA + RB ist.

Eine Ursprungsgerade RC' ist orthogonal zu einer
Ursprungsebene RA + RB, wenn RC' orthogonal
zu RA und wenn RC' orthogonal zu RB ist, wenn
also

Ae(C =0und Be(C =0

gilt.

Um eine zu RA und RB orthogonale Gerade RC' zu finden, miissen wir also das
lineare Gleichungssystem

aicy —“+aocy —Hazcy = 0
b101 +b202 —f-bgCg =0

mit den Unbekannten ¢y, co und c3 l6sen.

Da wir jeden Punkt auf der Geraden RC' zur Darstellung dieser Geraden verwenden
konnen, besitzt dieses Gleichungssystem unendlich viele Losungen.

C1 a2b3 — agbg
Eine dieser Losungen ist durch den Punkt C'= | co | := | azb; — a1b3 | gegeben, da
C3 albg — Clgbl
Ae( Be(C
= QaiC; + asCy + ascs = blcl + bgCQ + bgCg
= a1(azb3 - 0352) + a2(a3b1 - alb3) = bl(a2b3 - G352) + bz(a3bl - albs)
+a3(a1b2 — CLle) —|—b3(a11)2 — a,gbl)

ist.
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(Lgbg — agbg
Fur den Punkt | asb; — a1b3 | schreiben wir kurz A x B.
CleQ - CLle
Kreuzprodukt:
Fiir zwei Punkte A und B des Raumes heifst
ai b1 a2b3 - a3b2
Ax B= a9 X bg = a3b1 — a1b3
as bs ai1by — asby

das Kreuzprodukt von A und B.
Esist Ae(AxB) = 0und Be(AxB) = 0, die Gerade R(A x B) ist also orthogonal
zur Geraden RA und zur Geraden RB und damit zur Ebene RA + RB.

Die Punkte A, B und A x B bilden ein Rechtssys-
tem:

Zeigt, der Daumen der rechten Hand vom Koordi-
natenursprung zum Punkt A und der Zeigefinger

zum Punkt B, so zeigt der Mittelfinger zum Punkt
A X B.

A X B

Mittelfinger
eigefinger
Daumen

Das Kreuzprodukt zweier Punkte kann auch mit CAS berechnet werden. Bei Geo-
Gebra verwenden Sie dafiir in der CAS-Ansicht den Befehl Kreuzprodukt(A, B), in
der Eingabezeile konnen sie zusitzlich A ® B verwenden.

Punktprodukt Ae B Kreuzprodukt A x B

ist flir Punkte der Ebene und des | ist nur fiir Punkte des Raumes defi-
Raumes definiert niert

ist eine reelle Zahl ist ein Punkt des Raumes

Rechengesetze fiir das Kreuzprodukt:
Seien A, B, C' € R? Punkte sowie 7 € R eine reelle Zahl. Dann gilt

(1) AxB=-BxA (Anti-Kommutativgesetz)

(i) (A+B)xC=AxC+BxC (Distributivgesetze)
Ax(B+C)=AxB+AxC

(i) (r-A)xB=r-(AxB)=Ax (r-B).
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Flacheninhalt eines Parallelogramms
Zwei Punkte A und B, die nicht auf einer gemein- A+B
samen Ursprungsgeraden liegen, definieren das
Parallelogramm OA(A + B)B.

Fiir den Fliacheninhalt <7 des Parallelogramms gilt

&/ = Lénge der Grundseite - Linge der Hohe
= |A]-|B|-sin£L(A, B).
Aufserdem gilt

|Ax B> = (Ax B)?

2

agbg — agbg
= azby — abs
a1by — azby

= (agbs — a3b2)2 + (asby — a1b3)2 + (a1by — a2b1)2

= (a3b3 — 2azbsazby + a3by) + (azb: — 2azbiaibs + aib3)
+(a2b3 — 2a1byasby + a3b?)

= (a3b] + a3bi + a3b] + ajbs + a3bs + azbs + ajbs + ajbs + azb3)
—(ajb? + 2a1byazby + a3b; + 2a1byazbs + 2asbsazbs + a3b3)

= (a3b] + a3b] + a3b] + ajbs + a3bs + azbs + ajbs + ajb; + azb3)
—((a1by + agby)? + 2(a1by + asby)asbs + a3b3)

= (a}+ a3+ a3)(b] + b5 +b3) — (a1by + asbs + asbs)®

= [A]|B|" — (Ao B)?

= [A]”|B” = (|A]|B| cos £(A, B))?

= |A]*|BJ* (1 — cos® £(A, B))

= |A]?|B)*sin? £(A, B).

Da 0° < L(A, B) < 180° ist, ist sin £(A, B) > 0. Durch Wurzelziehen erhalten wir
|A x B| = |A||B|sin4(A,B) = <.
Fldcheninhalt eines Parallelogramms:

Fiir den Flicheninhalt 7 des durch A und B definierten Parallelogramms mit
den Ecken O, A, A+ B, B gilt

o =|Ax B| = |A| - |B| -sin £(A, B)
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Volumen eines Spats

Drei Punkte A, B und C', die nicht in einer gemein-
samen Ursprungsebene liegen, definieren einen
Spat - d.h. ein Prisma, dessen Grundfliche ein Par-
allelogramm ist - mit den Eckpunkten O, A, B, C,
A+B, A+C,B+Cund A+ B+ C.

Fiir das Volumen ¥ des Spats gilt

¥ = Fliacheninhalt der Grundfliche - Linge der Hohe
= |AxB|-h.

Die Gerade R(A x B) ist orthogonal zur Ebene F(A, B, O) und deshalb parallel zur
Héohenlinie. Bezeichnen wir mit Cr(axp) den Lotfufpunkt von C' auf R(A x B), so
ist das Viereck OHCCraxp) ein Rechteck.

1

Setzen wir A" := B - A x B, soist |[A| =1 und es gilt wegen der Projektionsei-

genschaft des Skalarproduktes
(A x B)eC|
h= |G| = (A 0 O) - A = |40 O = Z=27p=

und damit
VvV =|(Ax B)e(]|.

Volumen eines Spats:
Fiir das Volumen 7 des durch die Punkte A, B, C' definierten Spats gilt

¥ =|(Ax B)eC|.

Der Term (A x B) e C' wird deshalb auch Spatprodukt genannt.

Volumen einer Pyramide

Drei Punkte A, B, C', die nicht in einer gemeinsa-
men Ursprungsebene liegen, definieren eine Pyra-
mide mit dreieckiger Grundfliche ABO und Spitze

C'. Die Grundflache ist halb so grof wie die Grund-
fliche des dazugehorigen Spats. Deshalb gilt fiir +
das Volumen ¥ der Pyramide Aﬁ' b

1 1) +A A
Vv = 3 Flacheninhalt der Grundfliche - Lange der Hohe

11 (A x B)eC|

1

6

(A x B)e(].
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Volumen einer Pyramide:
Fiir das Volumen ¥ der durch die Punkte A, B und C' definierten Pyramide
OABC gilt

7/:%|(A><B)o(1|.

Beispiel 1
Beweisen Sie die Distributivgesetze (i7).

Losung:
Es ist
(CLQ + bz)Cg — (CL3 -+ bg)CQ a9C3 — 3C2 + bQCg — bgCQ
(A+ B) x C = | (ag+bs)c; — (a1 + by)es = | azc; — ajc3 + bsep — bics
(a1 +b1)co — (as + bo)cy aicy — ascy + bicy — bacy
A2C3 — a3C2 bacs — bzco
= | asc; —ajes | + | bscy — bics =AxC+BxC
a1Cy — G2Cq bicy — bacy

und damit auch

Ax(B+0O) 2 —(B+O)xAY —(BxA+CxA) = —BxA-Cx AL AxB+AxC.

Beispiel 2.
Beweisen Sie: Liegen zwei Punkte A und B auf derselben Ursprungsgeraden, so
ist Ax B=20.

Lo6sung:
Liegt etwa B auf der Geraden RA, so ist B = rA fiir ein » € R und damit

a ra as(raz) — as(raz) 0
AxB=lay| x| raz | = | as(ra;) —ai(raz) | =0
as ras ai(ras) — as(ray) 0
Beispiel 3
3 2 1 2
Gegeben sind die Punkte A= (9|, B=[4],C=|3] und D= |8
1 2 3 2

(a) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist.

(b) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Parallelogramms.
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Lo6sun
3 1 2 2 2 2
(CL) MAC:% 91+ (3 = 6 ,MBD:% 4 + |8 = 6
1 3 2 2 2 2

Die Diagonalen besitzen einen gemeinsamen Mittelpunkt, das Viereck ist also ein
Parallelogramm.

(b) Das Parallelogramm wird durch die Punkte B— A und D — A definiert. Deshalb
gilt fiir den Fliacheninhalt < des Parallelogramms

-1 -2 —16
o =|(B=—A)x(D-A)|=[l-5]x|-6]l=|| 4 ||=v28~16,97.
-1 2 —4
Beispiel 4
Berechnen Sie das Volumen des Spats ABCDEFGH mit den Eckpunkten
4 4 1 3
A= 1]|,B=|8 |, C=| 8 | und E= |2
-1 -1 -1 3
Fertigen Sie ein Schragbild an.
Losung:
0
Das Spat wird durch die Punkte A — B = | —7
0
-3 —1
C—-B=|0 )l uwmdF-B=FE-A=1]1
0 4
-1
= 1 = 84.
Beispiel 5
2 2 1 1
Gegeben sind die Punkte A= 7|, B=[4],C=1|3] und D = 4) .
1 2 3 6
Berechnen Sie das Volumen ¥ der Pyramide mit den Eckpunkten A, B, C, D.

Loésung:

-1 0 -1 -1
D — A= [ —=3] definiert. Also ist ¥ = ¢ —3 | x|—-4]]e[-3

0 -1
Die Pyramide wird durch die Punkte B — A = | -3 |, C — A = (—4 und
5 1 2 5 )



206 KAPITEL 12. GEOMETRIE DES RAUMES

12.1.5 Koordinatendarstellung und Normalendarstellung von Ebenen

Damit die Crépe gleichméafig diinn wird, wird
der Teigrechen gedreht.

Wir betrachten eine Ebene £ = RA+RB+ P und die dazugehorige Ursprungsebene
Eo =RA+RB.

Ist RN orthogonal zur Ursprungsebene Fg, so be-
steht die Ursprungsebene Ep aus allen Punkten X,
fiir die N @ X = 0 ist. Es ist also

Eo={X|XeN =0}

Wir kénnen zum Beispiel N = A x B wéhlen.

Ein Punkt X liegt genau dann in einer Ebene F
durch den Punkt P, wenn der Punkt X — P in
der dazugehorigen Ursprungsebene Ep liegt, wenn
also (X — P) e N =0 ist. Es ist also

E={X|(X—-P)eN =0}

Die Darstellungsform E = {X | (X — P) ¢ N = 0} heit Normalendarstellung der
Ebene E.

T a
Ist X=|a3|,N=1|b]|,e=PeN =pmng+ pang + psng, so ist
T3

E={X|(X—-P)eN =0}
—{X|XeN—PeN =0}
={X|XeN=PeN}
={X | axy + bxy + cx3 = e}.

Die letzte Darstellungsform heikt Koordinatendarstellung der Ebene E.
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Jede Ebene E lasst sich in

o Parameterdarstellung E = RA+ RB + P,
die parallel zur Ursprungsebene RA + RB ist und den Punkt P beinhaltet,

e Normalendarstellung E = {X | (X — P) e N =0},
wobei P ein Punkt auf der Ebene und die Gerade RN orthogonal zur Ebene
ist,

e Koordinatendarstellung E = {X | axq + bzy + cxs = e},
wobei mindestens eine der Variablen a, b oder ¢ ungleich 0 sein muss,

angeben.

Ist B = {X | axy + bxy + cx3 = e} eine Koordinatendarstellung von E, so ist die
a

Gerade R | b | orthogonal zur Ebene E.
c

Ist |[N| =1, so heikt £ = {X | (X — P)e N = 0} Hessesche Normalendarstellung
von E.

Beipiel 1: Von der Parameterdarstellung zur Normalendarstellung und
Koordinatendarstellung

-5 2 1
Geben Sie die Ebene E=R | 1 | +R [ =3 |+ | 1] in Normalendarstellung,
2 3 2
Koordinatendarstellung und Hessescher Normalendarstellung an.
Losung:
Mithilfe des Kreuzproduktes erhalten _5 92 9
wir einen Punkt N, so dass RN or- N=|11lx=3]=119
thogonal zu E ist. 2 3 13
Damit erhalten wir eine Normalendar- 1 9
stellung von F. E={X|[x-1]1 e|l19]| =0
2 13
Fine Koordinatendarstellung erhalten 9 1 9
wir durch Umformung der definieren- E={X|Xe|19]|=[1]e[19
den Gleichung und Berechnung des 13 2 13
Punktproduktes. — (X | 921 + 192 + 1325 — 54}
Es ist |N| = +/611. Durch Normie- 1 _9_
rung von N erhalten wir eine Hesse- E={x||x-[1 R @ —0
sche Normalendarstellung von E. 9 @

V611
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Beipiel 2: Von der Koordinatendarstellung zur Parameterdarstellung
und Normalendarstellung
Geben Sie die Ebene E = {X | 921 + 1925 + 1323 = 54} in Parameterdarstellung
und Normalendarstellung an.

Losung:
Fiir jeden Punkt X der Ebene ist T _%352 — 19_33;3 + %
921 4+ 1929 + 1323 = 54 und damit X=|z]| = Ty
o= e Yaa + 3. o "
19 13 54
9 9 9
= X9 1 + T3 0 +10
0 1 0
Daraus erhalten wir eine Parameter- _19 _13 54
darstellung der Ebene E. E=1R 19 +R 09 + 8
0 1 0

nehmen wir, dass RN orthogonal zu
E ist. Aus der Parameterstellung ent-
nehmen wir, dass der Punkt P in der
Ebene E liegt.

Wir erhalten damit eine Normalen- % 9
darstellung von E. E = {X 1 X—=|0 el19] =0
0

o ool

Aus der Koordinatendarstellung ent- 9
N=|19]|,P=
13

Beipiel 3: Von der Normalendarstellung zur Parameterdarstellung

= 9
9

Geben Sie die Ebene £ = {X (X — (0)) o (19) = 0} in Parameterdar-
0 13

stellung und in Koordinatendarstellung an.

Losung:

Wir kénnten die Ebene E zunichst in Koordinaten- 54 9
darstellung und anschliefend in Parameterdarstellung P = ( ) N = (19)
iiberfithren. Es geht aber auch kiirzer:

men wir, dass P € EF und RLE ist.

Aus der Normalendarstellung entneh- ~19 ~13
A= B =
Aullerdem ist RALRN und RBLRN.

Damit erhalten wir eine Parameter- —19 —13 %4
darstellung von FE. E=R|[ 9 |+R[ 0O | +10
0
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12.2 Lagebeziehungen
12.2.1 Lagebeziehungen zweier Geraden

Schneiden sich die Flugbahnen der Flugzeuge?

In der Ebene schneiden sich zwei nicht-parallele Geraden stets in einem Punkt.
Im Raum kénnen sich zwei nicht-parallele Geraden in einem Punkt schneiden, sie
kénnen jedoch auch keinen Schnittpunkt besitzen. Derartige Geraden nennen wir
windschief.

Damit gibt es folgende Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden ¢ = RA + P und
g =RA" + P’ im Raum.

parallel, g || ¢ nicht parallel, g }f ¢’
A ist ein Vielfaches von A’ A ist kein Vielfaches von A’
(es gibt ein 7 € R mit A =rA’) (es gibt kein 7 € R mit A =rA’)
verschieden gleich schneidend windschief
P’ liegt nicht auf ¢ P’ liegt auf ¢ g und ¢ haben | gund ¢ haben kei-
einen  gemeinsa- | nen gemeinsamen
men Punkt Punkt

Beispiel 1: Ebene Vierecke

Ein Viereck ABCD setzt sich aus den Dreiecken
ABD und BCD zusammen. Diese beiden Dreiecke
konnen in einer Ebene liegen, oder sie konnen einen
LKnick” bilden. Untersuchen Sie, ob es sich bei den
folgenden Vierecken ABC'D um ebene Vierecke han-
delt

()
o (-3
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Lo6sung:
Die Vierecke sind eben, wenn die Diagonalen g(A, C) und g(B, D) nicht windschief
sind.

(a)  An den Parameterdarstellungen 1 1
der Diagonalen sehen wir, dass die- g(A,C)=R-| -5+ 1
se nicht parallel zueinander sind. Die —4 0
Geraden kdénnen also windschief sein 4 1
oder sich in einem Punkt schneiden. 9(B,D) =R (1 44
1 1
Wir suchen gemeinsame Punkte der -1 -1 4 1
Diagonalen. r-l=5l+1]l=s-[1]+1]4
—4 0 1 1
[ —r  —4s5 = 2]
&S |=5r —s = 3
—4r —s =1
Die Diagonalen besitzen keine ge- [, —Ads — 9]
meinsamen Punkte und sind folglich o ~19s = 7
windschief. Das Viereck ist nicht eben. —15s = 7
(b)  An den Parameterdarstellungen 1 9
der Diagonalen sehen wir, dass die- g(A,C)=R- (3) + ( 1
se nicht parallel zueinander sind. Die -1 -1
Geraden konnen also windschief sein 1 3
oder sich in einem Punkt schneiden. g(B,D) =R (3) n (1
1 0
Wir suchen gemeinsame Punkte der -1 9 1 3
Diagonalen. r-l-3]l+[1)=s--3]+1[1
-1 -1 1 0
-r —s =1
&S |=3r +3s = 0
-r —-s =1
Die Diagonalen besitzen genau einen 1 1
gemeinsamen Punkt und sind folglich Ss=T5T=73

nicht windschief. Das Viereck ist eben.



12.2. LAGEBEZIEHUNGEN

211

5 —1
SeiX=|1]|,A=1] 2
3 4

P =

-1 —2
Da 2 o | —1
4 0

Verfahren nicht funktioniert.

des Punktproduktes.

Beispiel 2: Abstand Punkt-Gerade

=0 ust, ist die Gerade | =R | =1 | + | 1

. Sonja mochte den Abstand des Punk-

tes X von der Geraden g = RA + P berechnen. Sie schreibt:

—2 5
das Lot auf g
0 3

durch X. Der Lotfufipunkt X, ist der Schnittpunkt von g und l, der Abstand des
Punktes X von der Geraden g ist also gleich der Linge der Strecke X X,.

(a) Fiihren Sie das Verfahren von Sonja aus und begriinden Sie, weshalb das

(b) Berechnen Sie den Abstand des Punktes X von der Geraden g, indem Sie
den Abstand des Punktes X’ := X — P von der Geraden RA berechnen. Be-
rechnen Sie dazu den Lotfufpunkt Xy , mithilfe der Projektionseigenschaft

Losung:
(a)  Wir suchen zunéchst gemeinsa-
me Punkte der Geraden g und /.

Die Geraden g und [ besitzen also kei-
ne gemeinsamen Punkte. Da sie auch
nicht parallel zueinander sind, sind sie
windschief. Die Gerade [ ist also nicht
das Lot auf g durch X. Sonjas Verfah-
ren funktioniert nur in der Ebene.

—1 3 -2 5
r 2 | +-1)=s--1]+]|1
4 2 0 3
[—r 425 = 2
S| 2r 4s = 2
_4T = 1
[ —r 425 = 2
& | —4r = -2
0 = -1

(b)  Der Abstand des Punktes X von der Geraden g ist gleich dem Abstand des

2
Punktes X' :=X —P=| 2

—1
Normierung von A

Berechnung des Lotfufpunktes

Abstandsberechnung

von der Geraden RA.

|A\:\/ﬁ,A’:ﬁ.A:%-A

2
21

40
- %
d=|X"= Xt =|| 3 ||~297
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12.2.2 Lagebeziehungen von Gerade und Ebene

(a)  Stellen Sie einen Zusammenhang her zwischen der Lage einer Ebene
E =RA+RB+ P und einer Geraden g = RC'+ @ im Raum und der Anzahl der
Losungstripel (r, s,t) des linearen Gleichungssystems rA + sB + P = tC + Q.

(b)  Untersuchen Sie die Lage der Ebene E und der Geraden g, wobei

2 3 4 1 —3
E=R|-1]+R|4]+]|-1 und g=R|—-6]+[ 2
3 1 5 5 1

Fiir die Lage einer Ebene ' = RA + RB + P und einer Geraden g = RC' + @) gibt

es drei mogliche Fille:

Die Gerade g schneidet
die Ebene E in genau
einem Punkt S

Die Gerade g ist
parallel zur Ebene F,
jedoch nicht in der
Ebene enthalten

Die Gerade g ist parallel
zur Ebene F und in der
Ebene enthalten

/

;

Das Gleichungssystem
rA+sB+P=tC+Q

hat genau eine Losung.

Das Gleichungssystem
rA+sB+P=tC+Q
hat keine Losung.

Das Gleichungssystem
rA+sB+P=tC+Q
hat mehr als eine
Losung.

Beispiel

Geraden g.

(@gR(

Untersuchen Sie die Lage der Ebene £ =R

3

6| +R14]+1] 2

2 -1
und der

= )
~_
_|_
/-~
IS NI
~—
=

Il

=~
| |
o &=
~_
_|_
-
[SURISEN )
~_
S

Q

Il

e
-
R
—
~
+
-
—_ |

)
~_ —
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Loésung:

(a)  Die Anzahl der gemeinsamen
Punkte ist gleich der Anzahl der
Losungstripel (r,s,t) der nebenste-
henden Gleichung. Wir bestimmen
die Losungen durch Aquivalenzum-
formungen.

Das Gleichungssystem hat mehr als
eine Losung, nimlich beispielsweise
r=0,s=0,t=—-1lundr =2,s =3,
t = 5. Die Gerade g und die Ebene F
besitzen mehr als einen gemeinsamen
Punkt. Die Gerade ¢ verlauft in der
Ebene E.

(b)  Die Anzahl der gemeinsamen
Punkte ist gleich der Anzahl der
Losungstripel (r,s,t) der nebenste-
henden Gleichung. Wir bestimmen
die Losungen durch Aquivalenzum-
formungen.

Die letzte Gleichung ist nicht erfiill-
bar. Also hat das Gleichungssystem
keine Losung. Die Gerade g und die
Ebene £ besitzen keine gemeinsamen
Punkte. Also ist g parallel zu F.

(¢) Die Anzahl der gemeinsamen
Punkte ist gleich der Anzahl der
Losungstripel (r,s,t) der nebenste-
henden Gleichung. Wir bestimmen
die Losungen durch Aquivalenzum-
formungen.

Das Gleichungssystem hat genau eine
Losung, namlich r = —%, 5= %,t = 0.

Die Gerade g und die Ebene E ha-
ben also genau einen gemeinsamen
Schnittpunkt S.

3
r|—6
3

3r
& | —6r
| 3r
[ 3r
& | —6r

@s:grundt:(‘ir—l

)()-

3
r| —6
3

[ 3r +2s t =
& | —6r +4s —6t =
| 3r +2t =
[3r +25s t =
& | 12r +8t =
L O -
3 2
r (6) + s (4) + (
3 0
3r +2s —t =
S [—6r +4s +t =
3r =2t =
B B 1
St=0r=——-,5s= 5
-2
S=0 8

i)+

+2s
+4s

+2s
+4s

)

)60
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12.2.3 Lagebeziehungen zweier Ebenen

-_—

Sind die Ebenen des Kratzbaumes parallel zu- 0
einander? — J ,
LY
UN
Parallele Ebenen Nichtparallele Ebenen
Zwei Ebenen F und E’ sind genau | Zwei Ebenen E und E’ sind genau
dann parallel zueinander, wenn es ei- | dann nicht parallel zueinander, wenn
ne zu F orthogonale Gerade gibt, die | es eine zu E orthogonale Gerade gibt,
auch zu E’ orthogonal ist. die nicht zu E' orthogonal ist.
Ist g orthogonal zu E und ¢’ orthogo- | Ist g orthogonal zu E und ¢ orthogo-
nal zu E’, so ist g parallel zu ¢'. nal zu E’, so ist g nicht parallel zu ¢'.

Die Ebenen besitzen eine gemeinsame
Schnittgerade s.

gLE g LE
91y 9ty

Zwei Ebenen sind entweder parallel zueinander oder sie haben eine gemeinsame
Schnittgerade. Schneidet eine Ebene E eine der Koordinatenebenen, so nennen
wir die Schnittgerade auch Spurgerade, die wir mit ¢, 4y, Guors DZW. Guyas be-
zeichnen.

Besitzen zwei parallele Ebenen einen gemeinsamen Punkt, so sind sie gleich.
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Beispiel 1: Parameterdarstellung/Koordinatenform
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen

E=R| 2 |+R| 1 |+ und E' = {X | 22 + 3z, + 425 = 14}.

N O N

Bestimmen Sie gegebenenfalls die Gleichung der Schnittgeraden.

Losung:
Aus der Koordinatendarstellung von
E’ entnehmen wir, dass RN’ _LE’ ist. N —

= W N

RN’ ist aber nicht orthogonal zu E. 2 1

Deshalb sind die Ebenen E und E’ 3le| 2 | =-4+#£0
nicht parallel zueinander und schnei- 4 —3

den sich in einer Geraden g

Wir bestimmen die Gleichung der Schnittgeraden, indem wir gemeinsame Punkte

der Ebenen F und E’ suchen.Es sind dquivalent:

X ist ein gemeinsamer Punkt der Ebenen E und E’

T 1 0 2
S X=[x]l=r| 2 |+s| 1 |+10
T3 -3 -1 2
und
14 = 221 + 329 + 423
T 1 0 2
S X=|xz)|=r| 2 |+s| 1 |+1]60
T3 -3 -1 2
und
14=2(r+2)4+32r+s)+4(-3r—s+2)=—4r—s+12
1 0 2 1 2
s X=r|2 | +(-4r-2)1 1 |+|(0|=r-2]|+]-2
-3 —1 2 1 4
1 2
< X liegt auf der Geraden R | —2 | 4+ [ —2
1 4

1 2
Die Ebenen E und E’ schneiden sich also in der Geraden g =R | =2 | + | —2
1 4
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Beispiel 2: Koordinatenform/Koordinatenform
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen

E:{X|I1+2I2+ZL‘3:8} und E,:{X‘2ZL’1+3$2+4I3:14}

Bestimmen Sie gegebenenfalls die Gleichung der Schnittgeraden.

Lo6sung:
1 2

Die Gerade R | 2 | ist orthogonal zur Ebene E, die Gerade R | 3 | ist orthogonal
1 4

zur Ebene E’, aber die Geraden sind nicht parallel zueinander. Die Ebenen F und
E’ sind also nicht parallel zueinander, sondern schneiden sich in einer Geraden g.

Wir bestimmen die gemeinsamen (2, +2z9 +a3 = 8
Punkte von £ und E’. Ein Punkt X 21, 431y +drs = 14]
liegt genau dann in der Ebene E und - _
in der Ebene E’, wenn seine Koordi- o [T +jx2 j;; B g}
naten das nebenstehende Gleichungs- - 2 5
system erfiillen. o P2 T 273 +2
71 = —2w2+123+38
(29 = 23+ 2
< _1’1 = —3ZE3 —f- 41
T —31’3 +4
<:>X = To = 21’3 —I— 2
T3

x3
-3 4
2 1+12
1 0
-3
2
1

:I3

Die Schnittgerade ist also 4
XeR 2
_3 4 &X e + :

g=R| 2 | +|2

1 0

Beispiel 3: Normalenform /Parameterdarstellung
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen

6 2 1 2 3
E=<¢X| | X—-116 o|-1|=0p) nd " =R[6|+R[8|+ |2
7 4 1 1 )

Bestimmen Sie gegebenenfalls die Gleichung der Schnittgeraden.




12.2. LAGEBEZIEHUNGEN 217

Loésung:
2 2 1
Die Gerade R [ —1 | ist orthogonal zur Ebene E. Da [ —1] ¢ | 6| = 0 und
4 4 1
2 2 2
—1| e [8] = 0 ist, ist die Gerade R [ —1 | auch orthogonal zur Ebene FE'.
4 1 4
3
Deshalb sind die Ebenen E und E’ parallel zueinander. Der Punkt P = | 2 | liegt
5
in der Ebene E’. Da
3 6 2 -3 2
21 —116 o| 1| =|-14|e|[—-1]=0
5 7 4 -2 4

ist, liegt der Punkt P ebenfalls in der Ebene E’. Die parallelen Ebenen E und E’
besitzen also einen gemeinsamen Punkt und sind deshalb gleich.

Beispiel 4: Parameterdarstellung/Parameterdarstellung
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen

1 2 1 3 3 3
E=R[-2|+R|2|+ 2| undE=R|1|+R| 3 |+]|2
1 1 3 1 -1 5

Bestimmen Sie gegebenenfalls die Gleichung der Schnittgeraden.

Losung:
1 2 —4 —4
Esist [ =2 ] x 2] = 1 |, alsoist die Gerade R | 1 | orthogonal zur Ebene
1 1 6 6
—4 3 —4
E. Esist | 1 |e| 1] =—5#0,alsoist die Gerade R | 1 | nicht orthogonal zur
6 1 6

Ebene E’. Deshalb sind die Ebenen F und E’ nicht parallel zueinander, sie schneiden
sich also in einer Geraden g.
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Ein Punkt X ist genau dann ein 1 92

1
gemeinsamer Punkt von E und FE, rl =2 +sl2]+1(2
Wenn1 er Sowogl von iier Form X = 1 1 3
r{—2]+s|2]+12] alsauch von 3 3 3
3 3 3 1 —1 5
der Form ¢t {1 | +u| 3 | + |2 [ 1 +2s -3t —3u = 2
1 -1 5 S| =2r 425 —t —=3u = 0
ist. Wir erhalten das nebenstehende | s =t Hu = 2
Gleichungssystem und konnen aus der r 425 —3t —3u = 2
letzten Gleichung ¢ in Abgingigkeit N 6s —Tt —9u — 4
von u ermitteln: 17t +15u = 4
t =24 — 15, B
17 17
Wir setzen dies in die Darstellung von 3 3 3
X ein und erhalten, dass der Punkt X X=t|1]l+ul 3 |+1]2
auf der SChnittgeracégn 1 1 5
0 i 3 3 3
38| 1
IR ) et = (=~ ) <1>+u 3]+ (2
17 1 -1 5

I

I
— ~ I

|

le:|g:ll|@
IS

+
~

LN
+
~
18318

I
=
— N
Lo
+
VRS
»—to:»—tg

Beispiel 5: Spurgerade
Bestimmen Sie die Spurgerade g,,,, der Ebene

5 5 10
E=R|12|+R|[-8]+| 8
12 3 -9
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Loésung:
x
Ein Punkt X = [ 2y | liegt genau 5 5 10
Z3 X=r|12|+s|[-8|+ | 8
dann auf der Spurgeraden g,,,,, wenn 12 3 —9
er in der Ebene E und der Koordina-
tenebene E,,,, liegt, wenn er also von und 127 +3s —9=0
der Form ) ) 10
- 5 5 10 X =r E + (3 —4r) —38 + 89
X= 2| =r|12|+s|-8]+] 8 a
T3 12 3 -9 —15 25
=r| 4 | + | —16
ist und wenn z3 = 0 ist. 3 = 0 be- 0 0
deutet 12r + 35 — 9 = 0. Setzen wir
L . —15 25
dies in die Darstellung von X ein, so
e 1 SXeR| 44 |+ -16
erhalten wir fiir die Spurgerade 0 0

~15 25
Goy =R | 44 | + [ —16
0 0



220 KAPITEL 12. GEOMETRIE DES RAUMES

12.2.4 Schnittwinkel

Nehmen Sie Stellung zu der folgenden Aussage:
Um die Grifie a des Winkels zwischen zwei Ge-

raden g und g zu berechnen, wdhlen wir zwei
beliebige Punkte X und X' auf diesen Geraden
und berechnen £(X,S, X").

Schnittwinkel zweier Geraden

Wenn sich zwei Geraden ¢ = RA + S und ¢ = RA’ + S im Punkt S schneiden,
entstehen vier Winkel. Unter der Grifle des Schnittwinkels £(g,q') der Geraden g
und g verstehen wir die Groke der Winkel, die kleiner oder gleich 90° sind.

Es ist

cosL(S+A,S,S+A) = cosL(A,A)

 Aed §+ A
[AlA]
cos£(S+ A',S,S—A) = cosd(A,—A) oot
 Ae(-A) B
AT~
. AeA
Al A]

= —cosL(S+ A, S S+ A).

Da cos(a) > 0 genau dann, wenn 0 < « < 90° ist, erhalten wir den kleineren der

beiden Winkel, indem wir Betragsstriche setzen:

Ae A
cos £(g,9') = ||A’ ‘A,"-

Schnittwinkel Gerade/Gerade:

Fir die Groke £(g,¢') des Schnittwinkels zweier sich schneidender Geraden

g=RA+ Sund ¢ =RA"+ S gilt

, Ae A
cos (g, ) = Tyt
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Schnittwinkel von Gerade und Ebene
Schneidet eine Gerade ¢ = RC' + S eine Ebene
E = RA + RB + S, so verstehen wir unter dem
Schnittwinkel (g, E') der Geraden g mit der Ebe-
ne E/ den Winkel zwischen der Geraden g und der
Projektionsgeraden gg, die wir erhalten, wenn wir
jeden Punkt der Geraden g orthogonal auf die Ebe-
ne F projizieren.

Ist X ein Punkt auf der Geraden ¢ = RC' 4+ S und
h =RN + X das Lot durch X auf E mit Lotfufs-
punkt Xg, so ist das Dreieck SX Xg rechtwinklig
bei Xg. Deshalb sind alle Innenwinkel kleiner als
90° und es ist £(h,g) = 90° — .

Wir erhalten

|IN o C|

sin (g, E) = siny = cos(90° — ) = cos L(h, g) = NIIC)

Schnittwinkel Gerade/Ebene:
Schneidet eine Gerade g = RC + S eine Ebene E und ist RN LE, so gilt fiir die
Grofe £(g, F) des Schnittwinkels

B |N o C|
INI|C|

sin £(g, E)

Schnittwinkel zweier Ebenen

Unter der Grofe des Schnittwinkels £(E, E') zwei-
er sich schneidender Ebenen F und E’ verstehen
wir die Grofe des Schnittwinkels der Geraden g
in der Ebene E und der Geraden ¢’ in der Ebene
E’, die orthogonal zur Schnittgeraden s sind und
durch einen gemeinsamen Punkt S verlaufen.
Dieser Winkel ist gleich dem Schnittwinkel
£(n,n’) der zur Ebene E orthogonalen Geraden
n =RN + S und der zur Ebene E’ orthogonalen
Geraden n’ = RN’ 4+ S.
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Schnittwinkel Ebene/Ebene:
Schneiden sich zwei Ebenen E und E’ und ist RN LE und RN’ LE’, so gilt fiir
die Grofke des Schnittwinkels £(E, E') der Ebenen

N e N’
cos £(E,E') = cos £(RN,RN’) = W

Beispiel 1: Schnittwinkel Gerade/Gerade
Berechnen Sie die Grofe des Schnittwinkels der Geraden

1 2 3 0
g=R[O]+|1|] undg=R|[2]+|-1
1 2 1 2
Loésung:
1 2 3 3 0
Dal-(0)+ (1] =11 =1-12]| 4+ |—1] ist, schneiden sich die beiden
1 2 3 1 2

3
Geraden im Punkt S = 1) . Fiir die Groke des Schnittwinkels gilt:
3

cos £(g,9') =

= v = o= also £(g,¢') = arccos( %) ~ 40,89°.

_ O = O
— N W N W

Beispiel 2: Schnittwinkel Gerade/Ebene

2 4
Berechnen Sie die Grofe des Schnittwinkels der Geraden g =R | —1 | + | 2
1 3

und der Ebene E.

W{X (X(

W N

N——

N——
[}

g
)

-1
) 0} (b) E = {X |3z) — 4xo + 21 =T}
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Loésung:
4 —1
(a) E und g schneiden sich im Punkt [ 2 |. Esist R [ 2 | LE, also
3 5
1\ (2
2 e —1
, 5 1 1
sin£(g, E) = — SN = Vv
2 —1
) 1
Der Schnittwinkel ist £(g, F) = arcsin ﬁé ~ 4,27°.
(b) Da3-4—4-2+1-3 =7 ist, schneiden sich E und g im Punkt
3 2
—4 o] =1
3 1 1
: - _ __1
Es ist R —14 LE also sin4(g, E) = 5 5\ = Vasve:
—4 -1
1 1
Der Schnittwinkel ist £(g, £') = arcsin ﬁé ~ 61, 73°.
4 —1 3
(¢) E und g schneiden sich im Punkt [ 2 ]. Esist | 2 | x [1] =
3 2 0
-2 2
6 || —1
2 ~7) \1
: e _ _ 7
ist R 67 L E. Damit ist sin (g, F) = = 5\ = Vesve:
6 -1
-7 1
Der Schnittwinkel ist £(g, F) = arcsin \/sig?\/é ~ 47, 36°.

Beispiel 3: Schnittwinkel Ebene/Ebene
Berechnen Sie die Grofe des Schnittwinkels der Ebenen

2 1 3
E=R|-1|+R|[1]+|1]| und E' = {X |42 + 229 — 223 = 5}.
2 3 2
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Lo6sung:
2 1 -5 4

st N=|—-1]x[1]=|-4]und N =] 2 |,soist RNLE und RN'LFE'.
2 3 3 -1

Da RN # RN’ ist, sind die Ebenen nicht parallel zueinander und schneiden sich
deshalb. Fiir die Grofe des Schnittwinkels ergibt sich

_5 4
—4 ] e 2
NN 3 1 95 5
cosAE,E':| = — _ 7
(EE) = NIV = T/=\[1/ 2\ | ~ 5vaval ~ vis
4 9
3 1

also ist L(E, E') = arccos \/% ~ 39,51°.
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12.2.5 Abstand Punkt-Ebene

(a) Begriinden Sie, weshalb der Lotfufpunkt Xz

der Punkt der Ebene E ist, der den kleinsten
Abstand vom Punkt X hat. <Y
(b) Berechnen Sie den Abstand des Punktes XE
—21
X = 10 von der Ebene
17
2 1 -2
E=R|-1]+R{[5]+1| 4
3 4 1

Abstandsberechnung mithilfe der Lotgeraden

Der Abstand eines Punktes X von einer Ebene
E=RA+RB+ P

ist die kiirzeste Entfernung eines Punktes der Ebe-
ne und dem Punkt X.

Der Lotfulspunkt Xg ist der Punkt der Ebene F, \
der den kleinsten Abstand von X hat. Er ist der

Schnittpunkt der Lotgeraden | = R(A x B) + X

mit der Ebene F.

Der Abstand des Punktes X von der Ebene E ist

also gleich der Lange der Strecke X Xg.

Berechnung des Abstandes Punkt/Ebene:
Der Abstand des Punktes X von der Ebene £ = RA + RB + P kann folgender-
mafen berechnet werden:

e Aufstellen der Lotgeraden [ durch X auf E

|=R(Ax B) + X,

e Berechnung des Lotfultpunktes Xz als Schnittpunkt von [ und F,

e Berechnung der Lange der Strecke X Xg.
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Abstandsberechnung mithilfe des Spatproduktes

Der Abstand des Punktes X von der Ebene
E=RA+RB+ P ist gleich dem Abstand des
Punktes X — P von der Ursprungsebene RA+RB.
Dieser Abstand ist wiederum gleich der Lange der
Hoéhe h in dem durch die Punkte A, B und X — P
definierten Spat.

Die Grundfliche ist ein Parallelogramm und hat
den Flacheninhalt & = |A x B].

Das Volumen des Spats ist

¥ = |(Ax B)e (X — P)|.

Aus der Formel ¥ = & - h erhalten wir

L _lAxB)e(X - P)
o |A x B '

Abstandsformel Punkt/Ebene:
Der Abstand d des Punktes X von der Ebene F = RA + RB + P ist gleich der
Liange der Hohe in dem durch A, B und X — P definierten Spat:

g Volumen des Spats _ [(Ax B)e(X —P)|
~ Flicheninhalt der Grundfliche |A x B
Ist RN _LE, so ist folglich
g |N e (X — P)|
| V]

Ist die Ebene E in Hessescher Normalendarstellung £ = {Y | (Y — P) e N = 0},
|N| = 1 gegeben, so vereinfacht sich dies zu

d=|Ne(X —P).

Wir erhalten den Abstand des Punktes X von der Ebene E also, indem wir
ihn in die definierende Gleichung der Ebene in Hessescher Normalendarstellung
einsetzen.

a

Ist £ ={Y |ay; + bys + cys = e}, so gilt fiir N = | b |, dass RN LE ist. Aukerdem
c

gilt fiir jeden Punkt P der Ebene, dass P e N = e ist. Also gilt fiir den Abstand des

Punktes X von der Ebene F

_|[NeX -NeP| |NeX —¢

d
[NV [NV
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Abstandsformel Punkt/Ebene in Koordinatendarstellung:

Fiir den Abstand d des Punktes X von der Ebene E = {Y | ay, + bys + cys = e}
gilt

_ azy +bxy + cx3 — €

d

Beispiel 1
25
Berechnen Sie den Abstand d des Punktes X = | —13 | von der Ebene
21
3 -1 4
E=RI[3]+R| 2 | +1|4
2 3 3
Losung:

Das Lot auf E durch X ist die Gerade

Der Lotfufipunkt Xp ist ein gemeinsa- 3 -1 4
mer Punkt von E und [, also von der rls3l+s| 2 |+1[4
Form X g _21 i ’ ’ ’
orm Xgp =r +s + 5 25
2 3 3
=t|-11]+|-13
g 25 9 21
und Xg=t|-11]|+ [ -13].
9 21 3r —s =5t = 21
Wir 16sen das sich daraus ergebende & |3r +2s +11t = 17
Gleichungssystem. 2r +3s -9t = 18
St=-2,s=-2,r=3
Damit erhalten wir den Lotfufspunkt 5 25
Xp, womit wir den Abstand d des Xp=t|—-11|+|[-13
Punktes X von der Ebene E berech- 9 21
nen konnen. 5 95 15
==2|-11|+|-13] =19
9 21 3
10
d=|X—-Xg|=1|]-21]|=+V830

17
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Beispiel 2
2
Berechnen Sie den Abstand d des Punktes X = | 4 | von der Ebene
0
-2 2 2
E=R|[ 1 |4+R|2]|+] 2
5 1 3
Losung:
Es ist
—2 2 2 -2 -9 4
1 x |2 ° 41 — 2 12 | e 2
L 5 1 0 3 _\-6 -3/ 6] 2
B —2 2 B -9 C3V29 V29
1 x | 2 12
5 1 —6

Beispiel 3: Abstand paralleler Ebenen
Berechnen Sie den Abstand der beiden parallelen Ebenen

1 -1 3 1 -1 1
E=R[3]|+R|[-2|+ |0 ndE'=R|3|+R|-2|+]1
2 3 2 2 3 0
Loésung:
Der Abstand der parallelen Ebenen E und E’ ist gleich dem Abstand irgendeines
1
Punktes der Ebene E’ von der Ebene E. Der Punkt | 1 | liegt in der Ebene E’, und
0

damit gilt fiir den Abstand d der Ebenen

1 —1 1 3 13 -2
31 x| =2 ° 11—-10 —5]e 1
p 2 3 0 2 1 —2 33
B 1 —1 B 13 V195
3] x| -2 -5
2 3 1
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12.2.6 Abstand windschiefer Geraden

Die Geraden g und ¢ entlang der Kanten des 0 .
Quaders schneiden sich nicht. Welche Punkte auf ’
den Geraden haben den kleinsten Abstand von-

einander? g

Unter dem Abstand zweier windschiefer Geraden
g =RC+ Q und ¢’ = RC’" + @' verstehen wir den
Abstand der Punkte P und P’ auf den Geraden,
die den kleinsten Abstand voneinander haben.

P muss der Fufspunkt des Lotes durch P’ auf g
sein, P’ muss der Fulipunkt des Lotes durch P auf
g’ sein.

Die Gerade g(P, P’) durch diese Punkte muss sowohl zu g als auch zu ¢’ orthogonal
sein, sie ist das gemeinsame Lot der Geraden g und ¢'.

1. Moglichkeit der Abstandsberechnung
Ist P. = rC + @ ein Punkt auf der Geraden ¢g und P = sC’ + ) ein Punkt auf der
Geraden ¢/, so erhalten wir aus der Forderung

(P,—P))eC =0und (P, — P.)e(C' =0

ein lineares Gleichungssystem, mit dem wir die Parameter » und s der Punkte P
und P’ bestimmen konnen.

Abstand windschiefer Geraden:
Den Abstand d zweier windschiefer Geraden ¢ = RC 4+ @Q und ¢ = RC' + @’
erhalten wir folgendermalfsen

e Lose das lineare Gleichungssystem
(P,— P))eC =0und (P, — P.)e (' =0,

wobei P, = rC + @ ein Punkt auf der Geraden g und P, = sC’ + @)’ ein
Punkt auf der Geraden ¢’ ist.

e P=rC+Qund P’ = sC"+ (@’ sind die Fukpunkte des gemeinsamen Lotes.
Der Abstand der Geraden g und ¢’ ist gleich dem Abstand der Punkte P
und P’; also gleich

|PP'|.




230 KAPITEL 12. GEOMETRIE DES RAUMES

2. Moglichkeit der Abstandsberechnung
Der Abstand der windschiefen Geraden g und g
ist gleich dem Abstand der durch die Geraden g
und ¢’ festgelegten parallelen Ebenen

/

E=RC+RC'+P=RC+RC"+Q
und

E=RC+RC'+P =RC+RC"+ Q.
Der Abstand d der Ebenen ist also

CxC)e(@-Q)

_ [
4= |C x C'|

Abstandsformel windschiefer Geraden:

Der Abstand d zweier windschiefer Geraden ¢ = RC + @ und ¢’ = RC" + @’
ist gleich dem Abstand der durch g und ¢’ definierten parallelen Ebenen E =
RC +RC"+ @ und E' = RC +RC’ + @', also

(CxC)e(@-@)]

d= IC x C']

3. Moglichkeit der Abstandsberechnung

Der Abstand d der Geraden g und ¢’ ist gleich der
Lénge h der Hohe im Spat. Subtrahieren wir @’
von den Eckpunkten, so erhalten wir das entlang
der gerichteten Strecke 'O verschobene Spat, das

durch die Punkte C, C’, Q — @’ und den Koordi- QO+
natenursprung definiert wird. Dieses hat das Volu-
men

Y =|(CxC)e(Q-Q)),
die Grundfliche ist ein Parallelogramm und hat den Flicheninhalt &7 = |C x C"|.
Damit ergibt sich ebenfalls
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Beispiel

Bezogen auf ein geeignetes Koordinatensystem startet eine Fliege im Koordina-
3

tenursprung zu einem geradlinigen Flug zum Punkt P = | 12
4

. In derselben Zeit

0

(und mit demselben Startzeitpunkt) fliegt eine Wespe geradlinig von A = | 10

5

0

nach B = | 2

5

nen Sie den minimalen Abstand der Tiere und den minimalen Abstand ihrer
Flugbahnen.

. Beide Tiere fliegen mit konstanter Geschwindigkeit. Berech-

Losung:
3
Die Flugbahn der Fliege ist die Gerade f = R(P —0)+ O =R | 12
4
0 0
Die Flugbahn der Wespe ist die Gerade w =R(B—A)+ A=R [ -8 | + | 10
0 5
Der Abstand d der Flugbahnen ist also
3 0 0 0 32 0
12 -8 ) 0] —110 0 o | —10
4 0 0 5 —24 —d 12
d p—t p— p—t _O p— 3.
3 0 32 40
12 x| =8 0
4 0 —24
Der Abstand der Flugbahnen betrigt 3 Lingeneinheiten.
3
Nach t Zeiteinheiten befindet sich die Fliege am Punkt F; =¢- [ 12
4
0 0
Nach t Zeiteinheiten befindet sich die Wespe am Punkt W, =¢- | =8 | + | 10

0 )
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Das Quadrat des Abstandes der Tiere zum Zeitpunkt ¢ ist

@) =

| EW?
(F, — W)
F? —2F,W, + W}
3\’ 3 0 0 0 0
2| —2t-{12)@- -8+ (10])+(-[-8|+|10])?
4 4 0 5 0 5

1692 + 192¢% — 280t + 64> — 160t + 125
42512 — 440t + 125.

Wir suchen das Minimum der Funktion f(¢). Notwendige Bedingung dafiir ist, dass

f'(t) = 0 ist.

Es ist f'(t) = 850t — 440, also ist f/(f) = 0 genau dann, wenn ¢ = 30 = & ist.
Auferdem ist f”(t) = 850 und damit f”(5) = 850 > 0. Also befindet sich an der

_ 44 . . . o e . . 44 _
Stelle t = = tatsichlich ein Minimum, ndmlich f(g) = 5=

189

Der minimale Abstand der beiden Tiere betréigt also 11;879 ~ 3, 3343 Langeneinhei-

ten.
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12.3 Kugeln
3 -1
Uberpriifen Sie, ob die Punkte P = {0 | und Q@ = | 4 | auf der Kugel mit
2 1
1
Mittelpunkt M = | 2 | und Radius R = 3 liegen.
3

Ein Punkt X € R3 liegt genau dann auf der Kugel
Kr(M) mit Mittelpunkt M und Radius R > 0,
wenn |X M| = R ist.

Die Kugel Kr(M) besteht also aus allen Punkten
X, fiir die | XM| = R ist.

Ist M € R? ein Punkt und R eine positive reelle Zahl, so ist die Punktmenge

Kr(M) = {X||MX]|=R}

{X|v(M—-X)?=R}

{X|(X - M)*=R%}

{X | (21— m1)® + (22 — ma)? + (z3 — m3)® = R*}

eine Kugel mit Mittelpunkt M und Radius R.

Beispiel 1
3

Geben Sie die Kugel Kz(M) mit Mittelpunkt M = | 1 | und Radius R = 3
—2

als Punktmenge an.




234 KAPITEL 12. GEOMETRIE DES RAUMES

Lo6sung:
Es ist
3 2
Kp(M) = (X[ [X—-|1 = 37
-2
I 3 2

{X [ (21 = 3)" + (w2 = 1)* + (23 + 2)* = 9}
= {X| (a7 — 621 +9) + (23 — 22 + 1) + (23 + 43 +4) = 9}
= {X |2} — 62, + 25— 1y + 23 + 423 = —5}.
Bei den ersten drei Darstellungen kann der Mittelpunkt und der Radius des Kreises

sofort abgelesen werden. Bei den letzten beiden Darstellungen ist dies nicht mehr so
einfach moglich.

Beispiel 2
Zeigen Sie, dass die Punktmenge

{X |23 — 10z + 25 — dxy + 75 — 203 = —26}

eine Kugel ist und bestimmen Sie deren Mittelpunkt und Radius.

Losung
Wir fiithren die quadratische Erginzung durch fiir die Terme, die die Variablen x1, x5
bzw. x3 enthalten, so dass wir die binomische Formel anwenden kénnen:

{X | 2% — 102y + 23 — 4ao + 2% — 223 = —26}
{X | (zF — 1021 +25) + (25 — dao+4) + (25 — 229+ 1) = —26+25+4+1}

= {X|(z1—5)*+ (23 —2)* + (w3 — 1)* = 4}

I 5
= X | i) — 2 — 22
x3 1
B\ \ 2
= {X||x-[2 =2
1
)
Aus den letzten beiden Darstellungen kénnen wir den Mittelpunkt M = | 2 | und
1

den Radius R = 2 direkt ablesen.
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Beispiel 3
Liegt der Punkt A innerhalb, aufserhalb oder auf der Kugel

K:{X|(ZE1+3)2+($2—1)2+(ZL’3—2)2:25}?

0 —4 1
(a) A= |5 (b)y A= 2 (c) A= |4
2 5 1
Losung
-3
Die Kugel hat den Mittelpunkt M = | 1 | und den Radius R = 5.
2

Ist [AM| < R, so liegt A innerhalb der Kugel. Ist |[AM| = R, so liegt A auf der
Kugel. Ist |AM| > R, so liegt A auferhalb der Kugel.

(a) Bsist [AM]> = (043)2+ (5 — 1)2+ (2 — 2)® = 25 = R? also liegt der Punkt
A auf der Kugel.

(b) Bsist [AM|* = (=4 +3)>+ (2—1)24 (5 — 2)? = 11 < 25 = R?, also liegt der
Punkt A innerhalb der Kugel.

(¢) Bsist J[AM]? = (1+3)>+ (4 —1)2+ (1 —2)? = 26 > 25 = R?, also liegt der
Punkt A aufserhalb der Kugel.

Beispiel 4: Kugel durch vier Punkte

Eine Kugel ist durch den Mittelpunkt M und den Radius r bzw. den Mittelpunkt
M und einen Punkt A auf der Oberfliche der Kugel eindeutig festgelegt. Ist der
Mittelpunkt nicht gegeben, so bendtigen wir um eine Kugel festzulegen 4 Punkte
auf der Oberfliche, die nicht alle in einer gemeinsamen Ebene liegen.

3 0 6 3
Gegeben sind die Punkte A= (2|, B=|-1],C= |3 | und D= |3
0 8 4 1

Bestimmen Sie die Punktmenge der Kugel durch die Punkte A, B, C' und D.
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Lo6sung:

Da die Punkte A, B,C, D auf der Kugel liegen, gelten fiir den Mittelpunkt M =
my
mso | und den Radius R die Gleichungen

ms
i I (CL1 — m1)2 -+ (a2 — m2)2 + (Clg — m3)2 = R2
17 (bl — m1)2 + (bg — m2)2 + (bg - m3)2 = R2
IIT ¢ (e —mp)?*+ (co —mg)® + (c3 —m3)* = R?
_[V : (dl — m1)2 + (d2 — m2)2 + (dg — m3)2 = R2
i I (3 — m1)2 -+ (2 — m2)2 + (0 — m3)2 = R2
o 17 (0—m1)2+ (—1 —m2)2+ (8—m3)2 = R2
117 (6 — m1)2 + (3 — m2)2 -+ (4 — m3)2 = R2
_[V . (3—m1)2+(3—m2)2+(1 —TYL3)2 = R2
[ : 9—06m; +mi +4—4my +m} +m3 = R?
o |1 m?  +1+2my +mi +64—16ms3 +m3 = R?
IIT : 36—12m; +m?3 +9—6my +m3 +16—8mz +m3 = R?
IV : 9—06my +mi +9—6my +m3 +1—-2m3 +mj = R?
i I . (3—m1)2+ (2—m2)2+m§ = R2
N -1 —6my — 6my + 16mg = 952
Ir—-1IIT 12m1+8m2—8m3 = —4
L I1-1Vv : 2m2 + 2m3 = 6
[ 1 D B=m)?+(2—my)?+mi = R?
N II : —6my; — 6me + 16ms3 = 52
201 + 111 —4msy 4 24mg = 100
L 1—-1V : 2m2 + 2m3 = 6
[T D B=—m)?+(2-m)?+mi = R?
o 11 : —6TTL1 - 6m2 + 16TTL3 = 52
117 : —4msy + 24mg = 100
_]]I + 21V +28ms3 = 112

=4 m3:4,m2:—1,m1 :37R:5

Es ist also K = {X | (x1 — 3)* + (22 + 1) + (z3 — 4)? = 5*}.
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Beispiel 5: Lage Kugel/Gerade

Gegeben ist die Kugel Kr(M) mit Mittelpunkt M =
—2
5 | und Radius R = v/32 sowie die Gerade g.

—2 4 2 —2 Sekante  Passante
(a) 9= R{-2]+ 3 (C) g = RI1]+ 3 Tangente
5 —2 1 5)
—4 4
b g=R|-3|+]| 3
0 —2

Untersuchen Sie die Lage der Geraden g und der Kugel Kg(M). Berechnen Sie
gegebenenfalls die Schnittpunkte.

Losung:
Esist Kg(M) = {X | (z1+2)?+ (2 — 5)* + (23 — 3)* = 32}. Wir bestimmen jeweils
die gemeinsamen Punkte der Kugel Kr(M) und der Geraden g.

(a)  Ein Punkt X ist genau dann ein gemeinsamer Punkt der Kugel Kz(M) und

T —2 4
der Geraden g, wenn er von der Form X = |2 | =t | =2 | + | 3 | ist und wenn
XT3 5 —2

32 = (21 +2)* + (23 — 5)% + (23 — 3)*
= (=2t +4+2)%+ (-2t +3—5)*+ (5t —2 — 3)> = 33> — 661 + 65,

also 0 = 1> — 2t + 1 = (¢t — 1)? ist. Letztere Aussage ist genau dann erfiillt, wenn
t = 1 ist. Es gibt also nur einen gemeinsamen Punkt, ndmlich den Beriihrpunkt

-2 4 2
B=|-2|+]| 3 | =[1].Die Gerade g ist eine Tangente an die Kugel Kg(M).
) —2 3
(b)  Ein Punkt X ist genau dann ein gemeinsamer Punkt der Kugel Kz(M) und
st —4 4
der Geraden g, wenn er von der Form X = |2y | =t [ =3 |+ | 3 | ist und wenn
XT3 0 —2

32 = (z1+2)*+ (2 — 5)* + (23 — 3)?
= (—4t+4+2)%+ (=3t +3 -5+ (-2 —3)?
= 25t* — 36t + 65,
also 0 = 12 — %t + % ist. Da diese Gleichung keine Losung hat, besitzen die Gerade

g und die Kugel Kz(M) keine gemeinsamen Punkte. Die Gerade g ist also eine
Passante.
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(¢) Ein Punkt X ist genau dann ein gemeinsamer Punkt der Kugel Kz(M) und

I 2 —2
der Geraden g, wenn er von der Form X = x| =t | 1] + | 3 | ist und wenn
T3 1 5

32 = (21 +2)* + (29 — 5)* + (z3 — 3)*
=(2t—2+22*+(t+3-5)2+(t+5-3)>=6t>+38,

also t? = 4 ist. Letztere Aussage ist genau dann erfiillt, wenn ¢t = 2 oder t = —2 ist.
Es gibt also zwei gemeinsame Punkte, namlich die Schnittpunkte

2 -2 2 2 -2 —6
Si=2|1|+[ 3 ]|=15 und So=-2|1|+| 3 | =11
1 5 7 1 5 3

Die Gerade ¢ ist also eine Sekante.

Beispiel 6: Lage Kugel /Ebene
Untersuchen Sie, ob die Ebene F die Kugel K schneidet, beriihrt oder verfehlt.

(a) K ={X|(z1—3)*+ (2 — 2)* + (3 — 1)* = 35},
E ={X |z + 3wy + 53 = 49}

1
2 4 5
E=R|-3|+R|6]+ |5
2 1 2
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Loésung:
Wir bestimmen jeweils den Abstand des Kugelmittelpunktes von der Ebene.

1 3

(a) TIst N=[3],soist RNLE. Der Punkt M = [ 2| ist der Mittelpunkt der
b} 1

Kugel K. Fiir den Abstand d des Punktes M von der Kugel K erhalten wir

3 1
21| 3] —49
1 5 35
3
5

Der Abstand ist also gleich dem Radius der Kugel. Deshalb beriihren sich die Kugel
K und die Ebene F.

2 4 —15 -1
by Ist N=|-3|x]|6]= 6 |,soist RNLE. Der Punkt M = [ 1 | ist
(

2 1 24 4

der Mittelpunkt der Kugel K. Fiir den Abstand d des Kugelmittelpunktes M von
der Ebene E erhalten wir

15 5 —1
6 ° 51 — 1
_ 24 2 4 _ 14 ~3 04
—15 393
6
24

Da der Abstand des Kugelmittelpunktes von der Ebene grofer als der Kugelradius
ist, schneiden sich die Ebene und die Kugel nicht.

Beispiel 7: Schnittkreis von Kugel und Ebene
Zeigen Sie, dass sich die Kugel

Kr(M)={X|(z1 —1)* + (9 — 1)* + (x3 — 5)* = 35}

und die Ebene
2

—2

schneiden. Berechnen Sie Mittelpunkt und Radius des Schnittkreises.
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Lo6sung:
Wir berechnen den Abstand d des Ku-
1

gelmittelpunktes M = | 1| von der

5
Ebene E.
Da der Abstand kleiner als der Kugel-
radius R = 3 ist, schneiden sich die
Kugel und die Ebene.

Den Radius r des Schnittkreises be-
rechnen wir mithilfe des Satzes des
Pythagoras:

r=+vR2—d2=+/5.

Der Mittelpunkt des Schnittkreises ist
der Lotfullpunkt Mg des Lotes [ durch
M auf die Ebene E. Es ist

2 1
I=R|-1]+]1
-2 )

Da Mg ein gemeinsamer Punkt von
[ und E ist, ist er von der Form

2 1
Mg = t|—1] 4+ 1] und es ist
-2 )
2
—15=ME. -1
-2

Setzen wir die erste Gleichung in die
zweite Gleichung ein, so kdnnen wir ¢
und damit den Punkt Mg berechnen.

1 2
1]le|—-1]+15
5 -2
d = =2
2
-1
-2

2
—15:MEO -1
—2
2 1 2
=|tl-1|+[1]]e]|~-1
-2 5 —2
=9t—9
2
t=—=
3
5 [ 2 1 -3
ME_—§ -1 +(1] =12
-2 5 2
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Beispiel 8: Tangentialebene
3

Der Punkt B = | 1] liegt auf der Kugel
2

Bestimmen Sie die Tangentialebene F, die die Kugel K im Punkt B beriihrt.

Loésung:
Ein Punkt X liegt genau dann E={X|(X—-B)e(B—M)=0}
in der Tangentialebene FE, wenn

g(X,B)Lg(B,M) ist, wenn also :1))

(X —B)e(B— M) =0 ist. \ 9

Durch Einsetzen von M = 4 { ( (i’)) ( ) }
-1

und B erhalten wir eine Normalendar- 2

stellung und eine Koordinatendarstel-

lung der Tangentialebene E. =X [Xe _33 =3

={X| —z2+23=1}

Beispiel 9: Zu einer Ebene parallele Tangentialebene
Bestimmen Sie die zur Ebene £ = {X | x; + 325 — 3x3 = —42} parallelen
Tangentialebenen an die Kugel

Kr(M) ={X | (x1 — 2)* + (v2 — 1)* + (v3 — 3)* = 19}.

Losung:
Die Beriihrpunkte der Tangentialebenen sind die Schnittpunkte der Lotgeraden [
durch M auf E mit der Kugel Kx(M). Die Lotgerade durch M auf die Ebene E ist

1 2
[=R| 3 | +|1]. Ein Punkt X ist genau dann ein gemeinsamer Punkt von [
-3 3
T 1 2
und Kz(M), wenn er von der Form X = [xo | =t | 3 | + [ 1| ist und wenn
I3 -3 3

19 = (21 — 2)* + (w2 — 1)* + (23 — 3)?
= (t+2—-2)4+ (3t +1—-1)2+ (=3t +3—3)2 =19

also t = 1 oder t = —1, ist. Damit erhalten wir die Beriihrpunkte der Tangential-
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ebenen mit der Kugel K

1 2 3 1 2 1
Bi=1-13 |+|1] =14 und B=—-1-| 3 |+ |1|=]|-2
-3 3 0 -3 3 6

Die Tangentialebenen sind damit

T1 = {X | T+ 31’2 — 3[E3 = 15} und T2 = {X ’ T+ 31’2 — 31’3 = —23}

Beispiel 10: Lage Kugel/Kugel
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Kugeln K und K'.
Vergleichen Sie dazu den Abstand der Mittelpunkte mit den Radien.

(a) K={X| (21 —6)2+ (v2+6)>+ (z2+1)2 =6} und
K' ={X|(x; —3)* + 23 + (v3 — 2)* = 24},

(b) K ={X|(z1+1)*+ (xg — 1)? + (22 + 1)> = 24} und
K, = {X | (ZEl — 7)2 + (.1]2 — 5)2 + (ZL’3 —3)2 = 6}

Losung:
Es gibt folgende Lagemoglichkeiten zweier Kugeln Kr(M) und K, (M') mit dem
Abstand d = |[M M’| der Mittelpunkte:

Kein Schnittpunkt Beriihrpunkt Schnittkreis
d > R+ R oder d= R+ R oder IR—R|<d<R+R
d<|R—-R| d=|R— R|
K M 4
M da
M d>R+R™ d=RY¥ R s 4+ R J\ﬁt—‘,
d+R <R e g
K' 4
M M/
6 3 3
(a) Der Abstand der Mittelpunkte ist d = || =6 | — [0 ]| = || =6 || = 3V6.
—1 2 -3

Aukerdem ist R+ R = 3v/6. Da d = R+ R’ ist, beriihren sich die Kugeln. Die Kugel
K’ liegt auferhalb von K.

—1 7 -8
(b)  Der Abstand der Mittelpunkte ist d = || 1 | = [5]| = || -4 || = 4V6.
—1 3 —4

AuRerdem ist R + R’ = 3v6. Da d > R + R’ ist, haben die Kugeln keinen Schnitt-
punkt. K’ liegt aukerhalb von K.
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Beispiel 11: Schnittebene und Schnittkreis zweier Kugeln
Gegeben sind die Kugeln K = {X | (x; — 5)? + (2o — 18)2 + (23 — 20)2 = 17%}
und K’ = {X | (z1 +2)* + (2 — 4)* + (23 — 6)* = 10%*}.

(a) Zeigen Sie, dass sich die Kugeln K und K’ schneiden.
(b) Bestimmen Sie die Schnittebene E, in der sich der Schnittkreis befindet.

(c) Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Schnittkreises.

Losung:
5 —2 7

(a) Der Abstand der Kugelmittelpunkteistd = [ 18 | — | 4 || = || 14 || = 21.
20 6 14

Esist R+ R =174+10=27>dund |[R— R'|=7<d.Da|R—R|<d< R+ R
ist, schneiden sich die Kugeln K und K’ in einem Kreis.

(b) Es sind dquivalent:

X ist ein gemeinsamer Punkt von K und K’

[ I : (.Il - 5)2 + (IL‘Q - 18)2 + ((L’g - 20)2 = 289
= : 2 _4)2 62—
1T (21 +2)° + (22 —4)" + (v3—6)* = 100
- [T : 22 — 107, + 2% — 362y + 22 — 4003 = —460
11 T2 44w + 25 — 8o + 7% — 1225 = 44
- [ I 22 — 10xy + 23 — 3629 + 25 — 4023 = —460
=11 : —14x, — 28x9 — 2873 = —504|"

Die letzte Gleichung bedeutet, dass der Punkt X in der Ebene

(¢) Der Mittelpunkt des Schnittkreises ist der Fufspunkt Mg des Lotes | durch M

1 5
auf die Ebene F. Esist [=R [ 2] + | 18
2 20
T 1 5
Da Mg auf [ und in E liegt, ist Mg = |z | =t [ 2| + | 18 | und
T3 2 20

36 = 21 + 2w + 223 = (t +5) + 2(2t + 18) + 2(2t + 20) = 9¢ + 81,

alsot =—5. Esfolgt Mp=—-5- 2]+ 18] =] 8



244 KAPITEL 12. GEOMETRIE DES RAUMES

Den Radius r des Schnittkreises berechnen wir mit
dem Satz des Pythagoras: r = v/ R? — d?, wobei

5 0 5
d=|M—Mgl=|[18] =8 ]|=|[10]|=15
20 10 10

der Abstand des Schnittkreismittelpunktes Mg
vom Mittelpunkt M der Kugel K ist.
Damit erhalten wir r = /172 — 152 = 8.

Der Schnittkreis hat also den Mittelpunkt Mg = | 8 | und den Radius r = 8.
10
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13 Vorbetrachtungen

In diesem Teil der Arbeit sollen die einzelnen Kapitel des Unterrichtswerkes aus
Teil [I1| einer didaktischen Analyse unterzogen werden, in der grundsitzliche Uber-
legungen und Begriindungen zur Auswahl der Unterrichtsinhalte dargelegt werden.
Dabei beschreiben wir zuniichst grundlegende Uberlegungen zur Einfiihrung von
Zahlenpaaren und Zahlentripeln und damit von Punkten der Ebene und des Raum-
es als Zahlbereichserweiterungen der reellen Zahlen. Im Anschluss daran stellen wir
die Reduktionsprinzipien vor, mit denen die fachlichen Inhalte fiir die Schule zu-
ganglich gemacht werden. Die darauf folgenden Kapitel orientieren sich am Aufbau
des Unterrichtswerkes aus Teil [Il und beinhalten didaktische Kommentare zu den
entsprechenden Kapiteln im Unterrichtswerk.

13.1 Zahlbereiche und Zahlbereichserweiterungen

Als Richtlinie fiir die Auswahl der Unterrichtsinhalte haben wir die Fachanforderun-
gen des Landes Schleswig-Holstein fiir die Sekundarstufe II [12] gewihlt. Die dort
geforderten Inhalte der analytischen Geometrie lassen sich iiberwiegend den Leitide-
en Algorithmus und Zahl (L1), Messen (L2), Raum und Form (L3) zuordnen. Geméf
der Leitidee L1 soll in der Sekundarstufe II der Zahlbegriff der Sekundarstufe I zu
Tupeln und Matrizen einschliefslich zugehdriger Operationen erweitert werden.

Wir wollen zunéchst begriinden, weshalb wir die Interpretation der Tupel, also der
Elemente des R? und R3, als Punkte der Ebene und des Raumes als geeignete In-
terpretation fiir diese Erweiterung halten. Aufserdem wollen wir begriinden, weshalb
die Vektorraumstruktur eine geeignete Algebraisierung der Ebene und des Raumes
ist. Dazu betrachten wir zunédchst die Erweiterung der Zahlbereiche im Laufe der
Schullaufbahn.

Die natiirlichen Zahlen werden von Kindern schon vor Eintritt in die Primarstufe
mit unterschiedlichen Gesichtspunkten verwendet (siche [35]). Dazu zéhlen unter
anderem der

e Kardinalzahlaspekt: Die natiirlichen Zahlen dienen dazu, Méchtigkeiten von
Mengen anzugeben (,Ich habe 2 Geschwister, ,Ich habe 12 Bauklitze®).
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e Ordinalzahlaspekt: Die natiirlichen Zahlen dienen dazu, Ordnungen und Rei-
henfolgen anzugeben (,,Ich habe den 2. Platz gemacht®, ,Ich habe am 22. April
Geburtstag”, ,Ich lese Seite dieser Arbeit®).

e Codierungsaspekt: Informationen werden durch Zahlen verschliisselt (,,Meine
Telefonnummer ist 23041%).

e Mafzahlaspekt: Natiirliche Zahlen werden als Mafzahlen verwendet (,,Ich bin
184cm grof ). Interpretiert man den Messvorgang einer Streckenlénge als
Vergleich mit einer gegebenen Einheitslange, so féllt der Mafkzahlaspekt unter
den Kardinalzahlaspekt.

e Rechenzahlaspekt: Mit natiirlichen Zahlen wird gerechnet. Dabei werden al-
gebraische Gesetzmifigkeiten und algorithmische Aspekte angesprochen. Ge-
nauso wie der Mafzahlaspekt kann auch der Rechenzahlaspekt nicht strikt von
den ersten beiden Aspekten getrennt werden.

Es ist das Ergebnis einer langen historischen Entwicklung, dass Zahlen von den
zu zdhlenden Gegenstianden abstrahiert werden, die Zahl 3 also nicht mit den Ge-
schwistern Tick, Trick und Track identisch ist, sondern eine Eigenschaft, die alle
derartigen Trios von Geschwistern gemeinsam haben (siche auch [42]). Unabhéngig
davon, unter welchem Aspekt die natiirlichen Zahlen betrachtet werden, handelt es
sich dabei stets um dasselbe mathematische Objekt.

Bereits in der Primarstufe werden das Kommutativgesetz der Addition und der
Multiplikation, das Assoziativgesetz der Addition und der Multiplikation sowie das
Distributivgesetz zum vorteilhaften Rechnen verwendet, spédtestens zu Beginn der
Sekundarstufe I werden diese Rechengesetze auch unter den entsprechenden Namen
thematisiert. Diese Gesetze behalten auch nach der ersten Zahlbereichserweiterung
von N auf Ny ihre Giiltigkeit.

Das Rechnen mit den natiirlichen Zahlen stofst jedoch an seine Grenzen, sobald es
um die Losungen x € N von Gleichungen der Form a+z = b und a-z = b geht, wobei
a,b € N natiirliche Zahlen sind. Ist ndmlich a > b, so besitzt die Gleichung a+x = b
keine Losung in N. Die Gleichung a - x = b besitzt nur dann eine Losung z € N
wenn a ein Teiler von b ist. Dies begriindet die Notwendigkeit, den Zahlbereich der
natiirlichen Zahlen zu erweitern. Wahrend in der Fachwissenschaft aus strukturellen
Griinden die natiirlichen Zahlen N zur Menge der ganzen Zahlen Z erweitert werden,
werden gemif der aktuellen Fachanforderungen in Schleswig-Holstein] die natiirli-
chen Zahlen zunéchst zur Menge der Bruchzahlen, also der nichtnegativen rationalen
Zahlen Q , erweitert. Erst im Anschluss daran wird dieser Zahlbereich um die nega-
tiven Bruchzahlen ergédnzt, worin dann auch die negativen ganzen Zahlen enthalten
sind. Der Grund dafiir ist einerseits die hohere Alltagsrelevanz der Bruchzahlen ge-
geniiber den negativen ganzen Zahlen, aber auch die historische Entwicklung sowie

! (andere Bundeslinder gehen dabei durchaus andere Wege)
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die einfachere Veranschaulichung der Rechenoperationen bei positiven Zahlen. Die
Zahlbereichserweiterungen verlaufen dabei nach folgendem Schema, welches anhand
der Erweiterung von Ny zu Qg illustriert werden soll.

o Frkennen der Grenzen eines Zahlbereiches:

Verwendet man zum Messen von Streckenldngen beispielsweise die Mafein-
heit Meter, so sind Streckenldngen, die kleiner als ein Meter sind, nicht immer
durch Ubergang zu kleineren Mafeinheiten bestimmbar. Dazu reicht es schon
aus, die Ausgangsstrecke in drei gleichlange Teile zerlegen zu wollen. Auch das
Verteilen von Pizzen ist nicht immer ohne Zerschneiden ebendieser moglich.
Die Division ist nicht immer ohne Rest durchfiihrbar, Gleichungen der Form
a - x = b besitzen nicht immer ein Losung in N.

Die nun als notwendig erkannte Neuschépfung eines Zahlbereiches ist ein de-
finitorischer Akt.

o Erkunden des neuen Bereiches:

Dabei soll Vertrautes wiedergefunden und Neues entdeckt werden. Ein Haupt-
augenmerk liegt dabei auf der Giiltigkeit der Rechengesetze auch im neuen
Zahlbereich. Geméaf dem Permanenzprinzip sollen die neuen Rechenopera-
tionen so geschaffen sein, dass die bekannten Rechengesetze ihre Giiltigkeit
behalten. Eine neu zu entdeckende Eigenschaft hingegen ist, dass durch die
Multiplikation zweier Bruchzahlen die Ausgangszahl nicht immer vergrofert
wird. Diese iiberraschende Erkenntnis muss bei den Schiilern zu einer iiberar-
beiteten Grundvorstellung der Multiplikation fiihren.

o FEinbettung des alten Bereiches in den neuen Bereich:
Jede natiirliche Zahl n € N findet sich durch die Bruchzahl, die durch den
Bruch 7 représentiert wird, in der Menge der Bruchzahlen wieder.

Der Zahlbereich QJ der Bruchzahlen weist ebenfalls erkennbare Grenzen auf, wenn
symmetrische Skalen wie die Celsius-Temperaturskala oder Zustandsanderungen be-
schrieben werden sollen. Auch ist die Subtraktion in @ nicht immer durchfiihrbar
und Gleichungen der Form a + x = b sind nicht immer l6sbar. Dies motiviert die
Erweiterung der Bruchzahlen QF zur Menge Q der rationalen Zahlen. Wihrend
die Fachwissenschaft zur Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen
durch eine Neukonstruktion vornimmt, werden in der Schule bei der Erweiterung von
Q¢ zu Q die Bruchzahlen nur um die negativen Bruchzahlen erginzt. Die Bruchzah-
len bleiben als Teilmenge in den rationalen Zahlen enthalten.

Die Addition natiirlicher Zahlen kann als Addition von Zustinden interpretiert wer-
den. 4+ 3 bedeutet in diesem Kontext, dass zwei disjunkte Mengen der Méchtigkeit 4
respektive 3 vereinigt werden. Die Méchtigkeit der Vereinigungsmenge ist 7. Natiir-
liche Zahlen und Bruchzahlen gestatten jedoch auch die Interpretation als Zustdinde
und Zustandsdinderungen, die sich auf die negativen Zahlen iibertragen lisst und
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somit auch nach der Zahlbereichserweiterung der positiven rationalen Zahlen Qg zu
den rationalen Zahlen QQ eine mogliche Interpretation bleibt.

Damit erhélt auch die Addition rationaler Zahlung unterschiedliche Bedeutungen:

o Auf einen Ausgangszustand wird eine Zustandsinderung angewandt. Wir er-
halten einen Endzustand.
(+4) 4+ (+3) = +7 kann in diesem Kontext so interpretiert werden, dass der
Wasserstand in einem Stausee 4 Meter betrigt. Wenn der Wasserstand um 3
Meter steigt, so betringt der Endzustand 7 Meter iiber dem Normalniveau.
Entsprechend wird (4+4) 4+ (—3) = +1 in dem Sinne so interpretiert, dass der
Wasserstand um 3 Meter fallt.

o Jwei Zustandsinderungen werden zu einer Zustandsinderung zusammenge-
fasst.
(+4) + (+3) = +7 kann in diesem Kontext so interpretiert werden, das der
Wasserstand in einem Stausee zunichst um 4 Meter steigt und dann um 3
Meter steigt, insgesamt steigt der Wasserstand also um 7 Meter.
(—4)+ (4+3) = —1 bedeutet in diesem Kontext, dass der Wasserstand zunéchst
um 4 Meter sinkt und anschliefend um 3 Meter steigt. Insgesamt sinkt das
Wasser also um einen Meter.

Wichtig ist es hierbei zu beachten, dass all diese Interpretationen lediglich verschie-
dene Vorstellungen ein und desselben mathematischen Objektes sind, ndmlich der
rationalen Zahlen Q. Ziel des Mathematikunterrichtes ist es, die Schiiler zum ab-
strakten Begriffsverstiandnis dieses mathematischen Objektes zu begleiten. Die Ver-
anschaulichungen dienen lediglich als Vehikel, um diesen Weg gangbar zu machen.

Mit der Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu den rationalen Zahlen kann auch die
Multiplikation nicht mehr ausschlieflich als wiederholtes Addieren interpretiert wer-
den. Die Multiplikation gewinnt nun zusétzlich die Bedeutung des kontinuierlichen
Vergroferns.

Die Notwendigkeit der Einfiithrung der reellen Zahlen basiert auf der Grundvorstel-
lung einer liickenlosen Zahlengeraden. Gemaéfs dieser Grundvorstellung konnen wir
auf der Zahlengeraden die Diagonalenlinge eines Quadrates mit Seitenldnge 1 zwar
abtragen, diese Lange jedoch nicht als Bruchzahl darstellen. Die Liickenlosigkeit der
Zahlengeraden dufsert sich in den reellen Zahlen in der Eigenschaft, dass es zu jeder
Intervallschachtelung [aq,b1] D [ag2,bs] O ... eine Zahl gibt, die in allen Intervallen

enthalten ist. Eine Konstruktion der reellen Zahlen kann neben der Intervallschachte-
lung auch iiber Cauchy-Folgen, dedekindsche Schnitte oder Dezimalzahlen erfolgen.

Die Struktur, die den reellen Zahlen zugrunde liegt, ist die Struktur eines vollstandig
angeordneten Korpers. Eine zentrale Einsicht dufert sich in folgendem Satz.

Satz 13.1. Bis auf Isomorphie gibt es nur einen vollstindigen, angeordneten Kdrper.
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Demnach beschreiben also alle angegebenen Konstruktionen der reellen Zahlen das-
selbe mathematische Objekt. Wiahlen wir eine Konstruktion aus, so nennen wir diese
Konkretisierung des Objektes.

Auch die reellen Zahlen besitzen ihre Grenzen. Fiir alle reellen Zahlen z € R gilt
22 > 0. Daraus ergibt sich, dass die Gleichung 22 = —1 keine Losung x € R besitzt.
Bei der damit begriindeten Erweiterung des reellen Zahlenkorpers zum Korper der
komplexen Zahlen wird in der Schulmathematik erneut von dem in der Fachwissen-
schaft iiblicherweise eingeschlagenen Weg abgewichen. Der Korper der komplexen
Zahlen wird nicht als neue Menge R x R konstruiert, in die anschliefsend die bereits
vorhandene Menge eingebettet wird, sondern es wird die Existenz eines Elementes
i postuliert, welches die Bedingung 72 = —1 erfiillt. Anschliefend wird gemiR dem
Permanenzprinzip gefordert, dass der nun geschaffene Zahlbereich die bekannten
Rechengesetze - insbesondere das Distributivgesetz und die Kommutativgesetze -
erfiillt, womit sich die Multiplikation komplexer Zahlen

(a+bi) - (c+ di) = ac + adi + bci + bdii = ac — bd + (ad + be)i
ergibt.

Die Einfiihrung der komplexen Zahlen in die Mathematik ist nicht das Werk einzelner
Mathematiker, sondern ein langer Prozess, der sich sich iiber einen Zeitraum von
mehr als drei Jahrhunderten erstreckte (vgl. [35], S. 214). Die komplexen Zahlen
arbeiten oftmals im Verborgenen. Wollen wir beispielsweise die reelle Version des
Fundamentalsatzes der Algebra

wJedes reelle Polynom p(z) = >} _,ay - o¥ mit Koeffizienten ai,...,a, € R
zerfdllt in lineare und quadratische Faktoren mit reellen Koeffizienten.“

beweisen, so kann dieser Nachweis elegant mithilfe des Fundamentalsatzes der Alge-
bra erfolgen. Nach diesem Satz ist ndmlich p(z) = [[i_;(z — z¢) mit 2, ..., z, € C.
Wegen 0 = p(zx) = p(Z) treten imagindre Nullstellen von p stets zusammen mit
ihrem konjugiert komplexen Partner auf und fiihren somit zu dem quadratischen
Faktor (x — z) - (x — Z) mit reellen Koeffizienten. Zur Formulierung des Satzes
werden keinerlei Kenntnisse iiber komplexe Zahlen bendétigt. Der Beweis hingegen
macht in seiner oben angegebenen Form im Verborgenen von den komplexen Zah-
len Gebrauch. Es ist den Arbeiten von Carl Friedrich Gauf zu verdanken, dass die
komplexen Zahlen von ihrem Schattendasein befreit und durch Veranschaulichung
in der Gaufischen Zahlenebene mit einer konkreten Vorstellung verbunden wurden.
Auch hierbei handelt es sich nur um eine Vorstellung der komplexen Zahlen, es wird
durch diese Veranschaulichung jedoch kein neues mathematisches Objekt erschaffen.

Umgekehrt liefern wiederum die komplexen Zahlen eine Moglichkeit, mit Punkten
der Ebene zu rechnen. Die komplexen Zahlen stellen also eine Algebraisierung der
Zahlenebene dar. Diese Algebraisierung hat jedoch gravierende Unzulidnglichkeiten.

e Sie lisst sich nicht auf den R?® sowie allgemein auf Ridume, deren Dimension
keine Zweierpotenz ist, erweitern, da dort die Existenz multiplikativ inverser
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Elemente nicht mehr gesichert ist. Diese Existenz ist bei der Algebraisierung
des R* in Form der hamiltonschen Quaternionen zwar gewiihrleistet, die Mul-
tiplikation der Quaternionen ist jedoch nicht mehr kommutativ.

e Die Veranschaulichung der Multiplikation komplexer Zahlen ist aukerdem auf-
grund ihrer Komplexitat als Einfiihrung in die Algebraisierung geometrischer
Sachverhalte in der Schule ungeeignet; die Vektorraumstruktur der komplexen
Zahlen beziehungsweise des R? ist dazu vollkommen ausreichend, wie wir in
Teil[l] dieser Arbeit gesehen haben. Deshalb nutzen wir die dort eingefiihrten
algebraischen Operationen zur Algebraisierung der Zeichenebene.

In der Schulmathematik wird die Zahlenebene unabhingig von den komplexen Zah-
len eingefiihrt. In den Fachanforderungen Mathematik [12] wird bereits in der Sekun-
darstufe I von den Schiilerinnen und Schiilern erwartet, dass sie ,,das Koordinaten-
system zur Darstellung von ebenen Figuren nutzen. Die frithe Finfiihrung aller vier
Quadranten kann propddeutisch fir die Zahlbereichserweiterung genutzt werden.“

Die Zahlenebene stellt eine Erweiterung des Zahlenstrahls dar. Die Notwendigkeit
der Erweiterung eines Zahlbereiches zur entsprechenden Zahlenebene resultiert je-
doch nun nicht mehr aus den Grenzen der Losbarkeit von Gleichungen, sondern
dient der Erweiterung unseres Anschauungsraumes, um ebene geometrische Figuren
darstellen zu konnen. Diese Erweiterung hat zur Folge, dass nun nicht mehr der alte
Zahlbereich durch Hinzufiigen neuer Zahlen ergdnzt wird, sondern dass tatsachlich
eine Neukonstruktion stattfindet. Jedoch findet sich auch in dieser Neukonstruktion
der alte Zahlbereich wieder: Die Zahlengerade ist in der Zeichenebene und damit
in der Zahlenebene nicht nur in Form der z; Achse auf kanonische Art eingebet-
tet, auch die xo-Achse und jede Gerade ist isomorph zur Zahlengeraden und kann
somit als diese interpretiert werden. Diese Einbettung ist nun jedoch nur auf der An-
schauungsebene erkennbar. Auf der algebraischen Ebene ist zunéchst fiir die Schiiler
nicht einsichtig, warum die Menge {(z,0) | z € R} eine Version des alten Zahlberei-
ches R darstellt. Die Geraden sind damit die Objekte, die es ermdglichen, den alten
Zahlbereich in dem neuen Zahlbereich wiederzufinden.

13.2 Der R? als Zahlbereichserweiterung

Wir haben erliautert, weshalb die Vektorraumstruktur fiir die Algebraisierung des
R? geeignet ist. Wir wollen nun darlegen, wie diese Algebraisierung in der Schule
eingefiihrt werden kann. Dazu begriinden wir zunéchst, weshalb wir eine axiomati-
sche Einfiihrung der Vektorraumstruktur des R? fiir ungeeignet halten und geben
anschlieffend Alternativen dazu an.

Wir beginnen mit Anmerkungen zur Einfithrung von Begriffen im Unterricht. In |16
werden folgende Stufen der Begriffsgewinnung unterschieden:
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1. Intuitives Begriffsverstdndnis,
2. Inhaltliches Begriffsverstandnis,
3. Integriertes Begriffsverstéandnis,

4. Formales Begriffsverstindnis.

Demnach werden in der Schule die Begriffe ,im Unterricht nicht eingefihrt - d.h.
nicht von aufen an den Schiler herangefiihrt - sondern iber aktive Auseinanderset-
zung auf sprachlicher und handelnder Ebene gewonnen.“ (|16], S. 111) Eine axioma-
tische Einfiihrung des R? bzw. des R3 als Vektorraum wiirde beim formalen Begriffs-
verstindnis ansetzen und ist demnach fiir die Schule ungeeignet. Nach [30] bilden
sdie Aziome eines Vektorraumes [...] zwar die Rahmenbedingungen, die ein schu-
lischer Vektorbegriff erfiillen muss, es geht aber im Unterricht zundchst um etwas
ganz anderes: Es missen inhaltliche Vorstellungen von Vektoren entwickelt werden.“
Zur Entwicklung dieser Vorstellungen dienen die nun ergdnzten Interpretationen des
R? und R? bzw. dessen (affiner) Teilriume als

1. Lésungsmengen homogener und inhomogener linearer Gleichungssysteme,

2. Aquivalenzklassen von Pfeilen, in der analytischen Geometrie der Schule auch
Vektoren genannt,

3. Stiicklisten bei Produktionsprozessen,

4. Menge der Punkte der Ebene bzw. des Raumes.

Diese vielfiiltigen Interpretationsmoglichkeiten des R? bzw. R3 sind Fluch und Segen
zugleich. So gestatten sie einerseits einen vielschichtigen Zugang, erfordern jedoch
auch vom Lehrer, dass er die jeweilige Interpretationsmoglichkeit stets bewusst wihlt
und sich Gedanken iiber Vorziige und Grenzen der jeweiligen Veranschaulichung
macht. Ein erstrebenswertes Ziel ist es, diese Reichhaltigkeit an Varianten auch den
Schiilern zu vermitteln und aufzuzeigen, dass es sich bei allen Zugingen stets um die
gleichen mathematischen Objekte handelt, ndmlich Zahlenpaare und Zahlentripel,
die als Elemente der Vektorriume R? respektive R? Vektoren sind. In diesem Sinne
behaupten wir auch nicht, dass der hier prasentierte Zugang der einzig sinnvolle
ist, wir geben jedoch einen mdglichen Zugang an und diskutieren dessen Vor- und
Nachteile.

Wir haben in Kapitel skizziert, dass das Pfeilklassenmodell mathematisch kor-
rekt ist. Malle nennt in [30] didaktische Griinde, die gegen die Verwendung des
Pfeilklassenmodells im Unterricht sprechen. Als wesentlichen Aspekt zitieren wir:

»Das Pfeilklassenmodell ist unbrauchbar fir die analytische Geometrie, da man
in der analytischen Geometrie sowohl in Punkten als auch in Pfeilen denkt.
Man bendtigt also stets beide Objekte.“ (Malle, [30])



254 KAPITEL 13. VORBETRACHTUNGEN

Diese doppelte Denkweise dufert sich in Schulbiichern in der Einfithrung des Orts-
vektors eines Punktes. Der Ortsvektor ist zwar eine Pfeilklasse und damit ein ur-
sprungsunabhingiges Objekt, andererseits irgendwie doch nicht so ganz ursprungs-
unabhingig, da diese Pfeilklasse stets durch den Repriasentanten dargestellt wird,
der am Koordinatenursprung beginnt. Man arbeitet also offiziell mit Aquivalenz-
klassen, vertuscht diesen mathematischen Charakter jedoch, indem man einen ganz
bestimmten Reprisentanten auswihlt. Wir werden dieses Phéinomen im Laufe un-
serer Analyse wiederholt beschreiben.

Generell beinhaltet die fachwissenschaftliche Definition des Begriffes Vektor keinerlei
Aussagen iiber Aquivalenzklassen, weshalb sich die Frage stellt, warum der schlichte
Begriff des Vektors durch die Einfiihrung von Pfeilklassen unnotig aufgeblaht werden
soll, so dass der Blick fiir die wesentliche mathematische Struktur verschleiert wird.
Je beladener ein Begriff ist, desto schwieriger wird es sein, Objektklarheit zu schaffen.

Obiges Argument von Malle kénnen wir jedoch auch als Argument gegen die aus-
schliekliche Verwendung von Punkten verwenden: da wir sowohl in Punkten als auch
in Pfeilen denken, kénnten wir schlussfolgern, dass wir stets beide Objekte benoti-
gen. Was bedeutet nun dieses , In-Pfeilen-Denken“?

Dazu unterscheiden wir zwischen den zugrundeliegenden mathematischen Objekten
sowie deren Veranschaulichungen. Die fachwissenschaftliche Analyse in Teil [] hat
gezeigt, dass wir fiir den Aufbau der analytischen Geometrie weder Pfeile noch
Aquivalenzklassen von Pfeilen bendtigen, sondern ausschlieflich mit dem Objekt
Zahlentupel und den entsprechenden Verkniipfungen auf der Menge der Zahlenpaare
auskommen. Ein Ziel des Unterrichts ist es somit, dieses Rechnen mit Zahlenpaaren
zu etablieren. Um dieses Ziel zu erreichen werden verschiedene Veranschaulichungen
des Objektes Zahlenpaar verwendet, wobei Pfeile eine mogliche Veranschaulichung
sind. Es stellt sich die Frage, ob wir fiir jede mogliche Veranschaulichung ein neues
mathematisches Objekt erfinden miissen.

Diese Frage wollen wir an dieser Stelle eindeutig mit nein beantworten. Wir er-
lautern dies am Beispiel der mathematischen Objekte Funktion und Zahlenfolge.
Eine Funktion f : A — B ist vom fachlichen Standpunkt aus eine rechtseindeutige
Relation und damit eine Teilmenge des kartesischen Produktes A x B. Von die-
sem mathematischen Objekt werden im Unterricht unterschiedliche Vorstellungen
eingesetzt.

e Eine statische Vorstellung &dufsert sich in der Verwendung von Wertetabellen
und Funktionsgraphen. Diese Vorstellung kommt der fachlichen Definition als
Menge von Paaren am néchsten.

e Eine dynamische Vorstellung dufert sich in der Angabe einer Funktionsvor-
schrift oder in der Verwendung von Pfeilen, die den Zuordnungsvorgang visua-
lisieren. Eine Funktion wird dadurch zu einer Maschine, die aus einer Zahl z
eine Zahl f(z) erzeugt.
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An dieser Stelle wiirde niemand fordern, fiir die Funktionsvorschrift oder die Pfeile
ein neues mathematisches Objekt einfiihren zu miissen. Es ist ja lediglich die Vor-
stellung ein und desselben mathematischen Objektes, die je nach Bedarf gewechselt
wird.

Als weiteres Beispiel sollen Zahlenfolgen betrachtet werden. Vom fachlichen Stand-
punkt aus ist eine (reelle) Zahlenfolge (a,),y eine Funktion @ : N — R. Je nach
Bedarf werden Folgen dargestellt als

e Graph in einem (zweidimensionalen) Koordinatensystem,

e Ansammlung von Punkten auf dem Zahlenstrahl (unter Weglassung der xo-
Achse),

e  unendlich langes” Zahlentupel,

ohne dass dabei fiir diese Darstellungen ein neues mathematische Objekt einge-
fiihrt wird. Genauso ist auch das ,Denken in Pfeilen® lediglich eine Moglichkeit, sich
Zahlenpaare vorzustellen und rechtfertigt mitnichten die Einfiihrung eines neuen
mathematischen Objektes.

Gemél den Ausfithrungen in Abschnitt identifizieren wir die Menge der Zahlen-
paare R? mit der Menge der Punkte der Ebene und die Menge der Zahlentripel R?
mit der Menge der Punkte des Raumes. Diese Interpretation des R? als Erweiterung
der vollstindigen Zahlengeraden zur vollstindigen Zeichenebene ist gemafs unseren
vorherigen Ausfithrungen den Schiilern mit Eintritt in die gymnasiale Oberstufe auf
kanonische Weise bekannt. Die Elemente des R? sind auch in den Vorstellungen der
Schiiler Punkte der Ebene. Zur Algebraisierung des R? ist es deshalb naheliegend,
an diese Grundvorstellung anzukniipfen und Punkte als einziges mathematisches
Objekt zu verwenden.

Zu beantworten bleibt noch die Frage, warum wir mit dem R? und damit mit Punk-
ten der Ebene beginnen und nicht gleich den R3 mit behandeln. Liegt der Fokus auf
der Entwicklung des rdumlichen Vorstellungsvermogens, so wére dies an dieser Stelle
gewiss denkbar. Unser Hauptanliegen ist es jedoch, den Schiilern folgende Tatsache
nahezubringen:

Mit Punkten kann man rechnen.

Dazu wollen wir den Schiilern ein Lernumfeld bieten, bei dem so viel Vertrautes
wie moglich beibehalten und nicht an mehreren Baustellen zugleich gearbeitet wird.
Letztendlich konnen viele dreidimensionale Probleme dadurch gelést werden, dass
eine geeignete Ebene betrachtet und dort ein zweidimensionales Problem gel6st wird,
so dass auch deshalb ein Beginn mit der zweidimensionalen analytischen Geometrie
gerechtfertigt ist.
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13.3 Didaktische Reduktion

Im Teil [] werden die mathematischen Objekte formal definiert, bevor wir im An-
schluss daran die Eigenschaften dieser Objekte untersuchen. Dieser deduktive Ansatz
beim formalen Begriffsverstindnis ist geméf den Erlauterungen aus Abschnitt
fiir die Schule ungeeignet; wir miissen die Unterrichtsinhalte folglich fiir den Einsatz
in der Schule aufbereiten. Ein Teil dieser Aufbereitung besteht in der didaktischen
Reduktion.

Der wesentliche Aspekt unserer didaktischen Reduktion der fachlichen Inhalte be-
steht in der Identifikation des R? bzw. des R? mit der euklidischen Ebene bzw. dem
uns umgebenden Raum. Dadurch werden die mathematischen Objekte nicht mehr
im Rahmen einer deduktiven Theorie definiert, sondern als aus der Elementargeome-
trie bekannt vorausgesetzt und lediglich mit Methoden der analytischen Geometrie
beschrieben. Als bekannt vorausgesetzt werden die Begriffe Gerade, Strecke, Dreieck
und Viereck. Durch diese Beschreibung mit Methoden der analytischen Geometrie
findet eine begriffliche Préazisierung und Verscharfung statt.

Mathematik ist eine beweisende Disziplin, und es ist erstrebenswert, dass dieser
Charakter der Mathematik in der Schule einen grofen Stellenwert einnimmt. Ande-
rerseits haben Schiiler oftmals ,kein Beweisbediirfnis® ([51]). Um dieses Dilemma zu
umgehen, stellen Meyer und Prediger in [34] die Frage, wann ein Beweis ein Beweis
ist und fordern ,soziale Akzeptanz statt absolute[r] Sicherheit®. Die soziale Akzeptanz
vieler Aussagen wird durch die Identifikation des R? bzw. des R?® mit der euklidi-
schen Ebene bzw. dem uns umgebenden Raum erzeugt. Dadurch miissen nicht mehr
sdmtliche Sachverhalte innerhalb der dargelegten Theorie bewiesen werden, sondern
man kann sowohl auf die Anschauung als auch auf elementargeometrische Sétze als
Vorwissen zuriickgreifen.

Durch einen Riickgriff auf die Anschauung kénnen wir unter Zuhilfenahme geeigneter
Skizzen an vielen Stellen auf formale Beweise verzichten und so einen wesentlichen
Beitrag zur Reduktion der Unterrichtsinhalte leisten. So wird beispielsweise nicht
formal bewiesen, dass die Menge der gemeinsamen Punkte zweier nicht-paralleler
Ebenen stets eine Gerade ist. Diese Aussage wird einerseits durch eine Zeichnung
plausibel gemacht, andererseits ersetzen beispielhafte Rechnungen einen formalen
Beweis. Dadurch werden zusétzlich die kalkiilorientierten Teile in Zeitaufwand und
Wertigkeit zugunsten der inhaltlich orientierten Teile reduziert (vergleiche dazu die
Forderungen von Borneleit et al. in [6], S. 81). Allerdings ist an dieser Stelle Vor-
sicht geboten: Es ist ndmlich ein erstrebenswertes Ziel des Mathematikunterrichtes,
den Schiilern zu illustrieren, dass die Anschauung nur mit Vorsicht in Argumen-
tationsketten einzusetzen ist, da sie zu triigerischen Fehlschliissen verleiten kann.
Der Lehrer befindet sich somit auf einem schmalen Grat zwischen notwendiger Ver-
einfachung und der Gefahr, den Charakter der Mathematik zu verfdlschen. Umso
wichtiger ist es fiir den Lehrer, an derartigen Stellen von einer fachwissenschaftlichen
Basis aus zu handeln, die ihm die Sicherheit gibt zu entscheiden, an welchen Stellen
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Vereinfachungen zuléssig sind und an welchen diese zu Fehlschliissen fiihren kénnen.

Als grundlegende Sétze der Elementargeometrie verwenden wir den Satz des Pytha-
goras, den Strahlensatz sowie den Kosinussatz. Durch Riickgriff auf diese Sitze ver-
einfachen wir nicht nur die Darstellung der Unterrichtsinhalte, wir vernetzen dadurch
auch die Grundlagen der Vektorraumtheorie horizontal mit anderen Themenberei-
chen, ndmlich einer an die Inhalte der Sekundarstufe I ankniipfenden analytischen
Geometrie (sieche auch die Forderungen in [6]). Dieser Riickgriff auf elementargeo-
metrische Sitze wird wieder durch die fachwissenschaftliche Basis legitimiert.






14 Didaktische Bemerkungen zur Geo-
metrie der Ebene

Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich am Aufbau des Kapitels des Unter-
richtswerkes. Wir kommentieren hier die dort vorgestellten Lerneinheiten, begriinden
die Auswahl der gewdhlten Zuginge und zeigen Alternativen auf.

14.1 Affine Geometrie

14.1.1 Rechnen mit Koordinaten
Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe

In der Sekundarstufe I werden Zahlenpaare verwendet, um Situationen zu beschrei-
ben und diese geometrisch darzustellen. Dabei sind fiir Schiiler Zahlenpaare und
Punkte im Koordinatensystem ein und dasselbe Objekt. Nun soll ein neuer Aspekt
hinzukommen: Mit Zahlenpaaren kann man rechnen. Das erspart einem keine Re-
chenarbeit, da die Berechnungen fiir jede Koordinate durchgefiihrt werden. Der Vor-
teil, zwei reelle Zahlen als neues Denkobjekt zusammenzufassen, besteht darin, Re-
chenanweisungen und Beziehungen ,.in knapper und tbersichtlicher Form anzuschrei-
ben, ohne alle Einzelschritte angeben zu missen” (|32]). Ebendort wird empfohlen,
den Rechenaspekt génzlich von der Anschauung zu trennen und zunéchst einmal nur
Zahlenpaare zu betrachten. Die Zahlenpaare werden dort etwa als Flug- und Hotel-
kosten bei einer Reiseplanung interpretiert. Damit kann die Summe zweier Zahlen-
paare als Gesamtkosten zweier Reisender, die Vervielfachung als Verteuerung der
Einzelposten gesehen werden. Die Erwartungshaltung der Schiiler zu Beginn einer
mit, analytische Geometrie betitelten Unterrichtseinheit ist jedoch eine ganz andere,
namlich die, dass geometrische Fragestellungen bearbeitet werden. Die Schiiler ha-
ben Zahlenpaare bisher nur als Punkte in der Ebene kennengelernt, so dass es fiir
die Schiiler nicht nachvollziehbar ist, warum Zahlenpaare plotzlich etwas anderes be-
deuten sollen. Eine vollstindige Trennung des Rechenaspektes von der Anschauung
verhindert zusétzlich, dass Phantasicverkniipfungen, wie etwa die komponentenweise
Multiplikation von Punkten, nicht mehr mit dem Argument der fehlenden anschau-
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lichen Interpretation ausgeschlossen werden kénnen, sondern man kann nur noch auf
formaler Ebene mithilfe der Verletztheit der Nullteilerfreiheit argumentieren. Des-
halb halten wir es fiir sinnvoll, an die geometrische Interpretation von Zahlenpaaren
anzukniipfen und hier gleich die Zahlenpaare als Punkte der Ebene zu veranschau-
lichen.

Auf der fachlichen Ebene haben wir zunéchst die Definition des Vektorraumes ge-
geben und erst im Anschluss daran gezeigt, dass der R? ein Vektorraum ist. In der
Schule beschreiten wir den umgekehrten Weg, wir bewegen uns vom Konkreten zum
Abstrakten; die Schiiler durchlaufen also einen zweischrittigen kognitiven Prozess,
in dessen Verlauf der Abstraktionsgrad zunimmt.

Der erste Schritt besteht darin, die Addition und die Vervielfachung von Zahlenpaa-
ren kennenzulernen. Dieses Kennenlernen der Addition ist vom fachlichen Stand-
punkt aus die Erzeugung eines Beispiels fiir einen Vektorraum.

Der zweite Schritt besteht darin, Zahlenpaare als neues Denkobjekt zu erfassen. Die-
ses Erfassen entspricht auf der fachlichen Ebene dem Ubergang von einem Beispiel
zum Erkennen einer grundlegenden Struktur.

Wir bilden diesen Prozess im Unterrichtswerk ab, indem wir das Rechnen mit Zah-
lenpaaren in zwei Lerneinheiten unterteilen: Zunéchst werden koordinatenbasierte
Rechnungen durchgefiihrt, erst im Anschluss daran werden die Punkte als eigen-
standiges mathematisches Objekt erkannt.

Addition von Punkten

Der Einstiegsimpuls verwendet Punkte als In- 7
terpretation des R?, betont aber trotzdem den
Rechenaspekt. Die Koordinatenachsen lassen wir
in der FEinstiegsaufgabe génzlich weg, damit die
Koordinaten der fehlenden Punkte nicht einfach
abgelesen werden kénnen. Um den 4. Parallelo-
grammpunkt zu berechnen, kann auf das Konzept
des Steigungsdreiecks zuriickgegriffen werden. Um
vom Punkt (2|1) zum 4. Parallelgrammpunkt zu
gelangen, miissen wir um 1 Einheit nach rechts und
3 Einheiten nach oben gehen. Dadurch erhéhen
sich die einzelnen Koordinaten des Punktes (2[1)
um 1 bzw. 3 Einheiten. Wir erhalten den Punkt
(2|4). Hierfiir schreiben wir

(2]11) + (1]3) = (2+ 1|1+ 3) = (3]4).
Diese Einstiegsaufgabe ist ein Beispiel dafiir, dass der Einstiegsimpuls nicht den Weg
vorgibt, der anschliefend im Lehrtext beschrieben wird. Wahrend der Einstiegsim-
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puls mit einem geometrischen Objekt, namlich dem Parallelogramm, beginnt und
anhand dieses Objektes die entsprechenden Punkte gefunden werden sollen, haben
wir im Lehrtext den deduktiven Weg beschritten, indem wir zuerst beispielgebun-
den die Addition von Zahlenpaaren definieren und diese erst Addition im Anschluss
geometrisch interpretieren. Nun kénnte man fordern, die geometrische Interpretati-
on der Addition komplett auszulagern und sie erst dann zu geben, nachdem man
Mittelpunkte thematisiert hat und damit rechnerisch nachweisen kann, dass gewisse
Vierecke Parallelogramme sind. Das Bild, dass die Summe A + B der vierte Paral-
lelogrammpunkt der Punkte A, B und O ist, ist jedoch ein so hiufig auftretendes
Fragment der analytischen Geometrie und deshalb so elementar und tragend, dass
es schon gleich in der ersten Lerneinheit im Rahmen der Definition der Addition
gegeben werden soll.

Wir koénnen die Addition auf vielfiltige Weise veranschaulichen. Dabei ist es wich-
tig, diesen Prozess der Veranschaulichung fiir die Schiiler transparent zu gestalten
und aufzuzeigen, dass diese Veranschaulichungen keine Definitionen einer Operation
sind, sondern lediglich Maglichkeiten, was man sich unter einer Operation vorstellen
kann. Letztendlich obliegt es den Schiilern, sich unter den angebotenen Interpreta-
tionsmoglichkeiten die jeweils bevorzugte auszuwéhlen.

Eine Méglichkeit zur Veranschaulichung der Addition von Zahlenpaaren erfolgt durch
Analogiebildung der Addition natiirlicher Zahlen. Die Addition 243 = 5 kann nam-
lich nicht nur als Vereinigung von disjunkten Mengen der Machtigkeiten 2 und 3
veranschaulicht werden, wodurch wir eine Menge der Michtigkeit 5 erhalten. Als
weitere Veranschaulichung der Addition 243 = 5 dient der Zahlenstrahl: Wir gehen
von der Zahl 2 um 3 Einheiten nach rechts und landen bei der Zahl 5. Inhaltlich kann
dies so interpretiert werden, dass wir auf den Anfangszustand 2 eine Zustandsidnde-

rung +3 anwenden und den Endzustand 5 erhalten. Diese Vorstellung lasst sich auf

Zahlenpaare iibertragen: Die Rechnung (411) + (g) = <Z) kann derart interpre-

. . 4 o C
tiert werden, dass wir vom Punkt 1) um 2 Einheiten nach rechts und 3 Einheiten

nach oben gehen und beim Punkt <4

6> landen. Durch die Addition des Punktes

g wird die Abfolge zweier Schritte zu einem simultanen Schritt zusammenge-
fasst. Man kann diesen Vorgang durch einen Pfeil kennzeichnen, ohne dafiir Pfeile
als eigenstéandiges mathematisches Objekt einfiihren zu miissen, da der Pfeil ja nicht

das Zahlenpaar (2

3> reprisentiert, sondern lediglich die mathematische Operation

+ <§> veranschaulicht. Wir halten fest:
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Rechenoperationen kénnen mit Pfeilen veranschaulicht werden. Diese Pfeile
stellen jedoch keine neuen mathematischen Objekte dar.

Eine weitere Interpretation der Addition ist, dass die Summe (i) + (;) zusammen

mit dem Ursprung und den Punkten (le) und (g

formale Begriindung der Aussage ,wenn wir zwei Punkte koordinatenweise addieren,
so ist die Summe der vierte Parallelogrammpunkt” wie in Satz entfillt an dieser
Stelle, auf Nachfrage kann jedoch eine Plausibilitdtserklarung mithilfe des Steigungs-

dreiecks gegeben werden: Da wir vom Punkt <8> zum Punkt (;) in gleicher Weise

) ein Parallelogramm bildet. Eine

gelangen wie vom Punkt zum Punkt (3

2

1 4
Punkte jeweils dieselbe Steigung, womit das Viereck ein Parallelogramm ist. Auch
hier ist der Pfeil wiederum lediglich eine Veranschaulichung einer Rechenoperation.

Diese Interpretation der Addition wird im Merkkasten festgehalten.

) , haben die Geraden durch die beiden

Die Entstehung des vierten Parallelogrammpunktes kénnen wir auch derart deuten,

dass der Punkt (4

1) parallel zur gerichteten Strecke mit dem Anfangspunkt (8) und

dem Endpunkt <é

vom R? in den R? ist, wiire es auch an dieser Stelle legitim, die Addition als Verschie-
bung zu veranschaulichen, ohne dabei die Verschiebung als neues mathematisches
Objekt einzufiihren, da es sich ja wieder um die Veranschaulichung einer mathe-
matischen Operation handelt. Jedoch suggeriert das Wort Verschiebung, dass sich
der zu verschiebende Punkt bewegt und damit nach dem Vorgang des Verschiebens
nicht mehr an seiner urspriinglichen Position vorhanden ist, was im vorliegenden Fall
nicht mit dem Bild {ibereinstimmt. Auflerdem wire zusétzlich zu kldren, was man

) verschoben wurde. Auch wenn eine Verschiebung eine Funktion

0/ \3
wir an dieser Stelle auf Interpretation der Addition als Verschiebung, werden jedoch
an spaterer Stelle beim Verschieben von Ursprungsgeraden kommentarlos darauf
zuriickgreifen.

denn unter der gerichteten Strecke (O) (2) zu verstehen hat. Deshalb verzichten

Vervielfachung von Punkten

In der Einstiegsaufgabe wird den Schiilern durch Einzeichnen der Geraden durch

? eine Kopie der Zahlengeraden
als Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt. Durch diese Gerade wird der alte Zahlbereich
in den neuen Zahlbereich eingebettet. Die beiden fehlenden Punkte sollen durch

den Koordinatenursprung 8) und den Punkt
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Stauchung bzw. Streckung aus dem Punkt hervorgehen.

2
1
Dass dazu die einzelnen Koordinaten der Punkte mit dem entsprechenden Faktor
multipliziert werden miissen, konnen sich die Schiiler an dieser Stelle durch die Pro-
jektion der Punkte auf die Koordinatenachsen iiberlegen. Allerdings ist durch Ana-
logiebildung mit der Multiplikation reeller Zahlen an dieser Stelle davon auszugehen,

dass die Schiiler dies erfassen.

Auch an dieser Stelle wird wieder der Unterschied zwischen dem durch die Einstiegs-
aufgabe beschrittenen Weg und dem Lehrtext deutlich. Im Lehrtext wird erneut der
deduktive Weg gewihlt, wobei die Definition vor der geometrischen Interpretation
steht.

Die Begriindung, dass der Punkt rA den r-fachen Abstand vom Koordinatenur-
sprung hat wie der Punkt A, liefert der 1. Strahlensatz.

Wir betrachten beispielhaft den Fall, dass A im
ersten Quadranten liegt und dass r» > 0 ist. Dann
ist ndmlich

IrAl _ = _ y

|A| ai ’ ray [T oA

i) EE !

also : :
rA| =r|Al, =

wobei hier mit |[rA| der intuitiv verwendete Ab-
stand von rA vom Koordinatenursprung gemeint
ist.

Auf einen Beweis dieser Tatsache wird an dieser Stelle jedoch verzichtet, weil diese
Tatsache durch Analogiebildung zur Zahlengeraden offensichtlich ist und sich somit
fiir die Schiiler die Frage der Beweiswiirdigkeit dieser Aussage stellt. Bei der Defini-
tion der Vervielfachung von Zahlenpaaren wird bewusst der Begriff Vervielfachung
anstelle des Begriffes Multiplikation verwendet, um den Fehlschluss zu vermeiden,

dass es sich bei der Multiplikation um eine Verkniipfung zwischen zwei Zahlenpaaren
handelt.

Fiir den Lehrer ist es an dieser Stelle wichtig, gegebenenfalls Argumente gegen eine
analog zur Addition von Zahlenpaaren definierte koordinatenweise Multiplikation

von Zahlenpaaren ar) (& = b2 angeben zu kénnen. Mogliche Gegenar-
(05} bQ agbg

gumente liefert beispielsweise das Permanenzprinzip:

1. Wir wollen, dass die von den reellen Zahlen bekannte Nullteilerfreiheit
Va,beR: a-b=0= (a=0Vb=0)
auch fiir die neu eingefiihrten Verkniipfungen gilt. Obige Multiplikation wiirde

jedoch gestatten, dass beispielsweise (é) . ((1)) = O ist, obwohl keiner der
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Faktoren gleich O ist.
2. Wir wollen, dass die von den reellen Zahlen bekannte Kiirzungsregel

Ve,y e Riae R\{0}: (a-z=a-y=2x=y)

auch fiir die neu eingefiihrten Verkniipfungen gilt. Fiir A := ((1)), X = <(1)),

Y = (g) erhielten wir jedoch mit der naiven Multiplikation von Punkten

A X = (8) _ Ay,

obwohl X # Y ist.

Uberzeugender als diese Argumente diirfte es jedoch sein, die Schiiler aufzufordern,
eine koordinatenweise definierte Multiplikation in einem Koordinatensystem zu ver-
anschaulichen und zu versuchen diese zu interpretieren, was nicht gelingen wird.
Dieses Argument ist aber nur dann tragfihig, wenn wir die Definition der Ver-
vielfachung mit einer unmittelbaren geometrischen Interpretation verbinden. Auch
deshalb pladieren wir an dieser Stelle dafiir, den Rechenaspekt nicht vollends von
der Anschauung zu trennen.

14.1.2 Anmerkungen zur Symbolik

Bei der Bearbeitung der Einstiegsaufgabe muss festgelegt werden, ob Punkte bzw.
Zahlenpaare als Zeilen oder Spalten geschrieben werden sollen. Die in der Mittelstufe
gebréauchliche Schreibweise fiir den Punkt A ist A = (2|1) oder auch A = (2;1). Die-
se Schreibweise kann somit aus Kontinuitidtsgriinden auch hier beibehalten werden,
solange keine linearen Abbildungen thematisiert werden, also Matrizen mit Punkten
multipliziert werden [[] Im FlieRtext liisst sich die Zeilenschreibweise wegen des gerin-
geren Platzbedarfs besser darstellen. Dies wird allerdings mit dem Nachteil erkauft,
dass die Rechnungen an Ubersicht verlieren und sich die Ubersetzung von Punktglei-
chungen in lineare Gleichungssysteme durch die Zeilenschreibweise erschwert. Dieser
Nachteil ist so gravierend, dass wir schon gleich zu Anfang vereinbaren, Punkte von
nun an in Spaltenschreibweise zu schreiben. Bei der Besprechung der Einstiegsauf-
gabe sollten deshalb die Schreibweisen

(2]1) +(113) =2+ 111 +3) = (3/4)

(1) ()= () =)

!Dies wiire nur dann durchgiingig moglich, wenn wie die Matrizen von rechts mit Punkten
multiplizieren.

und
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gegeniibergestellt werden. Bei der Spaltenschreibweise miissen lediglich die direkt ne-
beneinanderstehenden Koordinaten addiert werden, bei der Zeilenschreibweise muss
hingegen bei der Addition eine Koordinate ,iibersprungen* werden.

In Schulbiichern der Sekundarstufe I findet man auch die Schreibweise A(2|1), um
dem Punkt mit den Koordinaten 2 und 1 den Namen A zuzuweisen. Diese Schreib-
weise erinnert an die Funktionsschreibweise f(x) und suggeriert, dass durch A(2|1)
dem Punkt A die Koordinaten 2 und 1 zugeordnet werden, der Punkt A jedoch ein
anderes mathematisches Objekt ist als das Zahlenpaar (2|1). Fiir uns sind jedoch
Punkte und Zahlenpaare dasselbe mathematische Objekt, weshalb wir die Schreib-

weise A = (2]1) bzw. A = <?> verwenden.

Die Addition von Punkten ist eine Funktion von R?xR? — R? und damit eine andere
Funktion als die Addition reeller Zahlen R x R — R. Da die reellen Zahlen in der
Menge R? nicht als Teilmenge enthalten, sondern lediglich isomorph eingebettet sind,
ist die Addition von Punkten auch keine Erweiterung der Addition reeller Zahlen.
Somit wire ein neues Symbol fiir die Verwendung der Addition von Punkten, etwa
+, gerechtfertigt. Dass es sich dabei um zwei verschiedene Verkniipfungen handelt,
sollte den Schiilern auch mitgeteilt werden. Wir verzichten jedoch aus folgenden
Griinden auf die Einfiihrung eines neuen Symbols fiir die Addition:

e Gemif den Untersuchungen in 36| verharren Lernanfinger beim Lesen ma-
thematischer Texte besonders intensiv bei unbekannten Symbolen, anstatt sich
mit den Beziehungen zwischen einzelnen Textzeilen auseinanderzusetzen.

e Der Unterschied zwischen den beiden Verkniipfungen ist schon allein durch die
Unterschiede in den Operanden zu erkennen - diese sind ja nun Zahlenpaare
und keine Zahlen mehr.

Genauso ist die Vervielfachung von Punkten eine Funktion von R x R? — R? und
damit eine andere Funktion als die Vervielfachung reeller Zahlen R x R — R. Somit
ware auch hier ein neues Symbol fiir die Vervielfachung von Punkten, etwa *, gerecht-
fertigt. Da bei der Multiplikation reeller Zahlen der Malpunkt jedoch iiblicherweise
weggelassen wird, macht hier die Verwendung des Malpunktes schon ersichtlich, dass
es sich um eine neue Verkniipfung handelt. Deshalb halten wir auch hier den Anteil
an neuen Symbolen so gering wie mdglich und verwenden den Malpunkt - zur Kenn-
zeichnung der Vervielfachung von Punkten. Spater werden wir auch diesen Malpunkt
weglassen.

14.1.3 Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Die auf den ersten Blick triviale Aussage, dass zwei Zahlenpaare genau dann gleich
sind, wenn ihre Koordinaten gleich sind, stellt sogar hdufig Studenten der Mathema-
tik am Beginn des Studiums vor grofe Probleme. Malle liefert in [31] eine mogliche
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Erklarung fiir dieses Phinomen durch eine so tiefgreifende Belegung des Begriffs
Zahlenpaar mit der Vorstellung des Pfeils in der Schulzeit, dass diese Vorstellung
auch dann herangezogen wird, wenn sie eigentlich vollkommen unangemessen ist.
In einer von ihm angestellten Untersuchung beantwortete kaum jemand die Frage,

ob die ,Vektoren (1?) und (17500) gleich oder verschieden® seien (31|, S. 17) mit

der paarweisen Nicht-Ubereinstimmung der Koordinaten. Stattdessen wurden diese
Zahlenpaare als Pfeile gezeichnet und erst anhand der Grafik wurde entschieden, ob
diese gleich sind. Zahlenpaare werden damit nicht als algebraisches Objekt gesehen,
sondern nur in ihrem geometrischen Kontext. Deshalb ist in Beispielaufgabe 1 eine
rein algebraische Fragestellung gegeben, die die Gleichheit zweier Punkte themati-
siert. Diese Aufgabe kann nicht durch eine Zeichnung bearbeitet werden, sondern
bedarf der Erkenntnis, dass zwei Zahlenpaare genau dann gleich sind, wenn ihre
Koordinaten paarweise gleich sind.

In Beispielaufgabe 2 werden die Pfeile nicht als eigenstindiges mathematisches Ob-
jekt identifiziert, sondern sie werden lediglich verwendet um Rechenoperationen, in
diesem Fall Addition und die Subtraktion, zu veranschaulichen. Selbst wenn die
Schiiler ganz individuelle Vorstellungen von diesen Veranschaulichungen haben kon-
nen - seien es Verschiebungen oder Wegbeschreibungen - so bedeuten die Pfeile in
diesem Kontext nichts anderes als eine Visualisierung der Addition und Subtraktion,
die unmittelbar zu algebraischen Rechnungen fiihren.

14.1.4 Rechnen mit Punkten

Nachdem die neuen Rechenoperationen formal eingefiihrt wurden, geht es im néchs-
ten Schritt darum, die Koordinaten eines Punktes als eigenstéindiges Denkobjekt
zusammenzufassen. Dadurch wird die Zahlenebene zu einem Zahlbereich. Zur Er-
kundung des neuen Zahlbereiches gehort die Untersuchung, welche der bekannten
Rechenregeln im erweiterten Zahlbereich gelten. Die Rechengesetze dienen dabei
folgendem Zweck:

e Rechengesetze ermdglichen es, vorteilhaft zu rechnen. Mit dieser Absicht des
vorteilhaften Rechnens wurden schon beim Ubergang von der Primarstufe zur
Sekundarstufe I die Rechengesetze thematisiert.

e Rechengesetze ermdoglichen es zu begriinden, dass Aussagen allgemeingiiltig
sind. Dieser Aspekt wird beispielsweise in der Sekundarstufe I eingesetzt, um
nachzuweisen, dass zwei Terme wertgleich sind, also fiir jede Belegung der
verwendeten Variablen stets denselben Wert ergeben.

Von der fachlichen Seite wird durch die in dieser Lerneinheit etablierten Rechenre-
geln der R? als Vektorraum erkannt, ohne dass dabei der Begriff Vektorraum fallen
muss.
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Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe

In dieser Lerneinheit werden keine neuen Verkniipfungen eingefiihrt, die auf ihre
Sinnhaftigkeit untersucht werden miissen. Auferdem ist die Interpretation der Men-
ge der Zahlenpaare R? als Punktmenge nur eine mogliche Interpretation dieses Vek-
torraumes. Deshalb trennen wir an dieser Stelle die Untersuchung der algebraischen
Struktur des R? von der geometrischen Interpretation und untersuchen nun die al-
gebraische Struktur, losgelost von der Anschauung. Wir verwenden als Einstieg eine
Aufgabe, die den Aspekt des vorteilhaften Rechnens betont und die in abgewandelter
Form aus [32| iibernommen wurde.

Die Einstiegsaufgabe kann auf zweierlei Arten bearbeitet werden. Wir kénnen einer-
seits A und B einsetzen und erhalten

a2 (3):()- () ()
+0-(0:()-()-()-0)

Die Rechnung vereinfacht sich jedoch, wenn wir zunichst den Term vereinfachen
und erst am Ende die gegebenen Punkte einsetzen:

2. (B+A)—(A+2-B)=2-B4+2.- A—A—2.B= A— (g)
Wird die Rechnung zuvor koordinatenbasiert durchgefiihrt, wird es die Schiiler an
dieser Stelle nicht iiberraschen, dass fiir Punkte dhnliche Rechengesetze gelten wie
fiir reelle Zahlen, so dass die Rechengesetze auch ohne formalen Beweis gesammelt
werden konnen. Exemplarisch ist jedoch ein formaler Beweis des Distributivgesetzes
I in Beispielaufgabe 4 gegeben, um zu verdeutlichen, dass dieses tatsidchlich auf dem
Distributivgesetz fiir reelle Zahlen basiert. Ein formaler Beweis weiterer Rechenge-
setze kann optional als Ubung erfolgen. Im Gegensatz zum Distributivgesetz der Ad-
dition und Multiplikation reeller Zahlen unterscheidet sich bei den neu eingefiihrten
Verkniipfungen das linksseitige Distributivgesetz strukturell vom rechtsseitigen Dis-
tributivgesetz. Bei dem Distributivgesetz I wird eine reelle Zahl mit zwei Punkten,
bei dem Distributivgesetz II werden zwei reelle Zahlen mit einem Punkt verkniipft.
Auch wenn die Rechenregel (7) dem Assoziativgesetz der Multiplikation reeller Zah-
len dhnelt, sollte dieses Gesetz an dieser Stelle nicht so benannt werden. Der Grund
dafiir ist, dass dieses Gesetz keine Aussage iiber eine multiplikative Verkniipfung
macht, sondern zwei unterschiedliche Verkniipfungen in Beziehung setzt: einerseits
die Multiplikation reeller Zahlen, andererseits die Vervielfachung von Punkten. Zur
Verdeutlichung dieser Tatsache wird an dieser Stelle die Vervielfachung durch die
Verwendung des Malpunktes gekennzeichnet, bei der Multiplikation reeller Zahlen
jedoch der Malpunkt weggelassen. Nachdem die Bedeutung der unterschiedlichen
Malpunkte thematisiert wurde, kann jedoch genauso wie bei der Multiplikation re-
eller Zahlen auch bei der Vervielfachung von Punkten der Malpunkt weggelassen
werden.
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Alternative Einstiegsmoglichkeiten

Ein alternativer Einstieg in diese Lerneinheit wire eine Aufstellung von Punktter-
men, wie zum Beispiel Mg = % - (A+ B) zur Berechnung des Mittelpunktes zweier
Punkte A und B:

To
(Cll + b1>

fJQ
( as + b2) mo

A I

(A+B) ar  my 51 Ty

VRS
33
~
Il
N = /N =N =
DN [ | =

Hieraus wird ersichtlich, dass das Rechnen mit Punkten nur eine Kurzschreibweise
fiir zwei getrennte Rechnungen ist, namlich eine Rechnung mit der ersten und eine
mit der zweiten Koordinate, weshalb sich die Rechengesetze der reellen Zahlen auf
Rechnungen mit Punkten iibertragen.

Allerdings soll das primére Lernziel dieser Lerneinheit nicht in der Berechnung des
Mittelpunktes liegen, sondern in der Etablierung der Vektorraumstruktur des R2,
da diese das wesentliche Werkzeug der analytischen Geometrie darstellt, auch wenn
der Begriff des Vektorraumes an dieser Stelle nicht erwdhnt wird. Um diesen alge-
braischen Aspekt hervorzuheben, verwenden wir einen algebraischen Einstieg und
verlagern die Berechnung des Mittelpunktes in die Beispielaufgaben.

Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Beispiel 1

Diese Aufgabe hat dieselbe Intention wie die Einstiegsaufgabe und kann ebenso
wie diese auf zweierlei Arten bearbeiten werden. Hier wird bewusst die elegantere
zweite Variante, bei der vor der Einsetzung der Variablen zundchst die Punktterme
vereinfacht werden, gegeben, um diese Variante zu sichern.

Beispiel 2
Eine hiufige Beobachtung im Rahmen meiner Lehrtétigkeit ist, dass Lernende die

Giiltigkeit einer Gleichung bevorzugt durch Aquivalenzumformungen nachweisen.
Das Anwenden dieser Strategie fiihrt bei der vorliegenden Aufgabe zu folgender

oo Q) () +() « -0

Hintergrund dieses Ansatzes ist die reflexartige Interpretation des Wortes Gleichung
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als Bestimmungsgleichung. Interpretiert man die Gleichung als Bestimmungsglei-
chung, so ergibt sich daraus unmittelbar der Arbeitsauftrag, die Lisungsmenge die-
ser Gleichung zu bestimmen, was letztendlich die Anwendung von Aquivalenzumfor-
mungen initiiert. Nach Abschluss der Aquivalenzumformungen muss nun die Aussage

(Z) = (2) interpretiert werden. Die richtige Schlussfolgerung ist, dass dies eine

wahre Aussage ist, und damit auch die Ausgangsaussage wahr ist. Eine Betrachtung

der Gleichung als Bestimmungsgleichung kann jedoch zu dem Fehlschluss fiihren,
0

dass aus der Aussage (Z) = <i), bzw. nach einem weiteren Schritt (8) = (O)’
die Schlussfolgerung gezogen wird, dass die Losungsmenge aus allen reellen Zah-

len beziehungsweise Punkten besteht, die beiden Terme der Ausgangsgleichung also
fiir jede Belegung der Variablen A, B, C' und D dasselbe Ergebnis liefern und da-
mit wertgleich sind. Im vorliegenden Fall ist die Gleichung jedoch nicht unter dem
Aspekt Bestimmungsgleichung zu sehen, sondern als Aussage, deren Wahrheitswert
zu bestimmen ist. Dies geschieht am einfachsten dadurch, dass wir einfach den Wert
der linken und der rechten Seite der Gleichung berechnen und sehen, dass wir jeweils
dasselbe Ergebnis erhalten. Wir wollen mit dieser Beispielaufgabe und der préasen-
tierten Losung die Schiiler von der ausschlieflichen Betrachtung von Gleichungen
als Bestimmungsgleichung und der reflexartigen Anwendung von Aquivalenzumfor-
mungen wegbewegen und férdern, dass Gleichungen als Aussagen gesehen werden.

Beispiel 3

Wie oben erwéhnt, kann die Mittelpunktsberechnung als alternativer Einstieg in
diese Lernumgebung dienen, um die Zusammenfassung zweier Koordinaten als neu-
es Denkobjekt zu motivieren. Bei der hier prisentierten Losung zu Aufgabenteil
(a) geschieht diese Zusammenfassung durch die Vorstellung, dass zwei getrennte
Rechnungen - eine fiir die x;-Koordinate und eine fiir die xo-Koordinate - zu einer
Rechnung zusammengefasst und simultan aufgeschrieben werden. Diese Einzelrech-
nungen erhalten wir jeweils, indem wir die Projektionen auf die Koordinatenachsen
betrachten.

Eine alternative Vorstellung, dass wir eine Schritt-
folge aus einem Schritt in x;-Richtung und ei-
nem Schritt in x,-Richtung zu einem simultanen
Schritt zusammenfassen, wiirde zu nebenstehen-
der Losung fithren. Auch hier dient der Pfeil le-
diglich zur Veranschaulichung der Rechenoperatio-
nen, nicht jedoch als mathematisches Objekt:

Um von A nach B zu kommen, missen wir zu A 1
die Differenz B— A addieren. Um zum Mittelpunkt
von A und B zu kommen miissen wir zu A dement-
sprechend die Hilfte von B — A addieren.

Aufgabenteile (b) und (¢) sind von der Rechnung her identisch. Durch sie wird

To

M=A+iB-4)=
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illustriert, dass wir mit Punkten genauso rechnen kénnen wie mit reellen Zahlen und
deshalb in der Lage sind Gleichungen zu l6sen. Der Unterschied besteht lediglich in
einer anderen geometrischen Interpretation des Mittelpunktes.

Betrachten wir ahnliche Aufgaben in Lehrbiichern, die einen klassischen Aufbau der
analytischen Geometrie beschreiten, so stellen wir fest, dass sich dort an die Rech-
nungen jeweils ein Antwortsatz anschliefst. Das Ergebnis der Rechnungen ist namlich
stets der Ortsvektor des gesuchten Punktes, in dem Antwortsatz wird aus diesem
Ortsvektor dann ein Punkt generiert. Da bei uns das Ergebnis der Rechnung schon
ein Punkt ist, ist diese Transformation nicht notwendig. Wir verzichten deshalb hier
und im weiteren Verlauf bei den Beispielaufgaben auf Antwortsétze.

Beispiel 5

Der Begriff des Mittelpunktes ermdglicht es uns, Parallelogramme zu charakterisie-
ren, bevor wir uns mit Geraden und deren Parallelitit beschéftigt haben. Hinter-
grund ist der folgende aus der Sekundarstufe I bekannte Satz, der im Rahmen dieser
Aufgabe als Hinweis gegeben wird.

Satz 14.1. Sei ABCD ein echtes Viereck, dessen Diagonalen sich in einem Punkt
M schneiden. Dann ist ABCD genau dann ein Parallelogramm, wenn M sowohl
der Mittelpunkt von AC' als auch der Mittelpunkt von BD ist.

Die Giiltigkeit des Satzes haben wir in Satz[6.9im Rahmen der vorliegenden Theorie
bewiesen. Ein auf den Strahlensidtzen basierender elementargeometrischer Beweis
lautet folgendermafen.

Beweis.
Die Liangen der Strecken seien wie in der Zeich- C

nung definiert. m . ,
Wir setzen zunédchst voraus, dass ABCD ein Par- b
allelogramm ist. Da das Viereck ABC'D echt ist,

ist g(D, B) # g(A, ). !

Da g(D,A) || g(B,C) ist, folgt £ = 1 aus dem 1. Strahlensatz. Da aber auch

9(D,C) || g(A, B) ist, folgt ebenfalls ¢ = % Insgesamt erhalten wir % = % und damit
j =1, da Streckenliingen stets positiv sind. Damit ist M der Mittelpunkt von AC'

Analog zeigen wir, dass M der Mittelpunkt von BD ist.

Wir setzen nun umgekehrt voraus, dass M der Mittelpunkt von AC' und BD ist.
Dann ist # = 1 = % und es ist g(D,A) || g(B,C) nach der Umkehrung des 1.
Strahlensatzes. Analog zeigen wir, dass g(D,C) || g(A, B) ist. O

In dieser Ubung soll einerseits der Nachweis erbracht werden, dass der Punkt X
das gegebene Dreieck C'’AB zu einem Parallelogramm erginzt. Dafiir muss die Glei-
chung Max = Mpc als Aussage betrachtet werden, deren Wahrheitswert durch
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Ausrechnen der linken und der rechten Seite zu verifizieren ist. Andererseits sollen
alle Punkte gefunden werden, die das Dreieck zu einem Parallelogramm ergénzen.
Dafiir miissen die entsprechenden Gleichungen Mgy = Mac und Mox = Mag als
Bestimmungsgleichungen betrachtet werden.

Aufgabenteil (a) haben wir durch Angabe des Vierecks ABXC' entschirft, wodurch
- bei richtiger Interpretation der Schreibweise als 4-Tupel - ersichtlich ist, dass AX
und BC die Diagonalen im Parallelogramm sein sollen. Eine Schwierigkeit besteht
jedoch darin, dass die Bezeichnungen des Vierecks nicht mit denen des Hinweises
iibereinstimmen. Die Schiiler miissen sich also gedanklich von der Gegenstéandlichkeit
der Variablen A, B, C' und D lésen und diese als frei beleghare Objekte sehen. Mit
Aufgabenteil (b) schlieft sich an die Grundaufgabe (a) eine Bestimmungsaufgabe
an, wodurch diese Aufgabe selbstdifferenzierend wird im Sinne von [44], S. 143.
Eine Skizze ist hier ein Hilfsmittel, um die Bestimmungsgleichung aufzustellen, aus
der dann mit algebraischen Mitteln die jeweiligen Punkte bestimmt werden.

Beispiel 6

Die Hauptintention dieser Aufgabe ist nicht die Formulierung der Verschiebungsre-
gel. Stattdessen soll anhand der Verschiebungsregel der Unterschied zwischen koor-
dinatenbasierten Rechnungen und koordinatenunabhingigen Beweisen verdeutlicht
werden. In Aufgabenteil (b) werden dazu die Rechenregeln und damit die Vektor-
raumstruktur des R? nicht mehr unter dem Aspekt des vorteilhaften Rechnens ver-
wendet, sondern unter dem Aspekt, die Allgemeingiiltigkeit von Aussagen nachzu-
weisen: Wéhrend in Aufgabenteil (a) durch die koordinatenbasierte Rechnung ledig-
lich gezeigt wird, dass es sich bei dem vorliegenden Viereck um ein Parallelogramm
handelt, geht Aufgabenteil (b) einen wesentlichen Schritt weiter. Unabhdngig von der
Wahl der Punkte A, B und X ist das Viereck ABB'A’ immer ein Parallelogramm.
An dieser Stelle ist es sinnvoll, mit den Schiilern den qualitativen Unterschied zwi-
schen diesen beiden Aufgabenteilen zu diskutieren. In beiden Aufgabenteilen ist die
Gleichung M4p = Mpa nicht als Bestimmungsgleichung zu interpretieren, sondern
als Aussageform.

Im Rahmen der didaktischen Reduktion wird in B
dieser Aufgabe die Echtheit des Vierecks ABB’A’
nicht weiter thematisiert. Sind X und A — B je- 4 s
doch linear abhéngig, so ist das Viereck ABB'A’
nicht mehr echt. Sofern X # O ist, sind gegeniiber- *x
liegende Seiten aber trotzdem parallel zueinander, 9
so dass man auch derart ,entartete Vierecke in

die Definition des Parallelogramms mit aufnehmen
koénnte.
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Die Mittelpunktsbedingung der Diagonalen wird B
im Fall unechter Vierecke jedoch zu einer stirke-
ren Forderung als die Parallelitat gegeniiberliegen-
der Seiten: Beim nebenstehenden Viereck ABB’ A’
sind zwar gegeniiberliegende Seiten parallel zuein-
ander, die Mittelpunkte der Diagonalen stimmen
jedoch nicht iiberein.

A B

A
® X

oot 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

o - N ®w A~ o

Nur wenn die Mittelpunktsbedingung erfiillt ist, bleiben weitere Eigenschaften von
Parallelogrammen - wie beispielsweise die Kongruenz gegeniiberliegender Seiten -
erhalten, so dass es sich anbietet, ein Viereck ABC'D nur dann als Parallelogramm
zu bezeichnen, wenn die Mittelpunkte der Diagonalen AC und BD iibereinstimmen,
und es aus der Menge der Parallelogramme auszuschlielen, wenn zwar gegeniiber-
liegende Seiten parallel zueinander sind, die Diagonalen aber keinen gemeinsamen
Mittelpunkt besitzen. In einer Definition sollte man jedoch immer von dem zu de-
finierenden Begriff ausgehen, und da das Wort Parallelogramm das Wort parallel
beinhaltet, konnte es auf Schiiler unnatiirlich wirken, Parallelogramme {iber die Mit-
telpunktsbedingung zu definieren. Wir nehmen deshalb in Kauf, dass die Definition
des Parallelogramms iiber die Parallelitit gegeniiberliegender Seiten nur fiir echte
Vierecke sinnvoll ist und im Fall unechter Vierecke zu pathologischen Situationen
fiihren kann, wihrend aus der Mittelpunktsbedingung selbst im Fall unechter Viere-
cke stets die Parallelitit gegeniiberliegender Seiten folgen wiirde, sofern benachbarte
Ecken verschieden sind.

Beispiel 7

In klassischen Unterrichtsgingen der analytischen Geometrie werden Vektorziige
verwendet, um Linearkombinationen von Vektoren darzustellen. Dies ist auch in
diesem Unterrichtsgang moglich, wenn wir die Addition von Punkten als Verschie-
bungen oder als Zusammenfassung von zwei Bewegungsschritten - einen in z;— und
einen in xo-Richtung - interpretieren.

Eine zeichnerische Losung ist nebenstehend abge-

1 A 4op A28
bildet. Wir haben zunichst die gerichteten Stre- . 4 N
cken OB und OC in der Zeichnung durch Pfeile ONL L L[ maNl ] T
eingezeichnet. Der Punkt A wird nun parallel zu .
C X=(A+2B)+1,5C

einem Vielfachen dieser Strecken verschoben.

Im Unterschied zu Vektorziigen eines klassischen Durchganges beginnt unser ,Vek-
torzug” nun nicht am Koordinatenursprung, sondern am Punkt A. Das Ergebnis
ist wieder ein Punkt. In der im Unterrichtswerk angegebenen Losung verwenden
wir jedoch eine rein statische Interpretation der Addition, um die Linearkombinati-
on zeichnerisch darzustellen. Wir konstruieren zunichst durch Streckung die Punkte
2B und 1, 5C und zeichnen anschliefend die Punkte A+2B bzw. (A+2B)+1,5C als
vierten Parallelogrammpunkt ein. Egal welche Interpretation wir verwenden, eines
bleibt gleich: Samtliche zugrundeliegenden Objekte sind Punkte.
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Beispiel 8

Wurden in Beispiel 6 konkrete Punkte verwendet, um eine Vermutung aufzustellen,
soll dazu in dieser Aufgabe die dynamische Geometriesoftware GeoGebra verwendet
werden. Durch den Einsatz von dynamischer Geometriesoftware ist es moglich, die
Punkte A, B, C' und D zu verschieben, sich dadurch von einem konkreten Viereck
zu 16sen und die Beliebigkeit der Wahl der Punkte A, B, C' und D zu verdeutlichen.
Die Software passt instantan die Punkte E, F', G und H der neuen Ausgangssituati-
on an. Dadurch entfallen die koordinatenbasierten Rechnungen, die sonst notwendig
wiren, um eine geeignete Behauptung aufstellen zu kénnen. Fiir die Schiiler er-
gibt sich dadurch allerdings die Frage nach der Notwendigkeit eines Beweises der
aufgestellten Behauptung, da durch die Generierung einer grofen Anzahl an Bei-
spielen die Vermutung, dass das Seitenmittenviereck stets ein Parallelogramm ist,
schnell sozial akzeptiert wird. Trotzdem ist auch eine Verifizierung anhand einer
grofen Zahl an Beispielen noch kein Beweis der Allgemeingiiltigkeit einer Vermu-
tung. Der Nachweis, dass es sich tatsichlich bei jedem echten Seitenmittenviereck
um ein Parallelogramm handelt, erfolgt nun ausschliefslich durch Anwendung der
Vektorraumaxiome, die sich in den aufgestellten Rechengesetzen widerspiegeln.

Beispiel 9
Die Formel T' = %A+ %B zur Berechnung des 2:1-Teilungspunktes kann auf mehrere
Arten hergeleitet werden:

e Durch Projektion auf die Koordinatenachsen ergibt sich t; = a; + %(bl —ay)
und ty = az + 3(by — az) und damit T = A+ 2(B — A) = A+ 2B. Durch die
Punktgleichung 7' = A + %(B — A) werden also zwei identische Rechnungen
simultan aufgeschrieben.

e Um vom Punkt A zum Punkt B zu gelangen, miissen wir zu A den Punkt
B — A addieren. Um von A zu T zu gelangen, miissen wir zu A folglich den
Punkt (B — A) addieren und erhalten T = A+ 2(B — A) = : A + 2B. Diese
Rechnung kénnen wir durch einen Pfeil veranschaulichen. Der Pfeil visualisiert
dabei wieder lediglich die Addition.

e Der Mittelpunkt von AT muss der Spiegelpunkt von B an T sein, woraus wir
T1(A+T)=2T — B und damit T'= 1A + 2B erhalten.

Wir geben in der Ubungsaufgabe die koordinatenbasierte erste Moglichkeit an, um
zu der Gleichung 7" = A + %(B — A) zu gelangen. Durch die in der Zeichnung
eingetragenen Pfeile wird diese Gleichung jedoch auch koordinatenfrei geméf der
zweiten Moglichkeit plausibilisiert. Diese Plausibilisierung ist kein Beweis und keine
Herleitung, es wird nicht genauer spezifiziert, was dieser Pfeil zu bedeuten hat, und
es obliegt der Freiheit der Schiiler, sich darunter beispielsweise eine Verschiebung
vorzustellen. Der Pfeil dient fiir uns einzig der Veranschaulichung der Addition. Die
dritte Moglichkeit fiihrt die Berechnung des 2:1-Teilungspunktes auf die bereits the-
matisierte Mittelpunktsberechnung zuriick und demonstriert auf elegante Art, wie
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eine geometrische Eigenschaft in eine algebraische Gleichung iibersetzt werden kann,
was eine algebraische Losung des geometrischen Problems ermoglicht. Allerdings ist
die dafiir notwendige Charakterisierung des 2:1-Teilungspunktes, nimlich, dass der
Mittelpunkt von AT gleich dem Spiegelpunkt von B an T sein muss, weniger in-
tuitiv als die Vorstellung, dass wir von A aus % des Weges nach B gehen. Deshalb
verwenden wir diese Argumentation an dieser Stelle nicht.

Beispiel 10

Die Formel zur Berechnung des 2:1-Teilungspunktes einer Strecke soll nun genutzt
werden, um zu zeigen, dass sich in einem Dreieck die Seitenhalbierenden in einem
gemeinsamen Punkt schneiden. Die in Aufgabenteil (a) geforderte Rechnung dient
dazu, zunéchst mit der zu zeigenden Aussage vertraut zu werden, indem die Aussage
koordinatenbasiert fiir ein konkretes Dreieck beispielhaft gezeigt wird. Die Variablen
A, B und C werden in diesem Fall im Gegenstandsaspekt verwendet. In Aufgabenteil
(b) werden die Variablen A, B und C hingegen im Einsetzungsaspekt betrachtet. Uns
stehen zur Argumentation der Gleichheit fiir jede beliebige Belegung der Variablen
A, B und C also nicht mehr die Koordinaten der Punkte zur Verfiigung, sondern
die Vektorraumaxiome, die in den Rechenregeln fiir Punkte manifestiert sind.

Anmerkungen zum Exkurs: Zahlenpaare in neuem Gewand

Wir haben bisher die Menge R? der Zahlenpaare mit der Ebene identifiziert. Wir
haben jedoch auch gefordert, den Veranschaulichungsprozess mathematischer Ob-
jekte fiir die Schiiler transparent zu gestalten. Deshalb sollte auch erwahnt werden,
dass die Interpretation von Zahlenpaaren als Punkte der Ebene nur eine mogliche
Veranschaulichung ist. Dazu dient dieser Exkurs, dessen Einstiegsaufgabe in abge-
wandelter Form aus [19] iibernommen wurde. Sie festigt die Grundvorstellung, dass
die neu eingefiihrten Rechenoperationen nur eine Schreibweise sind, um identische
Rechnungen fiir zwei reelle Zahlen gleichzeitig aufzuschreiben. Ebenso ist sie dazu
geeignet, die Verkniipfungen fiir Zahlenpaare zu motivieren, wenn der Schwerpunkt
der Unterrichtseinheit nicht auf der analytischen Geometrie liegen soll.

14.1.5 Geraden
Parameterdarstellung von Geraden

In der Sekundarstufe I werden die Losungsmengen linearer Gleichungen ax + by = ¢
bzw. axy + bxy = c als Geraden in der Ebene erkannt. Diese Darstellungsform von
Geraden wird als Koordinatendarstellung bezeichnet. Im Gegensatz zu der Gera-
dengleichung v = ax + b bzw. x5 = ax; + b kdnnen auf diese Art auch zur y- bzw.
x9-Achse parallele Geraden dargestellt werden. Die Koordinatendarstellung kenn-
zeichnet eine Gerade als Hyperebene: Eine Hyperebene ist ein affiner Teilraum eines
(endlich dimensionalen) Vektorraumes mit Codimension 1. Jede Hyperebene lisst
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sich darstellen als Urbildmenge einer Linearform?] also einer linearen Abbildung des
Vektorraumes in den zugrundeliegenden Korper, wobei im Falle des Vektorraumes
R™ sdmtliche Linearformen von der Bauart

(1, ..y Tp) = a1z + .. F apxy,
sind. Deshalb ist jede Hyperebene die Losungsmenge einer Gleichung
ar,+...+a,x, =cC

mit n Unbekannten, wobei nicht alle Koeffizienten a; gleich Null sind. Die Koordi-
natendarstellung von Geraden ist also ein Beispiel fiir eine Hyperebene im R?.

Intuitiv ist eine Gerade jedoch etwas anderes, ndmlich ein Objekt, das nur in ei-
ne ,Richtung® ausgedehnt ist. Deshalb ist es naheliegend, Geraden nicht iiber die
Codimension, sondern wie in Definition iiber die Dimension als eindimensiona-
len affinen Teilraum zu definieren. Diese Definition ist nicht nur intuitiv, weil sie
Geraden als eindimensionales Objekt kennzeichnet, sie hat auch einen weiteren ent-
scheidenden Vorteil. Es ist nimlich lediglich eine Besonderheit der Ebene R?, dass
die Menge der eindimensionalen affinen Teilrdume identisch ist mit der Menge der
Hyperebenen, also der affinen Teilriume mit Codimension 1. Da die eindimensiona-
len affinen Teilriume im R3 jedoch Codimension 2 besitzen, lassen sich diese nicht
durch eine Koordinatengleichung darstellen. Um also auch Geraden im R? behan-
deln zu kénnen, benétigen die Schiiler die Parameterdarstellung als neues Konzept
zur Beschreibung von Geraden.

Wir erldutern im Folgenden, was wir unter dem Wort Parameter verstehen. Der
Begrift Parameter wurde vom franzosischem Mathematiker Claude Mydorge (1585-
1647) erstmals bei der Ubersetzung und Vereinfachung griechischer Werke als Kom-
position der beiden griechischen Worter ,para’ und ,metron’ verwendet und kann
frei mit ,Nebenmah’ iibersetzt werden (siehe [24]). Mit einem Parameter bezeich-
nete Mydorge den Abstand von Brennpunkt und Leitlinie eines Kegelschnittes, der
die Streckung und Stauchung beeinflusst. Leibniz und Newton verwendeten Para-
meter als konstante Groéfe bei der Untersuchung algebraischer Gleichungen zweiten
Grades und waren somit in der Lage, mehrere algebraische Gleichungen simultan
zu untersuchen. In der Schulmathematik wird der Begriff Parameter in folgenden
Zusammenhingen verwendet (siehe [24]):

e in der Analysis der Sekundarstufe I und II und linearen Algebra, um Funk-
tionenscharen und parameterabhingige Matrizen und parameterabhéngige li-
neare Gleichungssysteme zu behandeln,

e in der analytischen Geometrie im Rahmen der Parameterdarstellung von Ge-
raden und Ebenen.

2ungleich der Nullform
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Vom fachmathematischen Standpunkt aus ist die parameterabhingige Funktion
fi(x) = tx* + 3 nichts anderes als eine von zwei Variablen abhéngige Funktion

[ RxR—=R (t,z)— f(t, ),

wobei f;(x) := f(t,z) gesetzt wird. Aus fachlicher Sicht ist es deshalb nicht ge-
rechtfertigt, die Variablen ¢ und = begrifflich zu unterscheiden. Die Variablen ¢ und
x besitzen aus didaktischer Sicht jedoch unterschiedliche Bedeutungen. Malle be-
schreibt die folgenden drei Grundvorstellungen zu Variablen:

o  Gegenstandsaspekt: Variable als Name einer Lisungsvariablen oder unbestimm-
ten oder nicht ndher bestimmbaren Zahl,

o  Finsetzungsaspekt: Variable als Platzhalter fiir gewisse Zahlen bzw. als Leer-
stelle, in die man Zahlen einsetzen darf”

o  Kalkiilaspekt: Variable als bedeutungsloses Zeichen, mit dem nach gewissen
Regeln operiert werden darf* (Malle |33], S. 46).

Aus didaktischer Sicht wird die Funktionsvariable ¢ bei der obigen parameterab-
hangigen Funktion im Gegenstandsaspekt verwendet, die Funktionsvariable z im
Einsetzungsaspekt. Wir halten also fest:

Unter einem Parameter verstehen wir eine Variable, die im Gegenstandsaspekt
verwendet wird.

Probleme des klassischen Zuganges

In klassischen Unterrichtsgidngen der analytischen Geometrie werden Geraden durch
eine Punktrichtungsgleichung g : © = p+r-a (r € R) angegeben, sieche beispielsweise
[4], S. 93. Da der Variablen g nicht durch ein Gleichheitszeichen ein konkretes mathe-
matisches Objekt zugewiesen wird, bleibt die Frage unbeantwortet, um welche Art
von Objekt es sich bei den Geraden iiberhaupt handelt. Der zur Beschreibung der
Geraden verwendete Doppelpunkt ist zunéchst frei interpretierbar, wir kénnen ihn
beispielsweise durch die Formulierung "g wird beschrieben durch die Gleichung® ver-
sprachlichen, womit allerdings noch immer nicht gekldart wird, was wir unter diesem
swird beschrieben durch® zu verstehen haben, es herrscht hier also keine Objektklar-
heit. Eine mogliche dynamische Vorstellung von Geraden kann folgende sein:

Eine Gerade besteht aus den Punkten, die wir erhalten, wenn wir vom Koordina-
tenursprung in Richtung des Ortsvektor @ gehen und dann eine bestimmtes Vielfa-
ches in Richtung des Richtungsvektors m.

Dadurch wiirden wir eine Gerade sprachlich als Menge von Punkten charakterisieren.
Diese gewiinschte Vorstellung wird jedoch nicht durch die Gleichung
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g:Z=d+r-m (r € R) induziert. Geméf dieser Gleichung ist die Gerade nim-
lich eine Menge von Vektoren im Sinne von Aquivalenzklassen von Pfeilen, und nicht
von Punkten. Dadurch, dass wir diese Vektoren nun Ortsvektoren nennen, bekommt
plotzlich der am Koordinatenursprung beginnende Reprisentant eine besondere Be-
deutung, es wird also versucht die Aquivalenzklasseneigenschaft zu verwissern, die
Entscheidung, um welche Art von Objekt es sich bei einer Geraden handelt, ei-
ne Menge von Punkten oder eine Menge von Aquivalenzklassen, wird jedoch nicht
geféllt. Abhilfe kénnen wir schaffen, indem wir die gewiinschte Vorstellung folgen-
dermafen abidndern:

Eine Gerade besteht aus den Punkten, die wir erhalten, wenn wir einen Punkt A um
ein bestimmtes Vielfaches des Richtungsvektors m verschieben.

Dazu konnten wir obige Schreibweise in g : X = A+r-m (r € R) abéndern, wodurch
das Objekt Gerade als Punktmenge definiert wird, sofern wir uns den Doppelpunkt
gedanklich als Gleichheitszeichen vorstellen und uns etwaige Mengenklammern hin-
zudenken. Im Gegensatz zur ersten Definition beginnen wir nun gedanklich unseren
dynamischen Konstruktionsprozess am Punkt A und nicht am Koordinatenursprung.
Was jedoch bleibt, ist die Addition zweier verschiedener mathematischer Objekte,
namlich eines Punktes mit einem Vektor. Diese Addition konnten wir definieren
als den Punkt, den wir erhalten, wenn wir den Punkt A verschieben. Aber selbst
wenn wir das erste Zahlenpaar als Punkt interpretieren, so fehlt bei Geraden auf
Schiilerseite oft ein Verstdndnis der zugrunde liegenden Objekte, wie sich an Schii-
lerinterviews belegen ldsst. So anwortet beispielsweise in [31] ein Schiiler auf die

Frage, ob sie die Parameterdarstellung einer GGeraden angeben konne:

W Z + A (2), das ist zum Beispiel irgendein Punkt, zum Beispiel (2|4), plus
Lambda mal (5|6) ist gleich die Gerade g.“

Weiterfithrende Fragen, warum es sich bei diesem Objekt um eine Gerade handelt,
konnten nicht beantwortet werden. In der Vorstellung des Schiilers ist eine Gerade
ein Tripel ((Z), A, (2)) Das erste Zahlenpaar ist in ihrer Vorstellung ein Punkt, das
letzte ein Parameter, und das Lambda gehort irgendwie dazu. Eine Gerade wird
damit zu einem statischen Objekt, das nicht mit den in der Sekundarstufe I entwi-
ckelten Grundvorstellungen verkniipft wurde. Es ist eine traurige Wahrheit, dass die
Schiiler trotz dieser eklatanten Verstdndnisdefizite hdufig durchaus in der Lage sind,
die gestellten Schulbuchaufgaben kalkiilhaft zu bearbeiten. Malle kritisiert in [31]
diese Tatsache als ,Learning without understanding. Auch wenn wir eine einzige
Schiilerantwort gewiss nicht verallgemeinern kénnen, so lassen sich daraus jedoch
Fehlvorstellungen erkennen, die im Rahmen eines Unterrichtswerkes vermieden wer-
den sollten. Wir schlagen folgende Losung vor:

e Vereinfachung und Vereinheitlichung der zugrundeliegenden Objekte,

e Verkniipfung der Vorstellung von Geraden mit dem Wissen aus der Sekundar-
stufe 1.
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Vereinheitlichung der zugrundeliegenden Objekte

Mit der Vereinfachung und Vereinheitlichung der zugrundeliegenden Objekte geht
eine grofere Objektklarheit einher. Diese Vereinfachung erreichen wir dadurch, dass
wir lediglich mit einem einzigen Objekt operieren, ndmlich mit dem Objekt Punkt.
Ausgehend von diesem Objekt definieren wir die Ursprungsgeraden:

Fine Ursprungsgerade RA = {X |3Ir € R : X = r - A} besteht aus allen
Vielfachen des Punktes A.

Damit ist eindeutig festgelegt, worum es sich bei einer Ursprungsgeraden handelt,
namlich um eine Menge von Punkten. Ist go eine Ursprungsgerade, so verwenden wir
deshalb auch das Gleichheitszeichen gy = RA. Diese Definition wird nun erweitert
zur Definition einer Geraden RA -+ P. Auf der fachlichen Seite ist dies zwar zunéchst
eine Addition zweier unterschiedlicher Objekte - ndmlich einer Menge von Punkten
und einem Punkt. Diese Schreibweise wird jedoch durch die iibliche Konvention
RA+ P := RA+ {P} gerechtfertigt, womit nun zwei Mengen addiert werden, deren
Elemente jeweils Punkte sind, so dass wir die Addition elementweise durchfiihren
konnen. Das Ergebnis ist wieder eine Punktmenge. Auf der Anschauungsseite konnen
wir diese Addition als Verschiebung interpretieren und visualisieren und damit die
Definition der Ursprungsgeraden erweitern:

Eine Gerade ist eine verschobene Ursprungsgerade.

Durch die kompakte, aber mathematisch prizise Schreibweise RA wird die Ur-
sprungsgerade als Menge simultan erfasst und durch die Addition von P verschoben.
Bei der geometrischen Interpretation der Addition in Abschnitt haben wir aus
psychologischen Griinden das Wort Verschiebung vermieden, weil dieses Wort sug-
geriert, dass sich der zu verschiebende Punkt bewegt. Die dort verwendeten Pfeile
lassen sich jedoch ohne ndhere Begriindung als Verschiebung interpretieren, so dass
wir an dieser Stelle das Wort Verschiebung kommentarlos verwenden werden. In der
Situation der Geraden ist dieses Wort auch gerechtfertigt: wir haben eine Ursprungs-
gerade und bewegen diese.

Bei dieser Darstellungsform von Geraden dient der Parameter lediglich als Hilfsmit-
tel zur Beschreibung dieser Mengen und kommt nur in den ersten beiden Schreib-
weisen vor:

g = {X|es existiert eine reelle Zahl r, so dass X =r- A+ P}
= {r-A+P|reR}
= RA+ P

Alle drei Schreibweisen beschreiben das gleiche mathematische Objekt, ndmlich eine
Punktmenge. Die Quantorisierung der ersten Schreibweise ist notwendig, wenn die
Frage beantwortet werden soll, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt: Hierfiir ist nim-
lich eine Existenzaussage zu beantworten. Auch wenn diese Schreibweise technisch
aufwéndig und damit verwirrend erscheint, empfinden einige Lernende diese Genau-
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igkeit als hilfreich. Im reguldren Unterricht kann hierauf verzichtet und stattdessen
die quantorenfreie Schreibweise RA + P verwendet werden. Fiir den ambitionierten
Leser geben wir jedoch auch die Quantorenschreibweise mit an, auch wenn diese fiir
den Schulalltag zu formal sein konnte.

Betrachten wir die Gerade g als Funktion (und damit als Kurve)
c:R—=R%r—rA+P,

so werden A und P entweder direkt als Zahlenpaare angegeben oder als Variablen
unter dem Gegenstandsaspekt betrachtet. Die Variable r iibernimmt den Zweck ei-
ner Funktionsvariablen im Einsetzungsaspekt und ist deshalb kein Parameter geméf
unserer obigen Definition, weshalb wir die Unterscheidung in explizit und implizit
definierte Punktmengen bevorzugen. Trotzdem verwenden wir den Begriff Parame-
terdarstellung aus Kompatibilitdtsgriinden. Der Parameter, der in der Schreibweise
RA + P verborgen bleibt, kommt erst bei der Behandlung von Inzidenzfragen zum
Vorschein. Sobald wir namlich aus der Inzidenz X € RA + P folgern, dass dann ein
r € R existiert mit X = rA+ P und dieses existierende r wéhlen, so wird damit die
Variable r unter dem Gegenstandsaspekt betrachtet.

Die Betrachtung der Parameterdarstellung der Geraden RA + P als Kurve ¢: R —
R2,7 +— rA 4+ P zeigt, dass sich in der Parameterdarstellung weit mehr Informa-
tionen verbergen als die reine Angabe von Punkten. Durch diese Betrachtung der
Geraden iibertragt sich die Ordnungsstruktur der reellen Zahlen auf die Gerade, wir
haben damit also eine Durchlaufrichtung und sogar eine Durchlaufgeschwindigkeit.
Somit stellen zwei verschiedene Parameterdarstellungen einer Geraden zwar dieselbe
Punktmenge dar, induzieren jedoch unterschiedliche Kurven.

Die Herleitung der Gleichung einer Geraden durch zwei vorgegebene Punkte erfolgt
rein algebraisch. Ist P # @, so stellt die Punktmenge R(P — Q) + @Q eine Gerade
dar, die die Punkte P und @ enthélt. Damit ist die Ezistenz von g(P, Q) gezeigt. Im
Rahmen der didaktischen Reduktion wird die Eindeutigkeit dieser Geraden nicht be-
wiesen, sondern als anschaulich klar vorausgesetzt. Auch wenn die Gerade g(P, Q)
als Punktmenge eindeutig ist, so ist die Darstellung uneindeutig: R(P — Q) + Q,
R(Q — P) + P und R(Q — P) + @ stellen beispielsweise dasselbe mathematische
Objekt g(P, Q) dar. Die Argumentation, warum diese Mengen gleich sind, verdeut-
licht das Grundprinzip der von uns verwendeten didaktischen Reduktion. Anstatt
die Mengengleichheiten

R(P-Q)+Q=R(@—-P)+P=R(Q—-P)+0Q

formal zu beweisen, geometrisieren wir diese algebraischen Objekte und deuten sie
damit als Geraden in der Ebene, die die Punkte P und () enthalten. Aus der an-
schaulich klaren Eindeutigkeit dieser Geraden folgt die Gleichheit der Mengen. Bei
einer derartigen Argumentation werden bewusst algebraische und geometrische Ar-
gumente durchmischt. Fiir die Schiiler ergibt sich dadurch ein sozial akzeptierter
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Beweis. Der Lehrer hingegen weifs durch die fachliche Hintergrundtheorie, dass diese
Schlussfolgerungen richtig sind.

Auch die Uneindeutigkeit der Geradendarstellung beweisen wir nicht formal, sondern
wir verwenden eine Zeichnung zur didaktischen Reduktion. Die Frage, wann zwei
Geraden gleich sind, wird in Satz bewiesen. Wir behandeln diese Thematik im
Unterrichtswerk nochmals gesondert in einer eigenen Lerneinheit.

Verkniipfung mit Vorwissen

Die Verkniipfung der Geraden mit dem Vorwissen aus der Sekundarstufe I erfolgt
durch die Einstiegsaufgabe. Zu Beginn der Sekundarstufe II haben die Schiiler be-
reits eine anschauliche Vorstellung von Geraden erworben: Geraden werden dabei
nicht nur in der Geometrie thematisiert, sondern auch wie oben erwidhnt als Lo-
sungsmengen linearer Gleichungssysteme sowie in der Analysis als Graphen (affin)
linearer Funktionen, wobei in der Sekundarstufe I begrifflich nicht zwischen affin
linearen und linearen Funktionen unterschieden wird. Im Rahmen des Unterrichts
werden dort vier wesentliche Grundvorstellungen von Funktionen aufgebaut und
miteinander verkniipft. Eine Funktion kann dargestellt werden durch

e cine Wertetabelle,
e cine Funktionsvorschrift,
e einen Graphen,

e cine Sachsituation.

Da die Schiiler bereits wissen, dass der Graph einer linearen Funktion eine Gera-
de ist, kniipfen wir an dieses Vorwissen an und erarbeiten daran ein Konzept zur
Beschreibung von Geraden, das sich in den spiteren Kapiteln auf den R? iibertra-
gen ldsst. Wir betrachten die lineare Funktion g(z) = 3z + 1 als Ausgangsobjekt.
Aus mathematischer Sicht ist die Funktion g und der Funktionsgraph ein und das-

selbe Objekt, ndmlich die implizit definierte Punktmenge { (5) |y =3z + 1}, die

Funktion st also tatsédchlich eine Gerade. Wir driicken diese Objektgleichheit aus,
indem wir fiir die Funktion den Namen ¢ verwenden. Ziel ist es nun, diese implizit
definierte Punktmenge in die explizite Darstellung

() rzeem () =+(5)+ (D)}

zu iiberfithren und damit ein tragfihiges Konzept zur Ubertragung der Definition
einer Geraden auf den Raum R? zu etablieren.
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Die Aufgabe kann mithilfe einer Wertetabelle gelost werden. x| f(z)
. . . 0 1 2 r 0l 1
Hieraus lassen sich die Punkte (1>, (4), <7> und <3r n 1) 1 4
ablesen, wobei wir letzteren schreiben kénnen als 2 7
r[3r+1

(o) = () 02)

Wir kénnen also einen Punkt auf der Geraden angeben, indem wir in den Punktterm

r (il))) + <(1)) irgendeine reelle Zahl r einsetzen. Umgekehrt finden wir fiir jeden

Punkt auf der Geraden eine reelle Zahl r, so dass der Punkt durch den Punktterm

1 0 .
r (3) + (1> gegeben ist.

Die Gerade g ist also die Menge aller Punkte X, fiir die eine reelle Zahl r existiert,

1 0\ .
so dass X =r (3> + (1) 181.

Wir schreiben

g = {X | es existiert eine reelle Zahl r, so dass X =r - (1) + <O> }
1 0
= ) () e
1 0
== (5)0)

Im Gegensatz zu der Vorgehensweise im Lehrtext haben wir auf diese Weise nicht
einen Punktterm mithilfe geometrischer Uberlegungen konstruiert, sondern wir ha-
ben den Punktterm durch algebraische Umformungen aus einer bereits bekannten
Darstellungsform von Geraden hergeleitet. Zur nun notwendigen geometrischen In-

terpretation dieses Punkttermes zerlegen wir die Summe R - (;}) + ((1]) in ihre

Bestandteile R - (; und + ((1)) und deuten diese nun als Ursprungsgerade und als

Verschiebung der Ursprungsgeraden.

Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Die Beispielaufgaben gliedern sich in drei Gruppen: In der ersten werden Ursprungs-
geraden, in der zweiten beliebige Geraden und in der dritten Geraden durch zwei
Punkte thematisiert. Die Inzidenzprobleme fiir beliebige Geraden in Beispiel 4 und
8 werden dabei analog zu denen der Ursprungsgeraden in Beispiel 1 bearbeitet,
nur dass bei der Losung der linearen Gleichung ein zusatzlicher Umformungsschritt
notwendig ist. Die Frage der Inzidenz wird dabei auf die Losbarkeit eines Glei-
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chungssystems zuriickgefiihrt. Dabei wird in den Aquivalenzumformungen hier und
im Folgenden bewusst auf die Einfiihrung des Parameters r verzichtet und damit
verschwiegen, dass die Aussage X € RA in Wirklichkeit dquivalent zur Aussage es
existiert ein r € R, so dass X = rA ist. Stattdessen schreiben wir der Punkt X ist
von der Form X = rA mit r € R, was mit den Worten ,, X ist ein Vielfaches von
A versprachlicht werden kann.

Die Frage der Gleichheit von Ursprungsgeraden in Beispiel 2 und 3 dient als Vor-
bereitung zur Untersuchung der Parallelitit von Geraden. Die Aquivalenz RA =
RA" & A = rA’ kann dabei durch eine Inzidenzuntersuchung begriindet werden:
die Ursprungsgeraden sind gleich, wenn der Punkt A auf der Ursprungsgeraden RA’
liegt. In Aufgabe 2(a) sind die Zahlen bewusst einfach gewidhlt um zu demonstrieren,
dass man oft schon durch ,scharfes Hingucken die Frage der Gleichheit beantworten
kann.

In Aufgabe 5 sind sowohl in Aufgabenteil (a) als auch in Aufgabenteil (b) die Ur-
sprungsgeraden identisch, weshalb diese Aufgabe mit dem Satz iiber die Uneindeu-
tigkeit der Geradendarstellung beantwortet werden kann.

14.1.6 Lagebeziehungen von Geraden
Vorbetrachtungen

Im Gegensatz zur Vorgehensweise in Teil [l wird die Parallelitat zweier Geraden an
dieser Stelle nicht definiert. Da wir im Sinne der didaktischen Reduktion den R?
und die Ebene miteinander identifizieren, setzen wir den Begriff parallel als aus
der Elementargeometrie bekannt voraus und beschreiben diesen Begriff lediglich mit
Methoden der analytischen Geometrie. Dafiir gibt es folgende Moglichkeiten:

e Wir konnen die Parallelitit zweier Geraden g und ¢’ geméaf Definition
an der Gleichheit der dazugehérigen Ursprungsgeraden go und g;, erkennen.
Aus Schiilersicht setzt dies die Einsicht voraus, dass aus g || go = g5, || ¢’ die
Parallelitdt von g und ¢’ folgt, dass also die Relation der Parallelitéit transitiv
ist.

e Im Fall der ebenen Geometrie konnen wir die Parallelitat gemak Satz[6.4]durch
Bestimmung der Anzahl gemeinsamer Punkte, also der Méchtigkeit der Lo-
sungsmenge eines linearen Gleichungssystems, erkennen. Wir verwenden hier
das Wort gemeinsame Punkte statt Schnittpunkt, weil das Wort Schnittpunkt
suggeriert, es gibe nur einen gemeinsamen Punkt, was wir jedoch erst am Ende
der Suche feststellen konnen.

Die Suche nach gemeinsamen Punkten ist ein Standardverfahren, das auch bei der
Lageuntersuchung Gerade/Ebene und Ebene/Ebene verwendet werden kann, wes-
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halb wir es im Lehrtext als universelles Werkzeug présentieren. Dabei variiert le-
diglich die Komplexitit der zugrunde liegenden Gleichungssysteme, nicht jedoch die
prinzipielle Vorgehensweise. Bei den Lageuntersuchungen handelt es sich damit {iber-
wiegend um ein Training der Anwendung von Rechenverfahren, die in Beispielaufga-
ben présentiert werden. Bei Lageuntersuchungen von Geraden in der Ebene lassen
sich alle Lageuntersuchungen auf Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten zuriick-
fiihren, die mit den in der Sekundarstufe I entwickelten Verfahren (Einsetzungsver-
fahren, Gleichsetzungsverfahren, Additionsverfahren) gelost werden kénnen, ohne
dass der Gauss-Algorithmus thematisiert werden muss.

Das Bestimmen der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit zwei Un-
bekannten z; und x5 bedeutet formal das Finden einer Menge L, so dass folgende
Aussagen #quivalent sind:

ar; + bxy = ¢ S
[dxl + exy = f]ﬁx_( )eL'

Dies ist gleichwertig zur Mengengleichheit

{X€R2| {axl + bry = C]}:L.

dry + exys = f

Bei der Verwendung von unstrukturierten Losungsverfahren, die mit dem Glei-
chungssystem beginnen und daraus Eigenschaften der gesuchten Unbekannten x;
und x, ableiten, besteht jedoch die Gefahr, dass lediglich eine Implikation bezie-
hungsweise eine Mengeninklusion gezeigt wird, namlich

[axl + bxy = C:|:>X:(£E1)€L

dry + exy = f T

respektive

9 laxy + brys = ¢
{XGR | [dxl + exy = f]}gL'

Die in der Sekundarstufe I etablierte Probe am Ende des Losevorgangs dient damit
nicht nur zur Kontrolle des Ergebnisses, sondern zugleich zum Nachweis der verblei-
benden Implikation bzw. Mengeninklusion. Ein Verzicht auf die Probe ist nur dann
legitim, wenn alle behandelten Gleichungssysteme unter kontrollierten Bedingungen
auftreten, in denen es nur eine Losung gibt. Im vorliegenden Unterrichtswerk treten
jedoch auch Gleichungssysteme auf, bei denen es mehr als eine Losung gibt. Bei der
Lageuntersuchung von Ebenen geht es auferdem nicht nur um die Bestimmung der
Anzahl der Loésungen, sondern zusétzlich auch um die Angabe der Dimension des
Lésungsraumes. Deshalb ist es hier notwendig, die Schiiler an eine gewisse Systema-
tik beim Ldésen linearer Gleichungssysteme zu gew6hnen und darauf zu achten, dass
beim Losen der Gleichungssysteme stets Aquivalenzumformungen angewandt wer-
den. Somit ist sichergestellt, dass im Laufe des Losungsprozesses keine zusétzlichen
Losungen hinzuerfunden werden.



284 KAPITEL 14. BEMERKUNGEN ZUR GEOMETRIE DER EBENE

Ein Verstdndnis dafiir, dass die Anzahl der Losungen eines linearen Gleichungssys-
tems Aussagen iiber die Lage zweier Geraden liefert, setzt die Einsicht voraus, dass
durch das Losen des Gleichungssystems die Anzahl gemeinsamer Punkte der Gera-
den bestimmt wird, wofiir es wiederum essentiell ist, Geraden als Punktmengen zu
erkennen. Ohne diese FEinsicht werden Schiiler diese Rechenverfahren nur kalkiilhaft
anwenden und die Interpretation der Losungen auswendig lernen, ohne den Zusam-
menhang zwischen der Anzahl der Losungen eines linearen Gleichungssystems und
der Lage zweier Geraden zu erkennen.

Die Lageuntersuchung zweier geometrischer Objekte durch die Bestimmung der An-
zahl gemeinsamer Punkte stoft jedoch an ihre Grenzen, wenn parallele (aber ver-
schiedene) und windschiefe Geraden im R?® unterschieden werden sollen. Deshalb
demonstrieren wir schon hier in Vorbereitung auf den hinteren Teil des Lehrwerkes
die Untersuchung der dazugehorigen Ursprungsgeraden, womit wir auch die Paral-
lelitit von Geraden im R3 nachweisen konnen werden. Dieses Verfahren fithrt zu
einem zweischrittigen Rechenschema, wobei in jedem Schritt ein Gleichungssystem
mit einer Unbekannten gelost werden muss: Im ersten Schritt muss die Gleichung
A =rA gelost werden, im zweiten Schritt die Gleichung P =rA’ + P'.

Gleichungen mit einer Unbekannten haben den Vorteil, dass die Losung héufig schon
durch ,scharfes Hingucken® gesehen werden kann. Aber das Verfahren hat noch einen
weiteren Vorteil: die Zweischrittigkeit ist angelehnt an den zweischrittigen Konstruk-
tionsprozess der Geraden in der vorangegangen Lerneinheit, wodurch diese geome-
trisch motivierte Konstruktion stets erneut durchdacht werden kann. Dadurch wird
das Verfahren weniger kalkiilhaft, auch wenn es sich natiirlich - wie jedes Verfahren
- auswendig lernen und kalkiilhaft anwenden lasst.

Es kann ratsam sein, die Anzahl der verwendeten Rechenverfahren so gering wie mog-
lich zu halten und sich nur auf eines der hier vorgestellten zu beschrianken. Trotzdem
kann es im Hinblick auf den weiteren Unterrichtsverlauf notwendig sein, mehr als
ein Verfahren zu thematisieren. Diese didaktische Entscheidung obliegt letztendlich
der unterrichtenden Lehrkraft unter Beriicksichtigung des geplanten Unterrichtsver-
laufes.

Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe und zum Lehrtext

Ziel der Einstiegsaufgabe ist es, die Schiiler die im Lehrtext genannten Kriterien
eigenstiandig entwickeln zu lassen. Die Aufgabe ist insofern offen, da nicht festgelegt
ist, ob Lagebeziehungen mithilfe der dazugehorigen Ursprungsgeraden oder mithilfe
der Anzahl gemeinsamer Punkte untersucht werden sollen. Die Punkte in der Ein-
stiegsaufgabe sind so gewéhlt, dass der Zusammenhang A" = (—2)- A durch ,scharfes
Hinsehen® entdeckt werden kann. Aber auch die Tatsache, dass P" auf der Geraden
g liegt, ist ohne grofsen Rechenaufwand einsehbar, da P’ = 1- A+ P ist. Die Aussage
von Max kann einerseits direkt durch Losung des entsprechenden Gleichungssys-



14.1. AFFINE GEOMETRIE 285

tems iiberpriift werden, andererseits ergibt sie sich die aber auch unmittelbar aus
der Aussage von Paul.

Im Lehrtext werden beide Verfahren erldutert. Die sich jeweils anschliefenden Bei-
spielaufgaben iibernehmen dabei folgende Funktion:

e Es sollen die jeweiligen Rechenschemata beispielhaft prasentiert werden.

e Die Beispiele dienen als Ersatz fiir einen allgemeinen Beweis von Satz [6.4] und
sind damit Teil der didaktischen Reduktion.

Beispiel 1
Bei der Suche nach gemeinsamen Punkten stellt sich die Frage, wie man die dazu-
gehorige Rechnung sauber aufschreibt. Ein Ansatz durch Mengenumformungen

gNg ={X|FIreR: X=rA+P}n{X|IreR: X =rA"+ P’}
={X|(FeR: X=rA+P)A(FreR: X =rA"+ P}
={X|IreRIsecR: X =rA+P=sA"+P'}

scheidet in der Schule aus, da die Schiiler mit Mengenoperationen nicht vertraut
sind.

Eine Moglichkeit sind die folgenden Aquivalenzumformungen:

X ist ein gemeinsamer Punkt von ¢ und ¢’

e (5)+ (1) =x=+ (%) (%)
e () (2)- ()

o I : 5r —-2s = -1
II : 2r +1s = —4
o I cohr =28 = —1
I+2I1 : 9r = -9
< r=—1lund s= -2

e (- ()

Im zweiten Schritt wurde der eigentlich notwendige Zusatz ,FEs existieren r,s €
R...“ zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen. Zeile zwei und Zeile drei sind
trotzdem keine dquivalenten Aussagen, da die Variable X bei der Implikation Zeile
3 = Zeile 2 noch gar nicht eingefithrt wurde. Die letzte Aquivalenz ist nur durch
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Riickgriff auf Vorwissen aus der zweiten Zeile zu verstehen. Eine Moglichkeit, diese
Missstinde zu umgehen, ist folgende Schreibweise:
Sei X € R%. Dann sind dquivalent:

X ist ein gemeinsamer Punkt von g und ¢

o x=r (D) (5)

I 5r —2s —1
17 2r +1s = —4
5 8
& X—r-<2)+(1) und
I 5r —2s = —1
I+217 Or = -9

Dadurch wird der Aufschrieb jedoch iibertrieben lang, obwohl er durch Vernach-
lassigung der Existenzquantoren schon verkiirzt wurde. Verkiirzen konnen wir den
Aufschrieb, wenn wir zuvor den Punkt X als Punkt auf der Geraden g einfiihren,
was unter erneuter Vernachlissigung des Existenzquantors durch die Schreibweise
et X =1 (g) + (Ef) ein Punkt auf der Geraden g.“

geschehen kann. Dann konnen wir uns nimlich stets auf diese Tatsache berufen,
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wodurch folgende Aussagen tatséchlich dquivalent zueinander sind:

X ist ein gemeinsamer Punkt von g und ¢

& X lieglt auf der Geraden ¢

-8+ (0)

N I or —2s = -1
II : 2r +1ls = —4
N I : br =25 = -1
I+2IT : 9r = -9
& r=-—1und s = —2.

5

2) + (?) berufen und erhalten

Nun kénnen wir uns auf die Voraussetzung X = r- (
somit die Koordinaten des Punktes X.

Allerdings ist es in der Schule uniiblich, Variablen vor Verwendung einzufiihren, wes-
halb es auch an dieser Stelle schwierig sein wird, die Schiiler davon zu iiberzeugen,
die Variable X als Punkt auf der Geraden g einzufiihren. Deshalb behelfen wir uns
mit folgendem Trick: Im Lehrtext haben wir durch eine sprachliche Plausibilitéts-
erklarung festgestellt, dass die Anzahl der gemeinsamen Punkte gleich der Anzahl
der Losungspaare (r,s) des Gleichungssystems rA + P = sA’ + P’ ist. Wir bestim-
men deshalb zun&chst lediglich die Losungen dieses Gleichungssystems, ohne damit
einen Punkt zu betrachten, der auf beiden Geraden liegt. Haben wir ein Losungspaar
(r,s) gefunden, so generieren wir erst im Anschluss aus diesem Losungspaar einen
gemeinsamen Punkt, indem wir die so gewonnenen Zahlen r und s als Parameter in
die Parameterdarstellung der Geraden einsetzen.

Wir reden von Losungspaaren, um die Fehlvorstellung zu vermeiden, dass es im vor-
liegenden Beispiel zwei Losungen gibt, namlich » = 1 als eine Losung und s = —2
als zweite Losung. Wir kennzeichnen diese Zusammengehorigkeit durch Klammern

und weichen damit von unser bisherigen Schreibweise <2) fiir Zahlenpaare ab. Die

Klammern sollen lediglich die Zusammengehorigkeit der beiden Variablen zum Aus-
druck bringen, wir wollen die Losungen jedoch nicht als eigenstdndiges mathemati-
sches Objekt sehen und Lésungen von Gleichungssystemen selbst wieder als Punkte
interpretieren. Wenn unser Zahlenpaar mit Werten belegt wird, schreiben wir des-
halb auch ,das Gleichungssystem besitzt nur ein Losungspaar, ndmlich r = —1 und
s = —2“ anstelle von ,das Gleichungssystem besitzt nur ein Losungspaar, ndimlich
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(r,s) = (—1,-2)“

Die Losung der linearen Gleichungssysteme ist in den Beispielaufgaben verkiirzt
aufgeschrieben. Das zur Punktgleichung dquivalente lineare Gleichungssystem steht
zwar noch da, auf eine Wiedergabe der Losungsschritte wird jedoch verzichtet. Spa-
ter werden wir auch auf die Notation des Gleichungssystems verzichten und direkt
nach der Punktgleichung die Losung hinschreiben.

Beispiele 3 und 4

Die Beschreibung der Parallelitét durch die Gleichheit der entsprechenden Ursprungs-
geraden ermdglicht es, den bereits aus der Mittelstufe bekannten Diagonalensatz fiir
Parallelogramme zu beweisen. Der Beweis erfolgt dabei analog zu Satz [6.9] Wir ge-
ben den Beweis der Aquivalenz von Aussage 1. und 3. des Satzes als Beispiel. Dabei
teilen wir die Aussage in zwei Beispielaufgaben auf. Bei der Formulierung der Auf-
gaben verzichten wir auf die Echtheit des Vierecks ABC'D und setzen im Beweis
stillschweigend voraus, dass R(A— B) iiberhaupt eine Ursprungsgerade darstellt und
dass je drei Punkte des Vierecks nicht auf einer Geraden liegen diirfen. Zur weiteren
Vereinfachung legen wir das Koordinatensystem so, dass der Koordinatenursprung
mit der Ecke C' zusammenfillt.

Die Aquivalenz von Aussage 1. und 2. in Satz erfolgt in zwei Ubungsaufga-
ben, deren Bearbeitung analog zu den Beispielaufgaben erfolgt. Hierbei bedarf es
nur einer geringfiigigen Abénderung der Beispielaufgaben, der wesentliche Teil kann
einfach abgeschrieben werden. Nun ist die Frage, ob dadurch tatséchlich ein Ler-
neffekt erzielt wird. Wir behaupten, dass dies der Fall ist. Denn um den Beweis
entsprechend abandern zu konnen, miissen die Schiiler ihn verstanden haben, und
zwar derart, dass sie ihn selbststindig reproduzieren konnen. Dadurch haben die
Schiiler zwar keinen eigenstandigen Beweis entwickelt, aber sie haben ihr Repertoire
an mathematischen Werkzeugen und Strategien erweitert, die sie zur Problemlésung
einsetzen kénnen. Das Nachvollziechen und Verinnerlichen von Argumentationswe-
gen, auch wenn diese nicht selbststdndig entwickelt wurden, ist ein wesentlicher Teil
der Ausbildung zum Mathematiker, der dazu beitrigt, dass Mathematik zu einer
Disziplin wird, die man lernen kann. Wir halten es fiir sinnvoll, den Schiilern diese
Lernbarkeit der Mathematik aufzuzeigen.

14.1.7 Koordiatendarstellung von Geraden

In der Einstiegsaufgabe zur Lerneinheit iber Geraden haben wir an das Vorwissen
angekniipft, dass die Graphen affin linearer Funktionen eine Gerade in der Ebene
darstellen. In dieser Lerneinheit soll die ebenfalls aus der Sekundarstufe I bekann-
te Tatsache, dass die Losungsmengen linearer Gleichungen eine Gerade darstellen,
mit der neu hinzugekommenen Parameterdarstellung von Geraden verkniipft wer-
den. Anders als durch Graphen linearer Funktionen kénnen dadurch auch Geraden
dargestellt werden, die parallel zur y- bzw. xo-Achse sind. Dabei ist zu beachten,



14.1. AFFINE GEOMETRIE 289

dass es sich bei einer Geraden unabhingig von der Darstellungsform um dasselbe
mathematische Objekt handelt, ndmlich um eine Menge von Punkten bzw. Zahlen-
paaren. Um diesen Aspekt zu verdeutlichen, werden die Geraden in Koordinatenform
als Punktmengen angegeben und nicht wie in der Sekundarstufe [ iiblich, lediglich
durch Angabe der definierenden Gleichung.

Der Unterschied besteht also nicht in der Art der mathematischen Objekte, son-
dern lediglich darin, dass die definierende Eigenschaft einmal als Existenzaussage
und einmal als von den Koordinaten x; und z, abhingige Aussage gegeben ist. Die
Variable der Parameterdarstellung wird im Einsetzungsaspekt betrachtet, die Va-
riablen x; und x5 in der Koordinatendarstellung im Simultanaspekt. Dabei ist es
einfach, Punkte zu erzeugen, die die Existenzaussage erfiillen: es muss lediglich der
Parameter r mit einem beliebigen Wert belegt werden. Fiir die Inzidenzfrage eines
Punktes X muss jedoch eine Existenzaussage iiberpriift werden, was in der Regel mit
Arbeit verbunden ist, sofern die Aufgabenstellung nicht eine offensichtliche Wahl des
Parameters zuldsst. Umgekehrt ist es ohne grokere Miithen méglich, die Erfiilltheit
der Gleichung axy + bxy = c fiir einen Punkt X zu iiberpriifen. Schwieriger ist es
jedoch Punkte anzugeben, die diese Bedingung erfiillen.

Ein Unterrichtsgang der analytischen Geometrie kann sich durchaus auf eine Darstel-
lungsform von Geraden und Ebenen beschrinken, sofern nur diese beiden Objekte
thematisiert werden sollen. Beabsichtigt man jedoch, neben Geraden und Ebenen
auch noch weitere mathematische Objekte, wie beispielsweise Kreise und Ellipsen,
zu betrachten, so sollte an dem bekannten Objekt Gerade der Unterschied zwischen
expliziter und impliziter Darstellung thematisiert werden.

Bei der Darstellung von Ebenen im Raum werden wir als zusétzlichen Zwischen-
schritt die Normalendarstellung verwenden, um die Gleichwertigkeit der unterschied-
lichen Darstellungsformen geometrisch zu plausibilisieren. Auf diesen Zwischenschritt
verzichten wir an dieser Stelle, da die Hauptintention dieser Lerneinheit sein soll,
die Parameterdarstellung auf direktem Wege mit dem Vorwissen aus der Sekundar-
stufe I zu verkniipfen und ein Beispiel fiir eine implizit definierte Punktmenge zu
geben.

Die Einstiegsaufgabe bietet verschiedene Zuginge. Einerseits kann durch algebrai-
sche Umformungen die Aquivalenz der Aussage ,es existiert ein v € R, so dass

X =r. (;) + (g) “und der Aussage 2xr; — x9 = 4 gezeigt werden. Anderer-

seits konnen hier aber auch algebraische und geometrische Argumente vermischt
werden. Identifiziert man namlich beide Punktmengen als Geraden, so ist es ausrei-
chend, durch Raten, systematisches Probieren oder durch Rechnung zwei verschie-
dene Punkte zu finden, die auf beiden Geraden liegen.

In den Beispielaufgaben 1 und 2 werden die Umwandlungen von einer Darstellungs-
form in die andere demonstriert. Diese Beispielaufgaben sind wieder ein wesentlicher
Teil der didaktischen Reduktion: Durch die Beispiele wird plausibilisiert, dass die
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beiden Darstellungen von Geraden tatsichlich gleichwertig sind, ohne dass dafiir ein
allgemeingiiltiger Beweis erbracht wird. Dabei werden in jeder Umwandlung lediglich
Implikationen statt Aquivalenzumformungen verwendet. Erst durch das Zusammen-
wirken dieser beiden Beispiele werden auch die umgekehrten Implikationen deutlich.

Bei der Umwandlung der Koordinatendarstellung in die Parameterdarstellung er-
gibt sich die Schwierigkeit, dass der Parameter nicht mehr wie iiblich mit r, sondern
stattdessen mit zo bezeichnet wird. In Schulbiichern sieht man deshalb hiufig als
abschliefenden Schritt, dass die Variable x5 in r bzw. in die Variable, mit der iibli-
cherweise der Parameter bezeichnet wird, umbenannt wird. Wir verzichten an dieser
Stelle bewusst auf diesen iiberfliissigen Schritt, weil es letztendlich vollkommen egal
ist, ob wir den Parameter x5 oder » nennen. Die Umbenennung des Parameters von
x9 in r ist ein Hilfsmittel, um einen Leser, der im freien Umgang mit Variablen nicht
geiibt ist, zu unterstiitzen. Es stellt sich jedoch die Frage, ob diese permanente Un-
terstiitzung nicht gerade der Grund dafiir ist, dass viele Schiiler die Variablen nicht
als freie Objekte sehen, sondern stets mit einem bestimmten Buchstaben ein festes
Objekt verbinden. Dies fiihrt dazu, dass die Variable r» automatisch mit dem Wort
Parameter verkniipft wird, ohne dass den Schiilern die Bedeutung dieses Wortes
bewusst ist.

14.1.8 Aufgaben zur affinen Geometrie

Das Losen von Inzidenzproblemen und die Untersuchung von Lagebeziehungen von
Geraden stellt einen eher inhaltsarmen Aspekt der analytischen Geometrie dar, in
dem es tiberwiegend um die Abarbeitung eingefiihrter Rechenschemata geht und we-
niger um mathematische Argumentation. Deshalb werden in dieser Lernumgebung
Aufgaben présentiert, die zwar keine neuen inhaltlichen Gebiete erschliefen, sich
jedoch dafiir eignen, mathematische Argumentationsweisen zu vertiefen. In diesen
Aufgaben verstecken sich zwar mitunter Lageuntersuchungen zweier Geraden, aber
es sind keine Rechnenschemata anzuwenden, sondern Eigenschaften von Punkten
rechnerisch nachzuweisen. Zum Nachweis dieser Eigenschaften dienen die Rechen-
regeln, in denen sich die Vektorraumaxiome manifestieren. Eine Figenschaft von
Punkten, die ohne Einfiihrung eines Abstandsbegriffs nachweisbar ist, ist die Ei-
genschaft, Teilungspunkt einer Strecke zu sein. Die Bestimmung des Mittelpunktes
und des 2:1-Teilungspunktes ist ohne die Einfiihrung eines Abstandsbegriffs mog-
lich. Genauso lassen sich andere rationale Teilverhéltnisse bestimmen, ohne dass
ein Abstandsbegriff eingefiihrt werden muss. Dies eréffnet ein grokes Repertoire an
Ubungsaufgaben, die in dieser Lernumgebung behandelt werden sollen.

Der Begriff des Teilungspunktes, der bisher nur in Form des Mittelpunktes und des
2:1-Teilungspunktes aufgetreten ist, wird in Beispielaufgabe 1 verallgemeinert. Dabei
kann sowohl mittels Projektion auf die Koordinatenachsen argumentiert werden,
als auch mittels Verschiebung des Punktes A in Richtung der gerichteten Strecke
O(B — A). Die Berechnungsvorschrift zum Berechnen des p : ¢-Teilungspunktes T’
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lasst sich dabei folgendermafen interpretieren:

e Bei der Berechnungsvorschrift 7' = A+p%1(B_A) unterteilen wir die Differenz
B — A in p+q Teilstiicke und gehen dann von A aus p dieser Teilstiicke. Diesen
Vorgang konnten wir wieder durch Pfeile veranschaulichen.

e Durch die Berechnungsvorschrift 7' = 1%1’4 + p%qB wird der Punkt 7 als
Konvexkombination der Punkte A und B dargestellt. Wir konnen uns dabei
die Punkte A und B als Massepunkte vorstellen, die den Punkt 7" anziehen. Die
Vorfaktoren vor den Punkten A und B geben jeweils die Gewichtung dieser
Punkte an. Je weiter der Punkt 7" von A entfernt ist (also je grofer p ist),
desto stirker muss die Gewichtung des Punktes B sein. Deshalb steht p dort
im Nenner des Vorfaktors.

Aussagen iiber Teilungspunkte ersetzen in dieser Lerneinheit die koordinatenba-
sierten Schnittpunktberechnungen. Um diese Aussagen fiir Schiiler handhabbar und
beweisbar zu machen, wird beim Beweis jeder Beispielaufgabe ein einheitliches Sche-
ma verwendet, das den Schiilern als Orientierung dienen soll. Dabei gliedern sich die
Beweise in zwei Spalten: in der linken Spalte werden geometrische Sachverhalte be-
schrieben, in der rechten Spalte werden diese in algebraische Gleichungen tibersetzt.
Auf diese Weise werden den Schiilern die Prozesse des Geometrisierens und des
Algebraisierens transparent gemacht. Zusétzlich werden die Beweise horizontal in
drei Bereiche gegliedert, ndmlich in Voraussetzungen, in Behauptung und in eine
Rechnung, die zum Nachweis der Behauptung fiihrt. Dadurch werden den Schiilern
die zur Verfiigung stehenden Werkzeuge in Form von Gleichungen présentiert. Die
Ubersetzung der zu zeigenden Behauptung in eine algebraische Gleichung ist oftmals
schon der wesentliche Schritt, um diese zu beweisen.

Entgegen unserer iiblichen Vorgehensweise bezieht sich der Lehrtext direkt auf die
Einstiegsaufgabe, um das verwendete Beweisschema vorzustellen. Die Einstiegsauf-
gabe, die wir in Satz im Rahmen unserer Theorie fachlich rigide bewiesen haben,
enthilt eine Aquivalenzaussage als Behauptung, um das Konzept von Satz und Um-
kehrsatz vorzustellen. Sowohl zum Verstandnis der Hinrichtung als auch der Riick-
richtung des Beweises miissen die Schiiler in der Lage sein, die Parallelitit zweier
Geraden nicht nur anhand der Anzahl gemeinsamer Punkte zu erkennen, sondern
auch durch die Gleichheit der dazugehorigen Ursprungsgeraden. Der wesentliche
Bestandteil der Hinrichtung des Beweises ist eine Schnittpunktberechnung. Da wir
jedoch keine Koordinaten zur Verfiigung haben, muss zur Berechnung der Parameter
r und s argumentativ anders vorgegangen werden. Das hier zum Tragen kommende
Argument ist die zur Voraussetzung der Echtheit des Dreiecks ABC &quivalente
Aussage, dass die Punkte A — C' und B — C linear unabhingig sind, bzw. wegen
unserer Annahme, dass C' = O ist, zur Aussage, dass die Punkte A und B line-
ar unabhingig sind. Der Beweis besteht daraus, dass eine Linearkombination des
Koordinatenursprungs O hergestellt wird, woraus wir folgern kénnen, dass die Vor-
faktoren wegen der linearen Unabhéngigkeit verschwinden miissen. Wir kommen an
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dieser Stelle jedoch ohne den Begriff der linearen Unabhingigkeit aus. Wir kénnen
die Gleichung (r + 1)A = (1 + r + s)B néimlich auch geometrisch interpretieren:
Sie besagt, dass der Punkt (r + 3)A respektive (1 + r + s)B der Schnittpunkt der
verschiedenen Ursprungsgeraden RA und RB ist. Damit wird die Argumentation in
den Kontext der Schnittpunktberechnung des vorherigen Kapitels eingeordnet.

Vergleichen wir die Beispielaufgaben 4 und 5, so stellen wir fest, dass Beispielauf-
gabe 4 die Behauptung von Aufgabe 5 umfasst, dass jedoch die Behauptung um
eine weitere Aussage erginzt wurde. Der Beweis der umfangreicheren Behauptung
entpuppt sich letztendlich als einfacher. Der Grund dafiir ist, dass durch die dop-
pelte Aussage zusitzliche Informationen zur Verfiigung stehen, mit denen lediglich
nachgewiesen werden muss, dass die zu betrachtenden Punkte der verschiedenen
Geraden identisch sind und deshalb mit dem Schnittpunkt iibereinstimmen miissen.
Hierbei wird aus der Echtheit des Dreiecks ohne formalen Beweis geschlossen, dass
die Geraden ¢g(A,S) und g(M, B) genau einen gemeinsamen Punkt besitzen. Bei
Aufgabe 5 hingegen muss der Schnittpunkt explizit berechnet werden, wobei die
gleiche Argumentation wie bei der Einstiegsaufgabe verwendet werden kann. Diese
beiden Aufgaben zeigen, wie wir Aufgaben zur Differenzierung abwandeln kénnen.
Die Aussage von Aufgabe 5 ist die Umkehraussage von Aufgabe 3.

Die Tatsache, dass umfangreichere Behauptungen gelegentlich einfacher zu zeigen
sein konnen, ist auch ein bei Induktionsaufgaben beobachtbares Phinomen. Ver-
scharft man dort nédmlich die zu zeigende Behauptung, so steht einem damit eine
starkere Induktionsvoraussetzung zur Verfiigung, die letztendlich den Beweis verein-
fachen kann.

Bei Aufgabe 6 setzen wir wieder voraus, dass sich die betrachteten Geraden in ge-
nau einem Punkt schneiden, was aus der nicht weiter thematisierten Echtheit des
Parallelogramms folgt. Ansonsten miissten wir auch hier wieder eine Schnittpunkt-
berechnung durchfiihren und die Echtheit des Vierecks als Argument verwenden, um
die Parameter zu bestimmen.

14.2 Metrische Geometrie

14.2.1 Das Punktprodukt
Vorbetrachtungen

Mithilfe der Addition und der Vervielfachung von Punkten haben wir dem R? eine
Vektorraumstruktur gegeben. Damit sind wir in der Lage, geometrische Probleme
wie die Parallelitit von Geraden, Schnittpunktberechnungen und Teilverhéltnisse
zu behandeln. Diese Begriffe sind invariant unter affin linearen Abbildungen, wes-
halb wir diesen Teil der analytischen Geometrie als affine Geometrie bezeichnen. In
dieser Lerneinheit werden nun die nicht-invarianten Langen- und Winkelmessungen
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thematisiert. Zur Durchfiihrung dieser Messungen erweitern wir den zugrundelie-
genden Raum um eine zuséitzliche Struktur. Dabei ergibt sich folgende Hierarchie
moglicher Erweiterungen:

Raum zugehorige Struktur
euklidischer Raum hat ein Skalarprodukt

ist ein induziert eine
normierter Raum  hat eine Norm

ist ein induziert eine
metrischer Raum  hat eine Metrik

Haben wir ndmlich einen euklidischen Raum mit Skalarprodukt (-, -}, so wird durch
Al ==+ (A, A)

eine Norm induziert. Ist hingegen ||-|| eine Norm auf einem Vektorraum, so wird
durch
d(A, B) := ||A - B|

eine Metrik induziert (siehe etwa [20]). Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.
Im vorliegenden Fall des reellen Vektorraumes R? induziert jedoch die Metrik

d(A, B) = /(b1 — a1)? + (bo — ay)?

[A|l:= d(A,0) = y/a? + a3,

welche wiederum das Skalarprodukt

auf dem R? die Norm

(A, B) = 1A+ BI? ~ | A~ B

induziert (siehe etwa [49]).

Deshalb konnten wir uns im vorliegenden Fall auf die Einfiihrung eines der nun
gleichwertigen mathematischen Objekte Metrik, Norm oder Skalarprodukt bzw. Punkt-
produkt beschrianken. Geméfs obiger Hierarchie ist die Struktur des Skalarproduktes
die am weitesten spezialisierte und damit das stirkste Werkzeug und sollte deshalb
in dieser Lerneinheit den Schiilern zur Verfiigung gestellt werden. Die Metrik ist den
Schiilern jedoch in Form von Streckenldngen bekannt und bietet damit den notwen-
digen Ankniipfungspunkt an vorhandenes Wissen, weshalb auch diese im Unterricht
eingefiihrt werden sollte. Deshalb gehen wir in dieser Lerneinheit den Weg von der
Metrik iiber die Norm zum Skalarprodukt nach. Dieser Weg ist im Einklang mit
den Fachanforderungen, nach denen ,bereits vor Finfihrung des Skalarprodukts |...]
Betrdige von Vektoren mit dem Satz des Pythagoras bestimmt werden “ sollen (|12,

S.74).
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Wir wollen das Skalarprodukt hier nicht unter dem Aspekt der bilinearen Abbildung
betrachten, sondern als weitere Verkniipfung auf dem R2, und verwenden deshalb
als Symbol den dick gedruckten Malpunkt e. Dies hat den Vorteil, dass sich die Bi-
linearitdt in den strukturell bekannten Rechengesetzen widerspiegelt. Wegen dieses
dick gedruckten Malpunktes hat sich in der Literatur die Bezeichnung Punktprodukt
etabliert, wihrend die Bilearform (-, -) auch mit Skalarprodukt bezeichnet wird. Die
Bezeichnung Punktprodukt halten wir jedoch nicht nur wegen des fett gedruckten
Malpunktes im vorliegenden Fall fiir treffender, sondern auch, weil Punkte mitein-
ander multipliziert werden und keine Skalare. Wir diskutieren im Folgenden, wie das
Punktprodukt im Unterricht eingefiihrt werden kann.

Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe und zum Unterrichtstext

Die Einfiihrung des Punktproduktes kann geometrisch oder algebraisch erfolgen. Un-
ter der geometrischen Einfiihrung des Punktproduktes verstehen wir die Definition
A e B := ||A||||B|lcos(£(A, B)), unter der algebraischen Einfiihrung verstehen wir
die Definition A @ B := a1b; + asbs. Satz besagt, dass diese beiden Definitionen
gleichwertig zueinander sind. Fiir einen Unwissenden ist es zunéchst erstaunlich,
dass eine derart schlichte Definition wie die algebraische eine so umfangreiche geo-
metrische Bedeutung hat.

Betrachten wir die Frage der Projektion eines Punktes auf eine Ursprungsgerade, so
kénnen wir daraus den geometrischen Zugang zum Punktprodukt induktiv herleiten
und damit der Forderung entsprechen, Begriffe im Unterricht nicht einfach einzufiih-
ren, sondern durch aktive Auseinandersetzung mit einer Sachsituation zu gewinnen.
Trotzdem entscheiden wir uns gegen diesen Weg. Das Punktprodukt dient ndmlich
nicht nur zur Berechnung von Winkelgréfen, sondern es erweitert die Ebene zu ei-
nem euklidischen Raum. Damit steht ein universelles Werkzeug in mathematischen
Argumentationsketten zur Verfiigung, mit dem geometrische Aussagen durch alge-
braische Rechnungen bewiesen werden kénnen. Dazu muss das Punktprodukt jedoch
in einer Form an die Schiiler herangefiihrt werden, in der die algebraische Struktur
sichtbar wird. Der Nachweis der algebraischen Struktur wird durch die geometrische
Einfiihrung jedoch unnétig verkompliziert. Sie nimmt dem Punktprodukt einen ganz
wesentlichen Aspekt, ndmlich den der Schlichtheit.

Einen Weg aus dem Dilemma, die algebraische Definition nutzen zu wollen, diese
aber trotzdem an die Schiiler heranzufiihren, besteht in der ebenfalls erstaunlichen
Tatsache, dass alle zur Winkelberechnung notwendigen Informationen schon in der
Frage der Orthogonalitdt von Dreiecken stecken, die wir mit Hilfe des Satzes des
Pythagoras auch ohne konkrete Winkelberechnungen beantworten konnen. Diese
Fragestellung fiihrt sofort zu dem Term a1b; + asby, wodurch wir einen Rechenaus-
druck haben, den wir nun nur noch mit einem geeigneten Namen benennen miissen.
Damit wihlen wir zwar den auf den ersten Blick deduktiven Weg der algebraischen
Definition, gehen hier aber iiber die Frage der Orthogonalitit wiederum induktiv
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VOr.

Alternativ kann der Rechenausdruck a;b; + asby auch auf folgende Art motiviert

werden: Beschreibt A = (Zl) die Preise zweier Produkte und B = 21) die ge-
2 2

wiinschte Anzahl des ersten und des zweiten Produktes, so gibt A e B = a1b; + asb,
die Gesamtkosten an.

Dies liefert noch zielgerichteter die gewiinschte Definition des Punktproduktes, hat
jedoch den Nachteil, dass wir das Gebiet der Geometrie verlassen miissten, weshalb
wir diesen Weg nicht als Einstieg verwenden. Diese Interpretation kann jedoch im
weiteren Verlauf genutzt werden, um den Schiilern erneut zu demonstrieren, dass
man ein mathematisches Objekt auf unterschiedliche Arten interpretieren kann.

Um die Rechtwinkligkeit von Dreiecken mithilfe des Satzes des Pythagoras unter-
suchen zu konnen, bendtigen wir zwar den Begriff des Abstandes zweier Punkte,
kénnen zur Einfilhrung dieses Begriffes jedoch an Wissen aus der Sekundarstufe /
ankniipfen: der Abstand zweier Punkte A und B ist ndmlich gleich der Linge der
Strecke AB, womit den Schiilern die Ebene bereits als metrischer Raum bekannt
ist. Um sparsam mit Begriffen und Symbolen umzugehen, fiihren wir keine Metrik
d(A, B) als eigenstindiges Symbol ein, sondern verwenden die iiblicherweise mit
|AB| bezeichnete Streckenlinge. Auch die Norm fiithren wir nicht als eigenstdndigen
Begriff und eigenstindiges Symbol ein, sondern bilden eine Analogie zum Betrag
einer reellen Zahl a. Der Betrag |a| einer reellen Zahl a gibt ndmlich auf dem Zah-
lenstrahl den Abstand dieser Zahl vom Ursprung an. Genauso soll |A| den Abstand
eines Punktes A vom Koordinatenursprung angeben, also die Lénge |AO| der Stre-
cke AO. Die Verschiebungsregel gewahrleistet nun die Giiltigkeit der prignanten
Gleichung
|AB| = |B — A].

Mit dem Punktprodukt haben wir nun drei verschiedene multiplikative Verkniipfun-
gen:

e die Multiplikation reeller Zahlen als Verkniipfung auf R,
e die Vervielfachung als Verkniipfung zwischen R und R?,

e das Punktprodukt als Verkniipfung auf dem R2.

Wir kénnen diese dadurch unterscheiden, indem wir bei der Multiplikation reeller
Zahlen den Malpunkt weglassen, beim Punktprodukt hingegen einen fetten Punkt
verwenden. Es ist jedoch auch stets aus der Art der Operanden ersichtlich, um welche
Multiplikation es sich handelt, so dass bei zunehmender Vertrautheit fiir simtliche
Operatoren dasselbe Symbol verwendet oder das Symbol ganz weggelassen werden
kann. Es empfiehlt sich jedoch zumindest beim Punktprodukt nicht ginzlich auf
den Malpunkt zu verzichten, da sonst das Produkt A e B nicht von der Strecke AB
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zu unterscheiden ist. Im Unterrichtswerk behalten wir jedoch zur Verdeutlichung
den Malpunkt e fiir das Punktprodukt bei, auch wenn dieser bei handschriftlichen
Aufzeichnungen der Schiiler schwerer zu schreiben ist als der gewdhnlicher Malpunkt.

Die abkiirzende Schreibweise A? fiir Ae A ermdglicht die prignante Formulierung der
binomischen Formeln, welche in Beispiel 2 erarbeitet werden. Mit dieser Abkiirzung
ergibt sich die den Schiilern schon von den reellen Zahlen bekannte Identitat

VA2 = |4

Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Beispiele 1-3

Die algebraische Struktur des Punktproduktes wird im Lehrtext in Form von Re-
chenregeln formuliert, ein Beweis dieser Rechenregeln bleibt jedoch aus. Dieser Be-
weis wird in Beispielaufgabe 1 exemplarisch nachgeholt, die Beweise der restlichen
Regeln konnen als Ubungsaufgabe erfolgen. Interessanter als das Wiederfinden ver-
trauter Rechengesetze ist jedoch die Erkenntnis, dass einige Rechenrelgen fiir das
Punktprodukt nicht gelten. Da das Anwenden von ,gefiihlt richtigen Rechenregeln®
eine beliebte Fehlerquelle ist, werden die ungiiltigen Rechenregeln in Beispielauf-
gabe 3 gesondert thematisiert. Hier fehlt das ebenfalls falsche , Assoziativgesetz”
(AeB)-C =A-(Be(), weil dieses Gesetz schon aus strukturellen Griinden nicht
existieren kann: Die rechte Seite ist ndmlich ein Produkt aus einem Punkt und ei-
ner reellen Zahl, die Vervielfachung haben wir jedoch nur fiir den Fall definiert,
dass links vom Operator eine reelle Zahl und rechts vom Operator ein Punkt steht.
Aber auch wenn wir dies beriicksichtigen, indem wir die Reihenfolge der Operanden
auf der rechten Seite vertauschen, erhalten wir kein allgemeingiiltiges Rechengesetz.

Wahlen wir beispielsweise A = (;) ,B = (?)) und C' = <_11), S0 ist

(AoB)-C:8(_11> . (_88) jedoch (BoC’)-AzlG) _ G)

also ist auch (AeB)-C = (Be(')- A im Allgemeinen falsch. Das zweite Rechengesetz
des Punktproduktes dhnelt zwar dem Assoziativgesetz der Multiplikation reeller
Zahlen, es sollte aber nicht so benannt werden. Der Grund dafiir ist, dass dieses
Gesetz keine Aussage iiber eine multiplikative Verkniipfung macht, sondern zwei
unterschiedliche Verkniipfungen in Beziehung setzt: einerseits die Vervielfachung von
Punkten, andererseits das Punktprodukt.

Beispiel 4

Beispiel 4 dient als Vorbereitung fiir das Folgekapitel, in dem zu einer gegebenen
Geraden die Lotgerade gefunden werden soll. In Aufgabenteil (a) kénnen zunéchst
durch ,scharfes Hingucken® die ersten beiden in der Losung angegebenen Punkte
gefunden werden. Durch die Aufforderung, noch einen dritten Punkt anzugeben,
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werden die Schiiler angehalten sich Gedanken iiber alternative Losungsstrategien
machen. Dadurch und durch Aufgabenteil (b), in dem nun alle derartigen Punkte
gefunden werden sollen, bietet diese Aufgabe Differenzierungspotential.

Beispiel 5

Bisher wurden nur Dreiecke am Koordinatenursprung auf Rechtwinkligkeit unter-
sucht. Unter Anwendung der Rechengesetze fiir das Punktprodukt lassen sich diese
Resultate jedoch durch koordinatenfreie Rechnungen auf beliebige Dreiecke {iber-
tragen. Diese Verallgemeinerung erfolgt in der Beispielaufgabe 5.

Beispiel 6

Gemék den Fachanforderungen Mathematik ,/.../ soll sich beispielsweise die Einfiih-
rung des Skalarprodukts nicht auf das formale Rechenverfahren beschrinken, sondern
die geometrische Bedeutung der Rechenoperation, ndmlich die orientierte Linge der
Projektion eines Vektors auf einen Einheitsvektor ins Zentrum stellen. Bei weiterge-
henden Fragestellungen (zum Beispiel Abstandsbestimmungen) sollte dann auf diese
Grundvorstellung zurickgegriffen werden.“ (|[12], S. 49)

In der Sprache der linearen Algebra lautet diese Grundvorstellung: Ist ein Punkt A
normiert, d.h. |A| =1, so ist (X e A)A die Orthogonalprojektion des Punktes X auf
den eindimensionalen Teilraum RA. In der Sprache des vorliegenden Unterrichtswer-
kes lautet die entsprechende Grundvorstellung: (X e A)A ist der Fufipunkt des Lotes
durch X auf RA. Diese Tatsache ermoglicht es uns Lotfufspunkte zu bestimmen
(und damit Abstandsberechnungen durchzufiihren), ohne zuvor ein Schnittproblem
zweier Geraden bearbeiten zu miissen. Diese Grundvorstellung soll in Beispiel 6 ge-
fordert werden. Dazu wird zunédchst mit einem konkreten Dreieck gearbeitet, bevor
die Aussage fiir beliebige Dreiecke XOY gezeigt werden soll. Durch den steigenden
Abstraktionsgrad ist diese Aufgabe selbstdifferenzierend.

Beispiel 7

Die Behauptung in Beispiel 7 kann mithilfe des zweiten Strahlensatzes gezeigt wer-
den, da nach dem Satz iiber die Mittelparallele g(K,L) || g(A, B) ist. Der hier
angegebene direkten Beweis wurde aus [29|, S. 233, iibernommen. Diese Aufgabe
ist deshalb lehrreich, weil sie erneut zeigt, wie kurz mathematische Beweise wer-
den konnen, wenn wir Methoden der analytischen Geometrie einsetzen. Wir beno-
tigen keinerlei Spezialwissen in Form von Sétzen; alles, was wir benotigen ist die in
den Rechenregeln der Addition und Vervielfachung von Punkten manifestierte Vek-
torraumstruktur bzw. die in den Rechenregeln des Punktproduktes manifestierte
Struktur des euklidischen Raumes.
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14.2.2 Orthogonale Geraden
Vorbetrachtungen

Die Definition des Abstandes eines Punktes von einer Geraden ist den Schiilern
bereits aus der Sekundarstufe I bekannt. So wird beispielsweise in [3], S. 50, definiert:

wDer Abstand eines Punktes P von einer Geraden g ist die kiirzeste Entfernung
zwischen g und P. Er ldsst sich bestimmen, indem man die Linge der Strecke
bestimmt, die von P aus senkrecht zu g fihrt.“

Durch diese Definition wird die Frage nach dem Abstand eines Punktes X von einer
Geraden g unmittelbar mit der Frage der Orthogonalitit von Geraden verbunden
und soll deshalb als Motivation dienen, um die Orthogonalitiat von Geraden zu the-
matisieren. Den theoretischen Hintergrund zur Berechnung dieses Abstandes liefert
Satz in dem zusiétzlich eine Formel zur Berechnung des Abstandes gegeben wird.
Dazu ist es notwendig, den Fukpunkt X, des Lotes durch X auf ¢ = RA + P zu
bestimmen, was auf folgende Arten geschehen kann:

(1) Projektion des Punktes X — P auf den eindimensionalen Teilraum RA,

(2) direkte Konstruktion der Lotgeraden mit anschliefender Schnittpunktberech-
nung.

Da wir den R? mit der Ebene identifizieren, setzen wir die Begriffe Lotgerade, Lotfuf-
punkt und orthogonale Gerade als aus der Elementargeometrie als bekannt voraus,
wie gehabt werden die Begriffe an dieser Stelle also nicht definiert, sondern lediglich
mit neuen Methoden beschrieben.

zu (1) Der Abstand des Punktes X von der Geraden g = RA + P ist gleich dem
Abstand des Punktes X — P von der Geraden g — X = RA, also dem Abstand
eines Punktes von einem eindimensionalen Teilraum des R"™. Da dieser Teilraum
unabhéngig von Dimension n des umgebenden Raumes die Dimension 1 besitzt,
funktioniert die folgende Argumentation sowohl im Fall n = 2 als auch im Fall n = 3.
Der Teilraum RA bildet zusammen mit seinem orthogonalen Komplement (RA)L :=
{X|X € R", VY € RA: XoY = 0} eine direkte Zerlegung des R", gemif [15], S. 101,
lasst sich also jeder Punkt X € R” eindeutig darstellen als X = X+ X5, wobei X; €
RAund X, € (RA)*L ist. X; und X, werden die Orthogonalprojektionen des Punktes
X auf den Teilraum RA respektive (RA)L genannt. Ist eine Orthonormalbasis eines
Teilraumes gegeben, so konnen wir diese Projektion mithilfe des Punktproduktes
berechnen. Da der Teilraum RA eindimensional ist, ldsst sich in diesem Fall eine
Orthonormalbasis A’ := ﬁA durch Normierung von A herstellen, und somit ist der
Lotfufpunkt (X — P)g4 gegeben durch

(X —Plra=(X—-P)e A A
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Es ergibt sich damit folgendes Verfahren zur Abstandsbestimmung eines Punktes X
von einer Geraden g = RA + P :

e wir normieren A und erhalten A’ := I—jl'A ,

e der Fufpunkt (X — P)ga des Lotes auf RA durch X — P ist

(X — Plga = (X — P)o A') - A

e der Abstand des Punktes X von der Geraden g ist gleich dem Abstand des
Punktes X — P von der Geraden RA, also gleich

(X = P) = (X = P)ral.

Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es sowohl im R? als auch im R? angewendet
werden kann. Zusétzlich lassen sich die hier angegebenen Schritte in einer einzigen
Formel zusammenfassen, die in einer Formelsammlung gesichert und ohne Kenntnis
der Entstehung der Formel zur Abstandsberechnung verwendet werden kann.

zu (2)  Tm R? ist das orthogonale Komplement von RA ebenfalls ein eindimensio-
naler Teilraum, ndmlich

@MLZMAQZR(gﬁ.
Deshalb lisst sich die Abstandsberechnung mit deutlich weniger theoretischem Auf-
wand durchgefiihren, indem wir die Lotgerade geméf Satz konstruieren und
den Lotfufspunkt als Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Geraden berechnen. Dies
entspricht der Vorgehensweise in der Sekundarstufe I, wir kniipfen damit also un-
mittelbar an das Vorwissen der Schiiler an. Diese Einfachheit wird aber mit einem
hoheren Rechenaufwand erkauft, da ein lineares Gleichungssystem gelost werden
muss. Das Verfahren lisst sich nicht auf die Abstandsberechnung Punkt-Gerade im
R? iibertragen. Allerdings erhalten wir fiir den R? ein dhnliches Konzept fiir die
Abstandsberechnung Punkt-Ebene, wodurch dieses Verfahren auch im R3 seine Da-
seinsberechtigung erhalt.

Da wir sowohl ein Verfahren in Anlehnung an den Abstandsbegriff aus der Sekundar-
stufe I als auch ein auf den R? iibertragbares Verfahren fiir wertvoll halten, werden
beide Verfahren im Unterrichtswerk thematisiert.
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Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe

Die Einfiihrung der Lotgeraden wird durch die Einstiegsaufgabe motiviert.

Die Gerade [, entlang derer das Anschlusskabel — &4
verlaufen soll, muss senkrecht zur Geraden g sein.
Da sie zuséatzlich durch den Punkt P verlaufen soll, E
ist sie von der Form [ = RA' + P. Gesucht ist also

ein Punkt AL = (1) so dass

X R
T2 5432 rlat 3 456 78 9
/, N
” - A
.

2
Pid o A
ay 1 RA- N
= ° = dr1 + 4x, i 94 v
ag ) s

Die Zahlen sind dabei so gewihlt, dass die Koordinaten des Anschlusspunktes nicht
aus einer Zeichnung abgelesen werden konnen. Fertigt man jedoch eine Skizze an,
in die man die Geraden und die dazugehorigen Ursprungsgeraden eintrigt, so sieht

ist.

man, dass At = —4 ein Punkt ist, der die Bedingung A e At = 0 erfiillt. Das

() ()

Lot [ ist also die Gerade

Hierbei ist zu beachten, dass das Lot in diesem Setting nicht definiert, sondern
bereits als ein aus der Elementargeometrie bekannter Begriff vorausgesetzt wird,
der lediglich mit Methoden der analytischen Geometrie beschrieben wird. Die Ein-
deutigkeitsaussage aus Satz wird an dieser Stelle im Rahmen der didaktischen
Reduktion nicht weiter thematisiert, sondern als intuitiv klar vorausgesetzt. Deshalb
reicht es aus, einen einzigen Punkt At zu finden, der die Bedingung A e A+ =
erfiillt, anstatt alle Punkte zu charakterisieren, die diese Bedingung erfiillen. Zur
Berechnung des Anschlusspunktes miissen wir ein Schnittproblem zweier Geraden
16sen, was mit Methoden des vorangegangenen Kapitels moglich ist. Der Schnitt-

280

punkt der Geraden g und [ ist X, = (14412>, die Lange des Anschlusskabels ist
41

damit | X X,| = \/ (4 — 20)2 4 (7 122 & 4 53 Lingeneinheiten,

Es ergibt sich folgendes Schema zur Abstandsbestimmung eines Punktes X von einer
Geraden g¢:

e Bestimmung der Lotgeraden [ auf g durch X,

e Berechnung des Lotfufpunktes X, als Schnittpunkt der Lotgeraden [ und der
Geraden g,

e Berechnung des Abstandes der Punkte X und X,.
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Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Beispiel 1

Da sowohl das Verfahren (1), das auf der bekannten Interpretation des Punktproduk-
tes beruht, als auch das Verfahren (2), das auf dem neuen Konzept der orthogonalen
Geraden beruht, ihre Daseinsberechtigung haben, sollen diese beiden Verfahren in
der Losung dieser Beispielaufgabe présentiert werden. Diese Losungen dienen zur
Demonstration der Rechenschemata.

Beispiel 2

Lotgeraden treten nicht nur bei Abstandsberechnungen in Erscheinung. Die Mittel-
senkrechte ist ein weiteres Beispiel fiir eine spezielle Lotgerade. Dabei kénnen wir
die Mittelsenkrechte unter zwei Sichtweisen betrachten:

o Betrachtung als explizit definierte Punktmenge R(A — B): + Map
Durch diese Betrachtungsweise wird die Mittelsenkrechte als Gerade in Para-
meterdarstellung erkannt, Inzidenzfragen werden durch die Losung von Glei-
chungssystemen beantwortet.

e Betrachtung als implizit definierte Punktmenge {X |(Map—X)e(A—B) =0}
Diese Betrachtungsweise ist geeigneter, um allgemeine Aussagen iiber die Mit-
telsenkrechten zu beweisen, da wir fiir Inzidenzfragen nun keine Gleichungs-
systeme mehr 16sen miissen, sondern die Bedingung (Mg — X)e (A—B) =0
mithilfe der Rechenregeln des Punktproduktes nachweisen kénnen.

Der Beweis von Satz der die Mittelsenkrechte m4p als Menge von Punkten
charakterisiert, die von A und B den gleichen Abstand besitzen, basiert somit auf
der zweiten Interpretation. Um diesen Beweis fiir die Schiiler zugénglich zu machen,
soll die Mittelsenkrechte zunéchst als explizit definierte Gerade erkannt und vertraut
gemacht werden. Deshalb werden die Schiiler in Aufgabenteil (a) aufgefordert, die
Geradengleichung - womit in diesem Fall die Parameterdarstellung gemeint ist - der
Mittelsenkrechten anzugeben, auch wenn diese zum Beweis des Charakterisierungs-
satzes nicht bendtigt wird.

Aufgabenteil (b) hat zweierlei Funktionen: einerseits sollen die Schiiler mit der
Aussage des Charakterisierungssatzes vertraut gemacht werden indem die Aussa-
ge durch ein konkretes Zahlenbeispiel illustriert wird, andererseits soll durch die
angegebenen Losungsvarianten dargelegt werden, dass wir auf zweierlei Arten nach-
weisen konnen, dass ein Punkt auf der Mittelsenkrechten liegt. Aus der Eindeutigkeit
des Lotes folgt ndmlich, dass ein Punkt X genau dann auf der Mittelsenkrechten
liegt, wenn die Gerade g(X, M4p) orthogonal zur Geraden g(A, B) ist, wenn also
(A— B)e(Myp— X) =0 ist.

In der Losung zu Aufgabenteil (¢) vereinfachen wir den Beweis von Satz in-
dem wir das Koordinatensystem so legen, dass A = O ist. Wiirden wir den Be-
weis in zwel Implikationen zerlegen, so hdtten wir beim Nachweis der Implikation
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X € map = |AX| = |BX| das Problem, dass wir quadratisch ergénzen, also den
Term X? hinzuerfinden miissen. Dies ist erheblich schwieriger als das Eliminieren
dieses Terms durch Subtraktion bei der Implikation |[AX| = |BX| = X € myp. Da-
fiir muss bei dieser Implikation der Term 3B als Mittelpunkt 3(A 4+ B) der Strecke
AB erkannt werden, man muss also gedanklich den Punkt A = O addieren. Diese
Interpretation kann jedoch durch eine geeignete Skizze angeregt werden. Deshalb ist
auch hier, selbst wenn die Argumentation rein algebraisch erfolgt, ein permanentes
Zusammenspiel von Algebra und Geometrie hilfreich. Dies ist ein weiteres Argument
dafiir, dass wir eine strikte Trennung von algebraischer Struktur und geometrischer
Anschauung nicht fiir sinnvoll erachten. Aufgrund der Schwierigkeiten bei der Im-
plikation X € map = |AX| = |BX| beginnen wir mit der umgekehrten Implika-
tion, vergewissern uns dabei jedoch bei jedem Schritt, dass dieser Schritt auch in
umgekehrter Richtung gilt, und fiihren damit den Beweis letztendlich durch Aqui-
valenzumformungen. Dabei weichen wir von unserer bisherigen Art des Aufschriebs
ab.

Beispiele 3 und 4
Die Beispielaufgabe 3 besteht aus zwei Teilen mit zunehmendem Abstraktheitsgrad.

(a)  Ziel dieser Teilaufgabe ist es zunéichst, die zu zeigende Aussage anhand eines
Zahlenbeispiels zu illustieren, indem die Mittelsenkrechten in Parameterdarstellung
angegeben werden und der Schnittpunkt berechnet wird. Auch hier kann der Nach-
weis, dass dieser Schnittpunkt auf der dritten Mittelsenkrechten liegt, wieder auf
zweierlei Arten erfolgen. Zum Beweis in Aufgabenteil (b) benétigen wir die Interpre-
tation dieser Mittelsenkrechten als implizit definierte Punktmenge, weshalb wir als
zusétzliche Aufgabe den Nachweis ohne Verwendung der Parameterdarstellung der
Mittelsenkrechten fordern.

(b)  Wir setzen stillschweigend voraus, dass das Dreieck ABC' echt ist und sich
deshalb die Mittellote m 45 und mpe in genau einem Punkt U schneiden. Durch die
Vorbereitung aus Aufgabenteil (a) konnen nun die Voraussetzungen an den Punkt U
und die zu zeigende Aussagen algebraisiert werden, indem wir die Mittelsenkrechten
als impliziert definierte Punktmenge betrachten. Wir fiihren hier schon einen Teil des
Beweises durch, indem wir die Voraussetzungen vereinfachen. An dieser Stelle be-
steht diese Vereinfachung lediglich darin, den Punkt U = O einzusetzen. Allerdings
werden wir bei den folgenden Aufgaben haufig auch schon zielgerichtete Verein-
fachungen und Uminterpretationen der Voraussetzung durchfiihren, die eigentlich
schon als Teil des Beweises zu betrachten sind. Der eigentliche Beweis dhnelt der
Vorgehensweise in Aufgabenteil (a), mit dem Unterschied, dass der Schnittpunkt U
nun als Variable im Gegenstandsaspekt betrachtet wird.

Hohenlinien sind - genauso wie die Mittelsenkrechten - weitere Beispiele fiir spezi-
elle Lotgeraden, die wir sowohl unter dem impliziten als auch unter dem expliziten
Aspekt betrachten kénnen. Die grundlegenden Uberlegungen zu dieser Aufgabe #h-
neln deshalb denen von Beispiel 3, weshalb wir diese hier nicht weiter ausfiihren.
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Beispiel 5: Besondere Linien im Dreieck

In dieser Aufgabe werden die Mittelsenkrechten und Hohenlinien miteinander in
Beziehung gesetzt. Der wesentliche Trick beim Bearbeiten dieser Aufgabe ist die
Ausnutzung der Tatsache, dass sowohl die Hohenlinien als auch die Mittelsenkrech-
ten orthogonal zur jeweiligen Grundseitenlinie des Dreiecks sind, die Hohenlinien
also durch Verschiebung der gleichen Ursprungsgeraden entstehen wie die entspre-
chende Mittelsenkrechte. Dadurch kénnen wir den Hoéhenlinienschnittpunkt durch
Betrachtung eines Schnittproblems zweier Geraden berechnen, die durch den Um-
kreismittelpunkt U gegeben sind. Da das Dreieck nun nicht mehr durch konkrete
Punkte gegeben ist, miissen wir das Schnittproblem allgemein 16sen. Wir ermitteln
die Parameter des Schnittpunktes durch einen Vergleich der Koeffizienten. Im Sinne
der didaktischen Reduktion ignorieren wir die Frage, ob es noch weitere Losungen
geben konnte: Die Eindeutigkeit folgt aus der Echtheit des Dreiecks und wird als
anschaulich klar vorausgesetzt.

Beispiel 8
In dieser Aufgabe wird die Umkehrung der Aussage aus Beispiel 7 gezeigt. Da das
Dreieck AC'B rechtwinklig in B ist, gilt

0=(A—B)e(C—-B)=Ae(C -~ AeB—BeC(C + B

also
B?= Ae(C+AeB+BeC(.

Wir kénnen damit die Behauptung durch Aquivalenzumformungen zeigen:

Das Dreieck BC'M ist gleichschenklig bei M

& |BM|=|CM)|

& (B-M)?=(C—-M)?

& B*-2BeM+ M?*=C*—-2C oM+ M

& B~ Be(A+(C)=C*—-Ce(A+0)

& —AeC+AeB+BeC—Be(A+C)=C?—-Ce(A+C)
& —AeC+AeB+Be(C —BeA—-—Be(C=C?>—CeA—(C?
& 0=0.

Die letzte Aussage ist eine wahre Aussage. Damit ist das Dreieck BC'M gleich-
schenklig bei M.

Wir bevorzugen hier jedoch den gegebenen Nachweis der Gleichschenkligkeit durch
direkte Rechnung. Niemand wiirde zum Beispiel bei der Frage, ob die Summen
742+ 5und 5+ 6 + 2 gleich sind, einen Nachweis durch Aquivalenzumformungen
fiihren, sondern stattdessen nachweisen, dass beide Summen den Wert 14 ergeben.
Ein Beweis durch Aquivalenzumformungen wird geleitet durch das Bediirfnis ein Re-
chenschema zur Verfiigung zu haben, mit dem man Beweise durchfiihren kann, ge-
nauso wie man mit Aquivalenzumformungen lineare Gleichungssysteme 16sen kann.
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Ein Beweis ist jedoch keine Rechnung, sondern eine Abfolge von logischen Implika-
tionen.

Beispiel 9: Hohensatz

Zur Bearbeitung dieser Aufgabe ist es notwendig zu erkennen, dass der Punkt H
zwischen den Punkten A und B liegt. Anschaulich ist dies wegen der spitzen Winkel
im Dreieck klar, formal folgt dies durch zweifache Anwendung der Tatsache, dass
in einem rechtwinkligen Dreieck die Katheten kiirzer als die Hypotenusen sind, was
letztendlich eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz des Pythagoras ist. Dieser
Satz wird unbewusst jedoch auch an anderen Stellen verwendet: Das Punktprodukt
zweier Punkte wurde ja gerade so definiert, dass es genau dann 0 ist, wenn das
entsprechende Ursprungsdreieck rechtwinklig ist. Somit verwenden alle Beweise, die
die Orthogonalitit mithilfe des Punktproduktes beschreiben, indirekt den Satz des
Pythagoras.

Noch kiirzer - allerdings auch weniger elementar - wird der Beweis, wenn wir den
Kosinussatz zuhilfe nehmen. Nehmen wir wieder an, dass C' = 0 ist, so wird die
Voraussetzung zu AeB =0, (A—H)eH = 0 und (B—H)eH = 0, also AeH—H? =0
und B e H = H? und wir erhalten mit dem Kosinussatz

pq=|A—H|-|B—H|l=(A—H)e(B—H)-cosd{(A—H,B—H)
=(A—H)e(B—H)-cos£(A,H,B)=(A—H)e(B— H) - cos180°
=(AeB+H*—AeH—-HeB)(—1)=(0—-0— H?)(-1)
= [H]> = 1”.

Beispiel 12

Diese Aufgabe entstammt der Landesrunde der 55. Mathematikolympiade und wur-
de so umgewandelt, dass der Beweis mit den vorhandenen Methoden erbracht werden
kann. Die Geometrie-Aufgaben der Mathematikolympiade zeichnen sich oft dadurch
aus, dass zu deren Losung spezielle Sidtze bendtigt werden, die hiufig iiber das iib-
liche Schulwissen hinaus gehen und erst durch spezielles Training erworben werden.
Die bisher vorgestellten Methoden ermoglichen es, derartige Aufgaben ohne Spezi-
alwissen bearbeiten zu kdnnen. Durch Algebraisierung geometrischer Sachverhalte
erfolgt der Beweis durch Rechnungen.

Da die zu zeigende Aussage eine Existenzaussage ist, befreien einen diese Rechnun-
gen jedoch nicht davon, zunéchst einen Punkt M anzugeben, fiir den die geforderten
Eigenschaften nachzuweisen sind. Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe haben tat-
sichlich einige Teilnehmer der Mathematikolympiade einen Beweis mit Methoden
der analytischen Geometrie gewdhlt. Diese Beweise waren dann allerdings unter dem
Aspekt des Koordinatisierens einzuordnen und nicht unter dem des Algebraisierens.
Dazu wurde versucht, fiir unterschiedliche Punkte A und B und in Abhéngigkeit des
Winkels zwischen den beiden Strahlen eine Parametergleichung der Mittelsenkrech-
ten aufzustellen, im Anschluss daran den Schnittpunkt dieser Geraden zu berechnen
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und diesen Schnittpunkt dann als Punkt M zu wéhlen, der sich dann als unabhén-
gig vom betrachteten Winkel erweisrn sollte. Es ist jedoch keinem Schiiler gelungen,
fiir die Mittelsenkrechte eine technisch handhabbare Parameterdarstellung zu fin-
den, mit der diese Schnittpunktberechnung erfolgreich durchgefiihrt werden konnte.
Letztendlich sind alle derartigen Ansétze an der Komplexitéit der zugrunde liegen-
den Gleichungen aufgrund der verwendeten trigonometrischen Funktionen geschei-
tert. Ein derartiger Ansatz ist von dem Wunsch geprigt, den gesuchten Punkt M
berechnen und fiir diese Berechnung bekannte Verfahren anwenden zu kénnen. Der
von uns gegebene Beweis geht genau den umgekehrten Weg: die Anfangs geduferte
Vermutung ersetzt die Schnittpunktberechnung. Zum Aufstellen von Vermutungen
gibt es jedoch keine Rechenverfahren, sondern es bedarf einer gewissen mathema-
tischen Intuition. Aber auch diese mathematische Intuition kann geschult werden.
Eine Moglichkeit, sich den Punkt M zu erschliefen, ist die Betrachtung von Ex-
trempositionen der Punkte A und B. Dadurch wird deutlich, dass der Punkt M
der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten im Dreieck O(l - X)(I - Y) sein muss. Zum
Nachweis, dass alle Mittelsenkrechten m sp durch diesen Punkt verlaufen, miissen in
unserem eigentlichen Beweis diese Extrempositionen gesondert betrachtet werden.
Dies setzt voraus, dass die Schiiler mit dem Beweisprinzip der Fallunterscheidung
vertraut sind.

14.2.3 Winkel
Vorbetrachtungen

In der hilbertschen Axiomatik (|22], S. 8) wird ein Winkel als ein Paar von ver-
schiedenen Halbstrahlen definiert, die von einem gemeinsamen Punkt O ausgehen
und verschiedenen Geraden angehoren. Wir kénnen auf den Begriff des Halbstrahls
verzichten, indem wir statt der beiden Strahlen jeweils nur einen Punkt auf dem
jeweiligen Strahl wihlen. Dadurch wird ein Winkel zu einer Aquivalenzklasse von
Punkttripeln, da die Wahl dieser Punkte nicht eindeutig ist.

In [28] definiert Lorenzen den Winkel eines echten Dreiecks ABC' an der Ecke B als
Paar von Strecken (AB, BC), fithrt das Winkelmaf axiomatisch ein und verzichtet
im weiteren Verlauf auf die gesonderte Betrachtung des abstrakten Objektes Winkel
und arbeitet ausschliefllich mit dem Winkelmaf. Das dort eingefiihrte Winkelmaf
ist orientierungsunabhingig, es werden nur Werte zwischen 0 und 7 angenommen.

Wir benétigen in diesem Unterrichtsgang ebenfalls keine rigide Definition des Ob-
jektes Winkel, sondern wir beschrianken uns im Wesentlichen auf die Grifle von
Winkeln. In Kapitel definieren wir den Winkelbegriff zundchst ursprungsbezo-
gen. Damit reduziert sich die Definition in [28] zu einem Paar von Punkten (A, B),
A # O und B # O. Wir vernachléssigen Problemfelder wie beispielsweise das An-
einanderfiigen von Winkeln, welches unter anderem in [38| aufgegriffen wird. Dort
werden die orthogonalen Abbildungen in Drehungen und Spiegelungen unterteilt.
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Die Drehungen 2 bilden mit der Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine
kommutative Gruppe, die vermoge der Abbildung

7 1(0)¢ - (o))

isomorph zum Einheitskreis k1(O) ist. Ein Winkel besteht aus zwei Punkten auf
dem Einheitskreis, das Aneinanderfiigen von Winkeln geschieht tiber die Hinter-
einanderausfiihrung der entsprechenden Drehungen. So wird verhindert, dass durch
Aneinanderfiigen Winkel mit einem Winkelmaf von mehr als 7 entstehen kdnnen.

Das Winkelmafk fiihren wir in Anlehnung an unsere bisherige Vorgehensweise nicht
axiomatisch ein, sondern verwenden eine konkreten Funktion. Eine mogliche Definiti-
on der Winkelgrofe kann iiber die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz erfolgen.
Demnach gilt fiir alle A, B € R™\ {O} die Ungleichung

1< 2B
—lAlBIE T
es existiert folglich ein a €] — 7, 7] mit
(@) AeB
cos(@r) = T,
1AL Bl

welches wir die Grifie des Winkels zwischen A und B nennen. Diese Definition setzt
allerdings voraus, dass die trigonometrischen Funktionen zuvor analytisch eingefiihrt
wurden, beispielsweise durch die Reihendarstellung

s L 22k o 2+
cos(x) = Z(—l) o] und  sin(z) := Z % 2T
k=0 k=0

fiir jedes x € R.

In Kapitel umgehen wir diese Hiirde, indem wir die Grofse des Winkels zwischen
zwei Punkten A und B als Linge der Kurve auf dem Einheitskreis zwischen den
Punkten IIAHA und \BH —r B definieren. Die trigonometrischen Funktionen erhalten wir
daraus, indem wir die Projektionen auf die Koordinatenachsen bzw. auf eine Or-
thogonalbasis der Ebene E(A, B, O) betrachten. Dieser Weg dhnelt der Einfithrung
der trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis in der Sekundarstufe I. Die Bo-
genlinge kann zunichst als intuitives Maf akzeptiert werden, eine mathematische
Prézisierung erfolgt durch eine Parametrisierung des Kreisbogens durch eine Kur-
ve [0,t] — R™ n — ~(n) (siehe Abschnitt ), deren Langenbestimmung durch

Berechnung des Integrals
t
Jielan
0
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erfolgt. Doch auch dafiir werden sowohl Methoden der Differential- als auch der
Integralrechnung benotigt.

Diese Schwierigkeiten umgehen wir im vorliegenden Unterrichtwerk, weil wir - wie
bereits mehrfach geschehen - durch die Identifikation des R? mit der Ebene auf
Begriffe der Elementargeometrie zuriickgreifen kénnen. An dieser Stelle setzen wir
die Begriffe Winkel und Winkelgriffe sowie die trigonometrischen Funktionen als
bekannt voraus und arbeiten anstatt mit dem Objekt Winkel iiberwiegend mit
Winkelgriffen. Sprachlich heben wir zur Vereinfachung die strikte Trennung zwi-
schen Winkel und Winkelgrifie auf, mit £(A, B) und den griechischen Buchstaben
a, 3,7, ... bezeichnen wir je nach Kontext sowohl den Winkel als auch die Grofse des
Winkels.

Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe und zum Lehrtext

Berechnungen von Winkelgrofen lassen sich mithilfe des Kosinussatzes auf Lan-
genberechnungen in Dreiecken und damit auf Rechnungen mit dem Punktprodukt,
zuriickfithren. Prinzipiell bestehen nun folgende Moglichkeiten, eine Formel zur Be-
rechnung der Winkelgrofe herzuleiten:

e Wir berechnen zunéchst die Grofse des Winkels am Koordinatenursprung O
in Dreiecken ABO. Anschliefend berechnen wir Winkelgrofen in beliebigen
Dreiecken durch Verschiebung des Dreiecks zum Koordinatenursprung.

e Wir leiten zunéchst eine Formel zur Berechnung des Winkels in beliebigen

AeB
Dreiecken ABC' her und erhalten die Formel cos £(A, B) = * 2 als Spezi-

) ~ 14]1B]
alfall fiir C' = O.

Wegen des geringeren rechnerischen Aufwandes beschreiten wir in der Einstiegsauf-
gabe und im Lehrtext den ersten ursprungsbezogenen Weg und iibertragen erst im
Anschluss die Resultate auf beliebige Dreiecke.

Sofern es sich um einen spitzen Winkel handelt, kann die B
Grofe des Winkels v mithilfe der elementargeometrischen
Definition des Kosinus als Lange der Ankathete durch Lén-
ge der Hypotenuse berechnet werden.

O

Es ist ndmlich A" := ﬁA ein Punkt mit Betrag 1, und deshalb ist das Dreieck mit
den Ecken B, O und (B e ‘—i"A)ﬁA = #(B e A)A rechtwinklig. Wir erhalten
Lénge der Ankathete  [(Be A )A'| |AeB| AeDB

Linge der Hypothenuse | B| ~|A||B]  |A||B|

cos £(A, B) =
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Falls das Dreieck spitzwinklig oder stumpfwinklig ist, hilft uns der Kosinussatz wei-
ter. Wir setzen a = |B|, b = |A|, ¢ = |AB| fiir die Seitenlingen des Dreiecks und
erhalten ¢ = a* + b? — 2abcos(y) und damit

CO‘()7a2+b2—027A2+Bz—(A—B)27AoBi 15
T T ow T 2|A[ 1B T JA[B] T VI3V3T

~ 0.6839,

woraus sich v = arccos( \/%5/37) ~ 46, 8476° ergibt.

Dieser allgemeingiiltige Weg wird auch im folgenden Lehrtext beschritten. Durch
Verschiebung zum Koordinatenursprung erhalten wir eine Berechnungsvorschrift fiir
die Groken der Innenwinkel beliebiger Dreiecke.

Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Aufgabe 1 ist eine Routineaufgabe, in der die Formel zur Winkelberechnung ange-
wendet werden soll. Allerdings wird die Bezeichnung £(A, B, C) hier anders verwen-
det als aus der Sekundarstufe I bekannt: Wir meinen mit £(A, B,C) unabhéngig
von der Reihenfolge der Variablen A, B und C' stets den Innenwinkel des Dreiecks,
es gibt hier keine Winkel mit einer Grofse von mehr als 180°.

Wurden bisher {iberwiegend geometrische Sachverhalte algebraisiert, so soll durch
Aufgabe 2 der umgekehrte Prozess, also die Geometrisierung algebraischer Sachver-
halte, gefordert werden. Dazu muss der Term (B — A) e (C'— A) als Zihler von
cosL(B,A,C)=cosL(B—A,C—A) = %, und damit geometrisch, inter-
pretiert werden.

14.3 Kreise

Vorbetrachtungen

Geraden sind ein Beispiel fiir Punktmengen mit einer anschaulichen geometrischen
Bedeutung. Ein Unterrichtsgang in analytischer Geometrie sollte sich jedoch nicht
allein auf den Umgang mit Geraden (und spéter Ebenen) beschrinken, sondern auch
andere Punktmengen thematisieren. Eine elegante Art, Punktmengen implizit zu de-
finieren, ist die Definition {iber Abstandsbedingungen, wodurch wir nicht nur Kreise
erhalten, sondern auch Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. Weil in den Fachanfor-
derungen [12]| lediglich Kreise und Kugeln als zuséitzliche Punktmengen gefordert
werden, beschrinken wir uns in der Darlegung in Teil [II] auf Kreise, werden hier
jedoch auch Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln thematisieren.



14.3. KREISE 309

Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe und zum Lehrtext

Die Einfiihrung der Punktmenge Kreis kann beispielsweise durch Diskussion der
Funktionsweise eines Behelfszirkels aus einer Schnur und einem Stiick Kreide be-
stehen: die Schnur sorgt dafiir, dass alle mit der Kreide gezeichneten Punkte den
gleichen Abstand vom Mittelpunkt haben. Wir verwenden hier als Einstieg GeoGe-
bra, um uns zwei Punktmengen anzeigen zu lassen. Durch den Einsatz von Geo-
Gebra kann namlich der Zusammenhang von algebraischen Gleichungen und deren
anschaulicher Bedeutung auf einfache Weise visualisiert und die Gleichwertigkeit der
Gleichungen gesehen werden. Die Begriindung der Gleichwertigkeit erfolgt hingegen
auf der algebraischen Ebene, beispielsweise durch Aquivalenzumformungen. Dabei
ist zu beachten, dass das Quadrieren nur fiir nicht-negative Zahlen eine Aquivalen-
zumformung ist.

In der anschlieftenden Diskussion werden diese unterschiedlichen Schreibweisen fiir
ein und dasselbe geometrische Objekt thematisiert. Durch Quadrieren eliminieren
wir die Wurzel bei der Abstandsberechnung. Da alle Darstellungen den Kreis implizit
definieren, verzichten wir aber darauf, unterschiedliche Darstellungen der Punktmen-
ge mit eigenstindigen Begriffen (wie beispielsweise Vektorgleichung des Kreises oder
Koordinatengleichung des Kreises) zu bezeichnen und tragen damit zum sparsamen
Umgang mit Begriffen bei.

Es folgen die Lageuntersuchungen Punkt/Kreis, Kreis/Gerade und Kreis/Kreis. Hier-
bei ersetzen im Rahmen der didaktischen Reduktion wieder Beispielaufgaben eine
allgemeine Theorie, wie sie in Kapitel dargestellt wurde. Grundlegende Lageun-
tersuchungen ergeben sich wieder aus der Anzahl gemeinsamer Punkte. Die dabei
auftretenden Gleichungen sind nun allerdings nicht mehr linear. Méchte man die
Lage jedoch genauer untersuchen und beispielsweise herausfinden, ob ein Kreis in-
nerhalb oder auflerhalb eines anderen liegt, miissen wir andere Verfahren entwickeln.

Lage Kreis/Punkt

Ein Punkt kann innerhalb eines Kreises, aukerhalb eines Kreises sowie auf dem Kreis
liegen. Eine Untersuchung der Lage erfolgt durch die Berechnung des Abstandes
von Kreismittelpunkt und Punkt. Eine Schwierigkeit ist an dieser Stelle, dass die
Schiiler die Gleichung des Kreises als Quadrat des Abstandes zweier Punkte erkennen
miissen, um nicht nur herausfinden zu kénnen, ob ein Punkt auf dem Kreis liegt

oder nicht, sondern auch unterscheiden zu kénnen, ob sich der Punkt innerhalb oder
auferhalb des Kreises befindet.

Lage Kreis/Gerade

Die Begriffe Sekante, Tangente und Passante sind den Schiilern aus der Sekundar-
stufe T bekannt und werden im Rahmen der Identifikation des R? mit der Ebene
nun lediglich neu beschrieben und prézisiert, aber nicht definiert. Der anschaulich
klare Zusammenhang zwischen der Lage von Kreis und Gerade und dem Abstand
des Kreismittelpunktes von der Geraden wird in Satz bewiesen, ein Beweis
entfallt im Unterrichtswerk jedoch im Rahmen der didaktischen Reduktion. Bei der
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Schnittpunktberechnung tritt die Schwierigkeit auf, dass eine der Gleichungen des
entstandenen Gleichungssystems nicht mehr linear ist. Damit stellt sich die Frage,
ob es an dieser Stelle sinnvoll sei, das Losen des Gleichungssystems dem CAS zu
iiberlassen. Wir begriinden im Folgenden, weshalb wir eine Lésung durch CAS an
dieser Stelle nicht fiir sinnvoll erachten. Im Gegensatz zu linearen Gleichungssyste-
men, die bei Lageuntersuchungen von Geraden und Ebenen in immer gleicher Weise
gelost werden miissen, passiert an dieser Stelle etwas Neues: Die Schiiler miissen
vorhandenes Wissen iiber quadratische Gleichungen mit dem vorhandenen Wissen
iiber lineare Gleichungssysteme kombinieren und zu einem Verfahren zum Loésen
von gemischten Gleichungssystemen zusammensetzen. Die Strategie, mit der in der
quadratischen Gleichung die zweite Variable eliminiert wird, ist dabei das aus der Se-
kundarstufe I bekannte Einsetzungsverfahren. Diese Reduktionsstrategie kann nun
fortgefiihrt werden, indem die so entstandene quadratische Gleichung durch qua-
dratische Ergdnzung auf eine reine quadratische Gleichung zuriickgefiihrt wird. Die
auf diese Art durchgefiihrte Schnittpunktberechnung bietet also einen geeigneten
Anlass, mit den Schiilern das Zuriickfithren eines Problems auf bekannte Probleme
zu thematisieren.

Gemak Satz ist eine Gerade genau dann eine Tangente an einen Kreis, wenn der
Schnittpunkt der Lotfutpunkt ist. Damit lésst sich wie im Beispiel 7 die Tangente an
einen Kreis bestimmen. Die dort berechneten Schnittpunkte S; und Sy erhalten wir
alternativ als Schnittpunkt des Kreises k,.(M) mit dem Thaleskreis tiber M P, also
dem Kreis ki, p|(3(M + P)), wodurch die Lageuntersuchung Kreis/Kreis motiviert
werden kann.

Lage Kreis/Kreis

In den Beispielaufgaben sollen die Schiiler zunéchst die Lage zweier Kreise durch
Vergleich der Mittelpunktsabsténde mit der Summe und der Differenz der Radien
charakterisieren, ohne konkrete Schnittpunktberechnungen durchzufiihren. Dadurch
wird von dem Standardverfahren, ndmlich dem Auffinden gemeinsamer Punkte, ab-
gewichen und stattdessen die in Satz theoretisch fundierte, jedoch anschaulich
klare Charakterisierung verwendet. Dadurch ldsst sich nicht nur herausfinden, ob
sich die Kreise schneiden, sondern auch, ob ein Kreis im Inneren des anderen liegt.
Die Berechnung der Schnittpunkte zweier Kreise erfolgt hingegen nach dem Stan-
dardverfahren iiber die Losung eines Gleichungssystems. Die Neuerung ist an dieser
Stelle jedoch, dass nun beide Gleichungen nicht mehr linear sind. Durch Subtraktion
der Kreisgleichungen entsteht jedoch eine lineare Gleichung. Damit kann erneut ein
Problem auf ein bereits bekanntes Problem zuriickgefiihrt werden, ndmlich auf die
Schnittpunktberechnung Kreis/Gerade.

Bei der Schnittpunktberechnung zweier Kreise passiert also konzeptionell nichts Neu-
es. Eis wird lediglich ein Rechentrick prasentiert, mit dem die quadratischen Terme in
einer der beiden Gleichungen eliminiert werden konnen. Dieser Rechentrick hat eine
anschauliche Bedeutung: Die nun entstandene lineare Gleichung ist die Koordina-
tengleichung der Geraden, auf der die Schnittpunkte der Kreise liegen. Wir kénnen
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also eine aus einem Rechentrick entstandene algebraische Gleichung geometrisch
interpretieren.

14.3.1 Exkurs zum Einsatz von Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln im
Unterricht

Zusitzlich zu den in den Teilen[IJund [[I]thematisierten Kreisen sind Ellipsen, Hyper-
beln und Parabeln weitere Beispiele fiir den Unterricht bereichernde Punktmengen,
die wir implizit iiber Abstandsbedingungen definieren kénnen. Diese Objekte er-
moglichen einen Unterricht, der {iber die Schnittpunktberechnung von Geraden und
Ebenen hinausgeht, weshalb wir im Folgenden beschreiben wollen, wie diese Punkt-
mengen im Unterricht eingefithrt werden konnen. Eine Ellipse ist die Menge aller
Punkte, deren Abstandssumme von zwei gegebenen Brennpunkten konstant ist.

Ellipse:

Seien A, B € R? Punkte und a eine positive reelle Zahl. Dann heifit die Punkt-
menge e,(A, B) := {X | |AX| + |BX| = 2a} Ellipse mit den Brennpunkten A
und B.

Diese Definition entspricht der sogenannten Gértnerkonstruktion, die im Gartenbau
verwendet wird, um elliptische Beete mithilfe eines gespannten Seils zu konstruieren.
Mit GeoGebra kann diese Konstruktion nachempfunden werden. Wir orientieren uns
dabei an den Ausfithrungen in [53].

Dazu geben wir uns zwei verschiedene Punkte A
und B sowie eine Strecke P der Lange 2a vor.
Auf der Strecke P() wihlen wir einen Punkt Z und
zeichnen einen Kreis um A mit Radius |PZ| sowie
einen Kreis um B mit Radius |ZQ|. Die beiden
Schnittpunkte X und Y der Kreise erfiillen nun die
Abstandssummenbedingung. Lassen wir uns von
X und Y die Spur anzeigen, so erhalten wir durch
Verschieben des Punktes Z auf der Strecke P(Q) die
gewiinschte Ellipse.

Nachdem Punktmengen mit konstanter Abstandssumme untersucht wurden, bietet
sich die innermathematische Fragestellung an, welches Aussehen denn Punktmengen
haben, bei denen die Abstandsdifferenz zu zwei gegebenen Brennpunkten konstant
ist. Diese Punktmengen wollen wir Hyperbeln nennen.

Hyperbel:

Seien A, B € R? Punkte und a eine positive reelle Zahl. Dann heifit die Punkt-
menge h,(A, B) .= {X | ||AX]| — |BX]|| = 2a} Hyperbel mit den Brennpunkten
A und B Halbachsenlinge a.
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Wir beginnen wie in [53] mit einer GeoGebra- as 12
Konstruktion. Dazu geben wir uns wieder zwei ver-
schiedene Punkte A und B sowie zwei Punkte P
und () auf einer Geraden vor. Auf der Geraden
konstruieren wir einen Punkt Z mit |PZ| = 2a.
Wir konstruieren nun einen Kreis um A mit Radi-
us | PQ| sowie einen Kreis um B mit Radius |ZQ)|
und nennen die beiden Schnittpunkte der Kreise
X und Y. Verdndern wir nun die Lage des Punk- B
tes @, so beschreibt die Spur der Punkte X und Y e\
die beiden Hyperbeliste.

Wir stellen als néchstes die innermathematische Frage, welche Form eine Punktmen-
ge hat, bei der alle Punkte denselben Abstand von einem Punkt A wie von einem
Kreis k.(B) haben. Wir betrachten also die Menge

{X | [AX] = d(X, k. (B))}-

Der Abstand eines Punktes X von einem Kreis ist dabei die Lénge der kiirzesten
Verbindungsstrecke des Punktes zu einem Punkt des Kreises. Die diese Strecke ent-
haltende Gerade verlauft stets durch den Mittelpunkt des Kreises.

Zur Konstruktion dieser Punktmenge geben wir % P
uns wieder zwei Punkte A und B sowie einen Kreis )
k um B vor. Wir wihlen einen Punkt P auf dem
Kreis und wéahlen den Punkt X als Schnittpunkt
des Mittellotes m 4 p mit der Geraden g(P, B). Auf-
grund des Mittellotprinzips hat der Punkt X von
A den gleichen Abstand wie von P. Da die Gerade
g(X, P) durch den Mittelpunkt des Kreises ver-
lauft, ist dieser Abstand gleich dem Abstand des
Punktes X vom Kreis k.

Beim Darstellen dieser Punktmenge gibt es zwei
unterschiedliche Félle. Liegt der Punkt A inner-
halb des Kreises um B, so erhalten wir eine Ellip-
se mit den Brennpunkten A und B, die Abstands-
summe entspricht wegen des Mittellotprinzips dem
Radius des Kreises um B.

Liegt der Punkt A auferhalb des Kreises um B, so
erhalten wir die beiden Aste der Hyperbel mit den
Brennpunkten A und B, die Abstandsdifferenz ist
- wie wir ebenfalls mit dem Mittellotprinzip einse-
hen - gleich dem Radius des Kreises.

S ! <
mAP =g N

Auch die den Schiilern aus der Sekundarstufe I bekannte Parabel lasst sich wieder
durch Abstandsbedingungen implizit definieren: Eine Parabel ist die Menge aller



14.3. KREISE 313

Punkte, die von einem gegebenen Brennpunkt denselben Abstand haben wie von
einer gegebenen Leitgeraden.

Parabel:
Sei A ein Punkt und g eine Gerade. Dann heiftt die Punktmenge

pg(A) == {X| |AX]| = d(X, g)}
Parabel mit Brennpunkt A und Leitgerade g.

Die hier gegebene Definition ermoglicht es auch Parabeln zu konstruieren, die nicht
nur durch Verschieben und durch Strecken/Stauchen der Normalparabel, sondern
zusidtzlich durch Drehung der Normalparabel entstehen, obwohl diese Mengen im
Allgemeinen nicht mehr der Graph einer reellen Funktion f : R — R sind.

Zur Konstruktion der Parabel mit GeoGebra ge-
ben wir uns eine Gerade g sowie einen Punkt A
vor. Wahlen wir einen Punkt P auf der Graden g
und wéahlen wir X als Schnittpunkt des Lotes auf
g durch P mit dem Mittellot mp4 von P und A, so
hat X aufgrund des Mittellotprinzips sowohl von
P als auch von A den gleichen Abstand. Da P nun
aber der Lotfupunkt des Lotes auf g durch X ist,
ist damit d(X, g) = |PX| = |AX]|, und damit liegt
der Punkt X auf der Parabel mit Brennpunkt A
und Leitgerade g.

\
TTL 44P \\
\







15 Didaktische Bemerkungen zur Geo-
metrie des Raumes

In diesem Kapitel geben wir didaktische Kommentare zum zweiten Kapitel (Kapitel
des Unterrichtswerkes iiber die Geometrie des Raumes . Viele Anmerkungen aus
Kapitel [14] gelten nicht nur fiir die Geometrie der Ebene, sondern ebenso fiir die des
Raumes, weshalb wir in diesem Kapitel hauptsichlich die Anderungen und nicht
mehr jede Uberlegung erliutern werden.

15.1 Ebenen

15.1.1 Punkte im Raum

Durch die Erhohung der Dimension des zugrunde liegenden Vektorraumes von 2
auf 3 besitzen die nichttrivialen echten (affinen) Teilriume nicht mehr zwangsweise
Dimension 1, sondern Dimension 1 oder 2. Damit ergeben sich zwei zu untersuchende
affin lineare Objekte: Geraden und Ebenen. Der Unterschied besteht aber nicht nur
darin, dass mit der Ebene ein neues Objekt hinzukommt. Auch die Eigenschaften
dieser Objekte dndern sich in einigen wesentlichen Details. Geraden im R? besitzen
nimlich Codimension 1, im R? hingegen Codimension 2. Ebenen im R?® hingegen
besitzen Codimension 1 und teilen damit eine wichtige Eigenschaft der Geraden im
R2: Sie sind Hyperebenen des zugrunde liegenden Raumes. Dies fiihrt zu dem fiir
Schiiler widerspriichlichen Ergebnis, dass sich Ebenen des Raumes eher wie Geraden
der Ebene verhalten, Geraden des Raumes hingegen wesentliche Eigenschaften von
Geraden der Ebene nicht erfiillen. Wir konnen das Verhalten von Geraden und
Ebenen also nur dann wirklich verstehen, wenn wir nicht nur die Dimension, sondern
zugleich die Codimension mit beriicksichtigen. In der Schulmathematik kommt der
Aspekt der Codimension in zweierlei Weisen zum Tragen:

e Das orthogonale Komplement einer Ursprungsebene ist eine Gerade, die wir
mithilfe des Kreuzproduktes bestimmen konnen.

e Das orthogonale Komplement einer Ursprungsgeraden ist eine Ursprungsebe-
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ne. Diese Tatsache findet in der Normalendarstellung der Ebene ihre Anwen-
dung.

Auf der algebraischen Seite ist der Ubergang vom R? zum R? eine weitere Zahlbe-
reichserweiterung, die aus der schlichten Ergédnzung einer weiteren Koordinate an
die 2-Tupel besteht. Sowohl der R? als auch der R? sind euklidische Vektorriume,
weshalb sich bei der Addition, der Vervielfachung und dem Punktprodukt keine An-
derungen in den Rechenregeln ergeben. Wir erhalten durch diese Erweiterung also
kein neues algebraisches Verkniipfungsgebilde.

Eine wesentliche didaktische Hiirde bei dieser Erweiterung besteht jedoch in der
geometrischen Veranschaulichung dieser 3-Tupel, da die Projektion des dreidimen-
sionalen Punktraumes auf die in Papierform darstellbare zweidimensionale Zeichen-
ebene eine nicht-injektive Abbildung ist und damit Punkte nicht mehr eindeutig
auf der Tafel oder im Buch darstellbar sind. Diese Tatsache bedarf zunéchst einiger
Ubungen, auch weil den Schiilern der Umgang mit dreidimensionalen Koordinaten-
systemen nicht aus der Sekundarstufe I bekannt ist. Bei der Veranschaulichung stellt
sich auferdem die Frage, wie wir die Achsen des dreidimensionalen Koordinatensys-
tems beschriften. Um den alten Zahlbereich R? auch optisch kanonisch in den neuen
Zahlbereich einzubetten, bietet es sich an, wie gehabt die Achsen so zu wéhlen,
dass die x1-Achse nach rechts, die x5-Achse nach oben und die neu hinzukommende
x3-Achse aus der Zeichenebene hinaus zeigt. Diese Bezeichnungsweise ist jedoch in
Schulbiichern uniiblich, weshalb wir aus Kompatibilitdtsgriinden die x;-Achse nach
vorne, die xo-Achse nach rechts und die x3-Achse nach oben zeigen lassen. Dadurch
wird die bisherige Zeichenebene gekippt. Liegt das Zeichenblatt vor den Schiilern auf
dem Tisch, so ist die x1-z9-Ebene dadurch nicht mehr parallel zur Tischebene und
damit zur Erdoberfliche. Verwendet man jedoch die Tafel als Zeichenebene, so ist die
x1-xo-Ebene parallel zur Erdoberfliche. Diese Situation wird auch in der Einstiegs-
aufgabe auf Seite nachgebildet. Stellt man das Blatt beim Lesen senkrecht vor
sich auf, so befindet sich der Punkt P in einer zur Erdoberfliche parallelen Ebene,
der Punkt @) représentiert hingehen den hinzugekommenen dritten Freiheitsgrad.
Dadurch werden die in der Alltagssprache gebrauchlichen Assoziationen , Fbene <>
Erdoberfliiche” und ,,Raum < Erdoberfliche und alles, was da driber ist in der
Mathematik abgebildet.

In einem Unterrichtsgang kann sich nun der offen gehaltene Arbeitsauftrag anschlie-
fsen zu untersuchen, welche der bisherigen Konzepte auf den dreidimensionalen Fall
iibertragbar sind. Dazu zédhlen

e die Addition von Punkten sowie deren geometrische Veranschaulichung,
e die Vervielfachung von Punkten sowie deren geometrische Veranschaulichung,

e die Rechenregeln fiir Addition und Vervielfachung,
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e die Formeln fiir Mittelpunktberechnungen, Teilverhéltnisse von Strecken, Punkt-
spiegelungen,

e die Charakterisierung von Parallelogrammen durch die Mittelpunkte der Dia-
gonalen,

e die Parameterdarstellung von Geraden,

e die Uberpriifung, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt,

e die Parallelitit von Geraden,

e das Punktprodukt und dessen Rechenregeln,

e der Zusammenhang zwischen Streckenldngen und Punktprodukt,

e der Zusammenhang zwischen rechtwinkligen Dreiecken und Punktprodukt,

e die geometrische Interpretation des Punktproduktes als Projektion auf die
Ursprungsgerade,

e die Messung des Winkels £(A, B, C).

Diese Tatsachen werden im Lehrtext zusammengefasst und in den Ubungsaufgaben
wiederholt. Im Sinne eines Spiralcurriculums werden dadurch zusétzlich die grund-
legenden bisher behandelten Konzepte gefestigt. Folgende Dinge dndern sich beim
Ubergang vom R? zum R3:

e nicht-parallele Geraden miissen sich nicht notwendigerweise schneiden, sondern
sie konnen windschief sein,

e der Winkel zwischen zwei Geraden kann nur dann bestimmt werden, wenn sich
die Geraden schneiden,

e Geraden lassen sich nicht mehr durch eine Koordinatengleichung darstellen,

e setzen wir A+ := | a; |, so ist das Dreieck AA+O zwar rechtwinklig bei O,
0

das Lot auf die Gerade g = RA + P durch den Punkt X ist jedoch nicht mehr

durch RA+ 4+ X gegeben, da sich die Geraden g und RAL + X nicht mehr

schneiden miissen,

e die Abstandsberechnung eines Punktes X und einer Geraden RA + P ist nicht
mehr mithilfe der Geraden RA* + X méglich, sondern nur noch mithilfe der
Projektion des Punktes X — P auf die Gerade RA,
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e Winkel zwischen zwei Geraden kénnen nur noch dann definiert werden, wenn
sich die Geraden schneiden,

e es gibt zusédtzlich zu den Geraden die Ebenen als echte affine Teilrdume, wes-
halb wir nun auch Abstinde zwischen Punkten und Ebenen, Geraden und
Ebenen sowie zwischen zwei Ebenen berechnen kénnen,

e mit den Ebenen kénnen nun auch Winkel zwischen Geraden und Ebenen sowie
zwischen zwei Ebenen berechnet werden,

e anstelle eines Kreises erhalten wir durch die Abstandsbedingung | XM| = r
nun eine Kugel als geometrisches Objekt.

Diese neuen Aspekte werden in den folgenden Lerneinheiten genauer untersucht.

Da die grundlegenden Konzepte zum Rechnen mit Punkten des Raumes denen zum
Rechnen mit Punkten der Ebene dhneln, verzichten wir an dieser Stelle auf die Pré-
sentation durchgerechneter Beispielaufgaben und beschrinken uns auf die Angabe
von Ubungsaufgaben, die sich an den Beispielaufgaben der ebenen Geometrie ori-
entieren. Als wesentliche Neuerung kommt bei diesen Aufgaben die zeichnerische
Darstellung in Koordinatensystemen mit drei Koordinatenachsen hinzu.

15.1.2 Ebenen

In der Alltagssprache wird eine Landschaft ohne Erhebungen als Ebene bezeichnet.
Die Ubertragung des Wortes Ebene in die Mathematik geschieht jedoch eher durch
das Adjektiv eben: Eine glatt verputzte Wand ist eben, man wiirde diese jedoch im
Alltag nicht als Ebene bezeichnen. In der Mathematik kann eine Ebene also durchaus
geneigt sein oder sich als Ganzes erheben, sie zeichnet sich jedoch dadurch aus, dass
sie ungekriimmt ist. Um diese Ungekriimmtheit zum Ausdruck zu bringen, verwen-
den wir das bereits aus der Sekundarstufe I bekannte ungekriimmte Objekt Gerade,
das als Ankniipfungspunkt dienen soll, um Ebenen mathematisch zu definieren. Die
Geraden dienen damit sozusagen als Lineal, um die Ebenen zu konstruieren.

Unsere Konstruktion wird sich dabei von der beispielsweise in [4], S. 118 verwen-
deten Punktrichtungsgleichung ¥ = @ +r - u + s - U einer Ebene im Rahmen eines
klassischen Unterrichtsganges iiber analytische Geometrie unterscheiden, da letztere
zu dhnlichen Problemen fiihrt wie die entsprechende in Abschnitt disku-
tierte Darstellung von Geraden. Wir wollen folgende Grundvorstellung von Ebenen
etablieren:

Eine Ebene ist eine verschobenen Ursprungsebene. Eine Ursprungsebene besteht
aus allen Punkten, die Eckpunkt eines Parallelogramms mit zu zwei gegebenen
Geraden parallelen Seiten sind.
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Die Hinfiihrung zu dem neuen Objekt erfolgt deshalb zweistufig: Wir beginnen zu-
nédchst mit Ebenen durch den Koordinatenursprung und erweitern diese Definition
anschlieffend. Die fiir die Definition der Ursprungsebene notwendigen Eckpunkte von
Parallelogrammen entstehen statisch durch Addition zweier Punkte. Das anschlie-
fsende Verschieben ist hingehen ein dynamischer Vorgang.

Dieser mehrschrittige Zugang erweist sich auch in der Einstiegsaufgabe als notwen-
dig, da wir im Gegensatz zur Situation bei der Einfiihrung von Geraden nicht an
vorhandenes Wissen iiber Ebenen aus der Sekundarstufe I ankniipfen kénnen. Als
Ankniipfungspunkt an Vorwissen dienen stattdessen die in der Einstiegsaufgabe auf
Seite gegebenen nicht-parallelen Ursprungsgeraden RA und RB. Die Punkte X,
Y und Z sollen jeweils als Eckpunkte eines Parallelogramms gefunden werden. Hier
ist X=A+B,Y=15A+4+0,5Bund Z=1,5A+1,5B.

Im Lehrtext beschreiten wir an dieser Stelle den gleichen Weg wie in der Einstiegs-
aufgabe, fiithren die Rechnung jedoch fiir beliebige Punkte A und B bzw. Ursprungs-
geraden RA und RB durch und arbeiten damit eine Abstraktionsebene hoher. Die
Schreibweise o = RA + RB kann folgendermafen interpretiert werden:

Die Menge RA + RB ist die Menge aller Eckpunkte von Ursprungsparallelo-
grammen, deren Seitenlinien parallel zu RA bzw. RB sind. Wir erhalten diese
Eckpunkte, indem wir zu einem Vielfachen von A ein Vielfaches von B addie-
ren.

Diese Interpretation basiert also auf der geometrischen Interpretation der Addition
als 4. Parallelogrammpunkt. Die Parameter r» und s kommen erneut nur in den
beiden Schreibweisen

Eo = {X |es existieren reelle Zahlen r, s, so dass X =rA + sB ist}
= {rdA+sB|r,s eR}

vor. Die Forderung, dass die Punkte A und B linear unabhingig sein miissen, for-
mulieren wir an dieser Stelle dadurch, dass die Punkte A und B nicht auf einer
gemeinsamen Ursprungsgeraden liegen diirfen. Dies hat den Vorteil, dass wir bei der
Definition der Ebenen auf die Verwendung eines neuen Begriffs verzichten kénnen.

Die Entstehung einer beliebigen Ebene konnen wir uns derart vorstellen, dass eine
Ursprungsebene parallel zur gerichteten Strecke OP verschoben wurde. An dieser
Stelle ist erneut die Interpretation der Addition als Verschiebung gerechtfertigt, da
die Ursprungsebene ja nun nicht mehr vorhanden ist und sich die Ursprungsebene
tatsdchlich bewegt. Hierbei handelt es sich also um einen dynamischen Vorgang,
die zugrundeliegenden Objekte bleiben jedoch Punkte. Genauso wie die Definiti-
on der Geraden g(A, B) durch zwei Punkte erfolgt nun die Einfithrung der Ebene
E(A, B,C) durch drei Punkte rein algebraisch.
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15.1.3 Linearkombinationen

Die Begriffe linear unabhdngig und linear abhdngig spielen im weiteren Verlauf ei-
ne untergeordnete Rolle, bieten aber eine Gelegenheit, um iiber Begriffsbildung in
der Mathematik nachzudenken. Die Definition der linearen Unabhdngigkeit ist nam-
lich eine der wenigen Stellen, an denen tatséchlich ein neuer Begriff definiert und
nicht als aus der Sekundarstufe I bekannt vorausgesetzt und lediglich mit Methoden
der analytischen Geometrie beschrieben und gegebenenfalls prazisiert wird. Gemaf
[55], S. 256 dienen Begriffe ,dazu, Ubersicht und Struktur in eine Welt wirklicher
und gedachter Objekte zu bringen. Indem wir immer wieder dhnliche Objekte oder
Phinomene begriffliich zu einer Klasse zusammenfassen, kénnen wir auf diese ganze
Klasse in gleicher Weise reagieren.” Der Begrift der linearen Abhdngigkeit fasst in
diesem Sinne die Begriffe auf einer gemeinsamen Ursprungsgeraden liegen und in
einer gemeinsamen Ursprungsebene liegen zusammen.

In Definition wurde die lineare Unabhingigkeit von Punkten A, ..., A, {iber
die Implikation

Tl'A1+...+Tm‘Am:O = 7”1:'--:rm:()

und im Anschluss die lineare Abhdngigkeit durch die Negation dieser Aussage defi-
niert. Der Vorteil dieser Definition ist die einfache technische Handhabbarkeit. Al-
lerdings ist ein auf diese Weise definierter Begriff inhaltsleer: Voraussetzung fiir die
Definition eines neuen Begriffes ist ndmlich zunéchst die Betrachtung unterschied-
licher Objekte mit anschliefender selektiver Bestimmung gemeinsamer Merkmale
(vgl. [55]).

Der Charakterisierungssatz [7.1| ermoglicht es, die lineare Abhdngigkeit und Unab-
hiangigkeit der Punkte Ay,..., A,, {iber die Frage der Darstellbarkeit eines dieser
Punktes als Linearkombination der anderen Punkte einzufiihren. Diese Darstell-
barkeit als Linearkombination abstrahiert die bekannten Begriffe auf einer gemein-
samen Ursprungsgeraden liegen und in einer gemeinsamen Ursprungsebene liegen,
und ermoglicht es damit, den neuen Begriff als Erweiterung bekannter Eigenschaf-
ten aufzufassen. Als Hinfiihrung zur linearen Abhdngigkeit werden haufig zusatzlich
die Begriffe kolliniear und komplanar eingefiihrt (siehe zum Beispiel [4], S. 52). Da
wir die Anzahl der verwendeten Begriffe jedoch so gering wie mdglich halten wollen,
verzichten wir hier auf deren Einfiihrung und verwenden stattdessen die Aussage,
dass die Punkte auf einer gemeinsamen Ursprungsgeraden bzw. in einer gemeinsa-

men Ursprungsebene liegen und nehmen dafiir die etwas ldngliche Formulierung in
Kauf.

Wir kniipfen deshalb in der Einstiegsaufgabe an die bereits bekannten Fragestellun-
gen an, ob zwei bzw. drei Punkte auf einer gemeinsamen Ursprungsgeraden bzw.
Ursprungsebene liegen. Dabei ergibt sich die Problematik, dass bei drei gegebenen
Punkten A, B,C der Punkt C zwar in der Ursprungsebene RA + RB liegen kann,
daraus jedoch nicht folgt, dass auch der Punkt B in der Ursprungsebene RA + RC'
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liegen muss. Zur Verifikation dieser Eigenschaft miissen also im schlimmsten Fall
drei Aussagen iiberpriift werden.

(&) (@)

(iif)

(b) (i)
(ii)

(i)

Hier ist A = 2B, und damit A € RB. Die Punkte liegen also auf einer
gemeinsamen Ursprungsgeraden.

Auferdem ist B = %A, also B € RA. Beide Uberpriifungen fiithren also
zum Erfolg.

Hier ist A ¢ RB (in der Definition der Ursprungsgeraden RB haben wir
aukerdem vorausgesetzt, dass B # O sein muss), es gilt jedoch B =0-A €
RA.

An dieser Aufgabe wird damit demonstriert, dass es nicht ausreichend ist
lediglich zu iiberpriifen, ob A € RB ist. Falls dies nicht der Fall ist, so
muss auch iiberpriift werden, ob B € RA ist.

Hier ist weder A € RB noch B € RA, die Punkte liegen nicht auf einer
gemeinsamen Ursprungsgeraden.

Hier ist C' = %A + B € RA+RB, die Punkte liegen also in einer gemein-
samen Ursprungsebene.

Beginnt man bei dieser Aufgabe analog zu Aufgabe (b)(7), so erhilt man
zunichst C' ¢ RA 4+ RB. Eine weitere Rechnung liefert jedoch

1
A=—3-B+0-CeRB+RC,

die Punkte liegen also in einer gemeinsamen Ursprungsebene. Wir ha-
ben hier also das gleiche Phidnomen wie in Aufgabenteil (a)(i7), das den
Schiilern verdeutlicht, dass man im ungiinstigsten Fall tatséchlich 3 Glei-
chungssysteme l6sen muss.

Hier ist tatsdchlich A ¢ RB +RC, B ¢ RA+ RC und C' ¢ RA + RB,
die Punkte liegen also nicht in einer gemeinsamen Ursprungsebene. Die
Bearbeitung von Aufgabenteil (b)(ii7) ist jedoch so aufwindig, dass sich
hier die Frage aufdringt, ob es nicht auch einfachere Md&glichkeiten gibt,
dies herauszufinden.

In der Beispielaufgabe 1 wird die bereits in der Einstiegsaufgabe durchgefiihrte Rech-
nung nochmals durchgefiihrt, nun jedoch unter Verwendung der neu eingefiihrten
Begriffe. Durch diese Rechnung wird genauso wie in der Einstiegsaufgabe proble-
matisiert, wir umstandlich es sein kann, die lineare Unabhéangigkeit dreier Punkte
nachzuweisen. Durch diese Aufgaben ergeben sich folgende Leitfragen fiir den wei-
teren Unterrichtsverlauf:

e Wie lassen sich die Aussagen ,die Punkte liegen auf einer gemeinsamen Ur-
sprungsgeraden” und ,die Punkte liegen in einer gemeinsamen Ursprungsebe-
ne” mit einem einheitlichen Begriff benennen?
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e Gibt es bessere Verfahren als das oben geschilderte, um zu iiberpriifen, ob
Punkte in einer gemeinsamen Ursprungsebene liegen?

Die Herleitung eines einfacheren Kriteriums zum Nachweis der linearen Unabhén-
gigkeit wird zur Reduktion des technischen Aufwandes nur fiir drei Punkte durch-
gefiihrt, so dass auf eine Indizierung der verwendeten Variablen verzichtet werden
kann. Dieses Kriterium kann auf folgende Arten formuliert werden:

e als Implikation ,ry - A1+ ... +71,- A4, =0 = nr=...=r,=09

e als Aussage ,das lineare Gleichungssystem r1- A1+ ...+ 17y - Ay, = O besitzt
nur eine Losung®.

Wir begriinden im Folgenden, weshalb die in Definition eingesetzte Implikation
rn-A+...4+rm A, =0=r=...=7r, =0

zur Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit in der Schule problematisch ist.
Dazu betrachten wir die von Panse und Paravicini in [36] dargestellte Stundenten-
16sung einer Aufgabe zur linearen Unabhangigkeit.

Aufgabe 4 (Lineare Algebra, erstes Semester, gegen Weihnachten)

Sei F': V' — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V' und W und seien
Vly...y,Un € V.
zu zeigen: F injektiv und vy, . .., v, linear unabh. = F(v),..., F(v,) € W linear unabh.

Beweis:
vy, ...,V, linear unabh. = A\jvy,+ -+ A0, = 0mit Ay,..., A, =0

Wende F an: P
F(Mvy, 4+ M) = F(0) =0

Da F linear ist, gilt:
F(hv,+ o+ dvn) = F (M) + -+ F(Anvn) = M F (1) + -+ AnF (vn) =0

Da ),..., A, = 0 gilt, sind nach Def. F(v;),..., F(v,) linear unabhéngig.

Die grundsitzliche Struktur des ,Beweises ist stimmig: Die zu zeigende Aussage
ist eine Implikation, und deshalb wird zunachst die Pramisse, dass vy, ..., v, line-
ar unabhingig sind, als wahr angenommen. Unter dieser Voraussetzung ist nun die
Konklusion, dass F(vy),..., F(v,) linear unabhéngig sind, zu zeigen. Die Schwie-
rigkeit bei dieser Beweisfiihrung ist jedoch, dass sowohl die Pramisse als auch die
Konklusion selbst wieder Implikationen sind.

Um die Aussage F'(vy), ..., F(v,) sind linear unabhdngig zu zeigen, muss also erneut
deren Pramisse ,Seien A, \, € K mit \M{F(v1) + ... + N\ F(v,) = 0 als wahr
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angenommen werden und unter dieser Voraussetzung die Aussage Ay = ... =\, =0
gezeigt werden.

Die Voraussetzung ,,vq, ..., v, linear unabhdingig” kann hingegen nur indirekt ange-
wendet werden. Da diese Voraussetzung selbst wieder eine Implikation ist, muss zu
deren Anwendung eine Situation hergestellt werden, in der deren Pramisse \jv; +
...+ A\v, = 0 wahr ist. Erst wenn die Erfiilltheit dieser Pramisse gewahrleistet ist,
kénnen weitere Schliisse gefolgert werden.

Der Student beginnt seine Beweisfiihrung jedoch mit der Voraussetzung ,vq, ..., v,
linear unabhdngig” und zerlegt diese in die beiden Teilaussagen Ajvq +...+ A0, =0
und A\; = --- = )\, = 0. Dabei wurde unterschlagen, dass nicht diese Aussagen an

sich die Voraussetzung bilden, sondern dass diese Aussagen durch einen Junktor zu
einer neuen Aussage verkniipft werden, womit die Voraussetzung eine Wenn-Dann-
Aussage ist.

Auch bei der zu zeigenden Aussage wurden lediglich die Aussageformen A\ F'(vy) +
oo+ MF(v,) = 0und Ay = ... = A\, = 0 nachgewiesen, die Bezichung zwischen
diesen Teilaussagen jedoch unterschlagen.

Diese Aufgabe wurde trotzdem von einer studentischen Hilfskraft mit 4 von 4 Punk-
ten bewertet. Die Hilfskraft hat sich von der prinzipiell richtig angelegten Beweis-
struktur und dem Vorhandensein der notwendigen Teilaussagen von der Richtigkeit
des Beweises iiberzeugen lassen. Die fehlerhaften Beziehungen zwischen den Teilaus-
sagen wurden iibersehen.

Wiirden wir nun Definition zur Charakterisierung verwenden, so bestiinde also
die Gefahr, dass die Wenn-Dann-Aussage von den Schiilern in zwei Teilaussagen
zerlegt wird, die nicht miteinander in Beziehung gesetzt werden. Deshalb ersetzen
wir diese Implikation durch die Aussage, dass das lineare Gleichungssystem

Tl'A1+...+Tm'Am:O

nur die Losung r1 = ... = r,, = 0 besitzt, was eine den Schiilern bekannte Frage-
stellung ist.

15.1.4 Orthogonalitét
Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe und zum Lehrtext

Die Frage, was wir unter der Orthogonalitit einer Geraden g = RC + () zu einer
Ebene E = RA + RB + P verstehen, ist fiir die Schiiler zundchst nicht unmit-
telbar einsichtig. Wir konnen jedoch an die Alltagsvorstellung ankniipfen und die
Frage stellen, wie viele Winkelmessungen wir durchfiihren miissen, um einen Pfahl
senkrecht in den Erdboden zu rammen. Dazu ist es ausreichend, zwei Messungen
durchzufiihren. Hieraus resultiert Definition die besagt, dass g orthogonal zu E



324 KAPITEL 15. BEMERKUNGEN ZUR GEOMETRIE DES RAUMES

ist, wenn RC' orthogonal zu RA ist und wenn RC' orthogonal zu RB ist. Aufgrund
der Linearitdt des Punktproduktes ist dies genau dann der Fall, wenn ¢ zu jeder
Geraden, die in E verlduft, orthogonal ist (siehe Bemerkung zu Definition . Auf
einen formalen Beweis dieser Tatsache verzichten wir an dieser Stelle und verweisen
auf die Anschauung.

Im Rahmen der Einstiegsaufgabe miissen die Schiiler also zunéchst dariiber disku-

tieren, wie denn die Relation orthogonal zwischen Geraden und Ebenen definiert

werden konnte. Die Zahlen in der Aufgabe sind so gewéhlt, dass die Gerade g zwar
4 —2

orthogonal zur Geraden R | 2 | ist, aber nicht zur Geraden R | 3 |. Die Dar-
-1 3

stellungen von g und E sind so gewéhlt, dass wir den Schnittpunkt sofort ablesen

konnen. Dies legt nahe, die Gerade und die Ebene durch Subtraktion dieses Punktes

so zu verschieben, dass wir eine Ursprungsgerade und eine Ursprungsebene erhalten.

Wir fithren die Frage der Orthogonalitit also auf eine entsprechende Situation am

Koordinatenursprung zuriick.

Aus dieser Aufgabe ergibt sich im Rahmen einer offenen Unterrichtssituation die
weiterfilhrende Frage, wie denn eine Gerade RC' aussehen konnte, die orthogonal
zur Ebene E verlauft. Die Forderungen

4 -2
Ce| 2 | =0undCe| 3 | =0
-1 3

fiihren zum linearen Gleichungssystem

o 426 e = 0) ——éc und ¢ —lc —lc
—2c; +3c; +3c; = 0 T a2
Wiéhlen wir beispielsweise ¢ = 16 = 4 -3 — 2 - (—2), so erhalten wir ¢ = —10 =

(=1)-(=2)—=4-3und ¢, =9 =2-3— (—1) -3, wodurch wir das Kreuzprodukt
anhand eines konkreten Zahlenbeispiels einfiithren konnen. Durch dieses Beispiel wird
verdeutlicht, dass der Punkt C' nicht eindeutig bestimmt ist, sondern dass wir eine
Koordinate frei wihlen konnen, was mit der Anschauung iibereinstimmt, dass die
Darstellung der Geraden nicht eindeutig ist.

Im Lehrtext beantworten wir diese Frage nicht nur zahlengebunden, sondern allge-
mein. Dabei erbringen wir allerdings lediglich den Nachweis, dass die Ursprungsge-
rade R(A x B) orthogonal zur Ebene RA+RB ist. Dass es keine weiteren Ursprungs-
geraden gibt, die orthogonal zur Ebene RA + RB sind, wurde in Satz bewiesen.
Im Sinne der didaktischen Reduktion verzichten wir an dieser Stelle auf den alge-
braisch anspruchsvolleren Nachweis der Eindeutigkeit dieser Ursprungsgeraden und
verweisen auf die Anschauung.
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Genauso wie bei der Einfiihrung des Punktproduktes wird damit die Einfiihrung des
Kreuzproduktes durch die Frage der Orthogonalitit motiviert, die Einfiihrung erfolgt
jedoch auch hier rein algebraisch, so dass wir die Rechengesetze durch einfaches
Nachrechnen beweisen kdnnen. Die geometrische Interpretation des Kreuzproduktes
erfolgt hingegen erst in den Beispielaufgaben.

Die Rechengesetze fiir das Kreuzprodukt spielen im weiteren Verlauf der Unter-
richtseinheit eine wesentlich geringere Rolle als die Rechenregeln der Vervielfachung
und des Punktproduktes, weshalb deren Betrachtung nicht unbedingt notwendig
ist. Trotzdem bietet das Kreuzprodukt eine gute Moglichkeit, um zu thematisieren,
dass es Verkniipfungen gibt, fiir die das wohl elementarste Rechengesetz - namlich
das schon aus der Primarstufe bekannte Kommutativgesetz - nicht gilt. Im Gegen-
satz zum Punktprodukt kénnen wir fiir das Kreuzprodukt sowohl den Punktterm
(Ax B) x C als auch den Punktterm A x (B x C) definieren, weil das Kreuzprodukt
zweier Punkte wieder ein Punkt ist. Diese Punktterme sind jedoch nicht wertgleich,
stattdessen gilt die Grassmannidentitit, die wir jedoch im weiteren Verlauf des Un-
terrichtswerkes nicht weiter bendtigen werden. Zur vollstindigen Erkundung der
neuen Verkniipfung sollte diese Tatsache jedoch in einer Ubungsaufgabe themati-
siert werden.

Das Distributivgesetz gilt hingegen auch fiir das Kreuzprodukt, genauso wie die vom
Punktprodukt bekannte Homogenitédt. Deshalb geben wir von den Rechengesetzen
fiir das Kreuzprodukt (Satz die ersten drei wieder. Auch an dieser Stelle sollte
das Rechengesetz (iii) nicht mit dem Namen Assoziativgesetz benannt werden, da
es eine Aussage iiber zwei unterschiedliche multiplikative Verkniipfungen macht.

Anschauliche Interpretation des Kreuzproduktes

Als Folgerung aus Satz erhalten wir nicht nur einen Beweis der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung des Raumes, sondern in Verbindung mit Satz [8.25] eine geometrische
Interpretation des Kreuzproduktes. Wir geben diese Interpretation wieder, wobei
wir den Fliacheninhaltsbegriff aus der Sekundarstufe I kommentarlos auf den dreidi-
mensionalen Fall iibertragen und die Flacheninhaltsformel

Flacheninhalt Parallelogramm = Lénge der Grundseite - Linge der Hohe

als bekannt voraussetzen. Die Berechnung von Winkelgrofen iibertragen wir eben-
falls kommentarlos vom zweidimensionalen auf den dreidimensionalen Fall. Auch
das Volumen des durch die drei Punkte A, B und C definierten Spats konnen wir
mithilfe der aus der Elementargeometrie bekannten Formel

Volumen = Flacheninhalt der Grundflache - Lange der Hohe

auf die bereits bekannte Flicheninhaltsberechnung eines Parallelogramms zuriick-
fiihren. Die Lange der Hohe ist gleich dem Abstand des Punktes C' von der Ebene
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E(A, B,O). Moglichkeiten zur Abstandsberechnung eines Punktes von einer Ebene
werden in Abschnitt ausfiihrlich diskutiert. Wir folgen an dieser Stelle der
Forderung in den Fachanforderungen die Projektionseigenschaft des Punktpro-
duktes zu betonen und bestimmen den Abstand durch Projektion auf die zur Ebene
orthogonale Gerade.

Sowohl das Parallelogramm als auch das Spat wird zunéchst ursprungsbezogen de-
finiert. Es stellt sich die Frage, wie wir den Fldcheninhalt eines beliebigen Parallelo-
gramms und das Volumen eines beliebigen Spates berechnen kénnen. Wir diskutieren
dies am Beispiel des Spates unter den Gegebenheiten von Beispielaufgabe 4, die wir
aus , S. 87, entnommen haben.

Bei dieser Aufgabe ist zundchst nicht eindeutig
festgelegt, welche Strecken die Kanten des Spats
darstellen sollen. Beachtet man jedoch die aus der
Sekundarstufe I bekannte Konvention der Bezeich-
nung von Prismen, so erhalten wir nebenstehendes
Schaubild. Um das Volumen zu berechnen, ergeben
sich folgende Moglichkeiten.

Wir wéhlen eine Fcke als ausgezeichneten Punkt
aus (in diesem Fall die Ecke B) und subtrahieren
diesen von samtlichen Ecken des Spates, was an-
schaulich einem Verschieben des Spats entspricht.
Dadurch erhalten wir ein ursprungsbezogenes Ob-
jekt, das Spat wird also durch die Punkte A — B,
C — B und F' — B definiert. Beachten wir nun,
dass F'— B = E — A ist, so konnen wir die gegebe-
nen Punkte einsetzen und das Volumen berechnen.
Diesen Weg haben wir in der Lésung von Beispie-
laufgabe 4 gewibhlt.
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Wir konnen jedoch auch ohne den Vorgang des G
Verschiebens auskommen, indem wir die Punkte
einfach als Rechenobjekt betrachten und die jewei-
ligen Rechenoperationen durch Pfeile kennzeich- g +(F— B)
nen. Das Spat wird damit durch die Punkte A— B,
C — B und F — B definiert. Da F— B=FE — A
ist, konnen wir nun durch Einsetzen das Volumen
berechnen.

D

Um diesen Weg gangbar zu machen, haben wir bereits bei der Definition der ur-
sprungsbezogenen Objekte die entsprechenden Kanten mit Pfeilen gekennzeichnet.
Dadurch bekommen die Punkte A, B und C, die das Spat ,definieren®, zweierlei
Bedeutung: sie bezeichnen einerseits die Eckpunkte des ursprungsbezogenen Spates,
andererseits jedoch auch den jeweiligen Punkt, den man zu einer ausgezeichneten
Ecke des Spates hinzuaddieren muss, um drei weitere Ecken zu erhalten. Die Aus-
sage ,drei Punkte A, B und C definieren ein Spat® ist damit eine bewusst schwam-
mige Formulierung, bei der - sobald wir keine ursprungsbezogenen Objekte mehr
betrachten - die Punkte lediglich als Rechenobjekt betrachtet werden. Diese For-
mulierung ist jedoch nicht weniger prézise als die in klassischen Unterrichtsgingen
der analytischen Geometrie verwendete Sprechweise, dass drei Vektoren ein Spat
Laufspannen®. Auch hier ist das Wort ,aufspannen® nicht im mathematisch pré-
zisen Sinne des Aufspanns dreier Vektoren, also der Menge aller Linearkombina-
tionen, gemeint, sondern es bleibt der Interpretation der Schiiler {iberlassen, was
sie sich unter diesem Wort vorstellen. Formal meinen wir damit die Punktmenge
[0,1]- A+1[0,1] - B+ [0,1] - C fiir ein ursprungsbezogenes Spat, bezichungsweise die
Punktmenge [0,1] - (A — B) +[0,1] - (C — B) + [0,1] - (F — B) + B im Fall von
Beispielaufgabe 4.

15.1.5 Koordinatendarstellung und Normalendarstellung von Ebenen

Ist die Dimension des zugrunde liegenden Vektorraumes 3, so besitzen die Ebe-
nen Codimension 1 und sind damit Hyperebenen des R3, genauso wie die Geraden
Hyperebenen des R? sind. Die Ebenen erben damit die Eigenschaft der Geraden,
sich durch eine Koordinatengleichung darstellen zu lassen. Sowohl die Koordinaten-
darstellung als auch die Normalendarstellung sind implizite Darstellungen ein und
desselben geometrischen Objektes, deren Gleichwertigkeit zur Parameterdarstellung
wir in den Sdtzen und gezeigt haben. Dazu haben wir ein Dimensionsar-
gument verwendet, das in dieser Form fiir die Schule ungeeignet ist.

Als Alternative dazu kann die Einfiihrung der Koordinatenform rein algebraisch
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L1
erfolgen: Ist ein Punkt X = | 22 | € F gegeben, so kdnnen wir durch Ldsen des
T3
linearen Gleichungssystems X = rA+ sB+ P die Variablen r und s eliminieren. Die
Lésung dieses Gleichungssystems kann in der Schule jedoch nur beispielgebunden
erfolgen.

Um nicht ausschlieflich anhand von Beispielen argumentieren zu miissen, fithren
wir zunachst die Normalendarstellung der Ebene ein, die wir anschaulich motivie-
ren konnen, und leiten daraus algebraisch die Koordinatendarstellung her. Das im
Beweis von Satz verwendete Dimensionsargument wird durch eine Zeichnung
ersetzt, welche durch das Bildl] in der Einstiegsaufgabe motiviert werden soll: Der
Stiel des Teigrechens (der im Bild leider nicht exakt orthogonal zum Crépe ist) ent-
spricht dabei der orthogonalen Geraden. Da es in den Schulbiichern iiblich ist, fiir
die Koordinatendarstellung ax; + bxy 4 cxrs = e die Variablen a, b und ¢ zu verwen-
den, bezeichnen wir die Koordinaten von N ebenfalls mit a, b und c statt mit nq, no
und ns.

Es folgen beispielhaft die Umwandlungen von einer Darstellungsart in die andere,
die einerseits im Rahmen der didaktischen Reduktion als beispielgebundener Beweis,
andererseits auch zur Priasentation von Rechenschemata dienen.

Bei der Umwandlung der Parameterdarstellung in die Koordinatendarstellung in
Beispielaufgabe 1 bietet sich noch ein anderer als der vorgestellte Rechenweg an: Ist

-5 2 1 T
E=R| 1 |4+R|[ =3+ 1] und X = | 22 | ein Punkt der Ebene FE, so finden
2 3 2 T3
wir reelle Zahlen r, s, so dass
1 -5 2 1
X=|xz2l=r| 1 |+s|-3]+]1
T3 2 3 2
-5 2 1 T
ist. Esfolgt r | 1 | +s| -3 =|[1] — | 2 | und daraus
1r —1s = 4
—13r = 3(1—21)+2(1 —x3) =5—3x; — 225 | ,
3r = 3 — T9 — 23

woraus wir F = {X | 9zy + 1929 + 1323 = 54} erhalten.

Durch diesen rechnerisch aufwiandigen Weg haben wir eine Moglichkeit, eine Ebe-
ne in Koordinatendarstellung umzuwandeln, ohne das Kreuzprodukt verwenden zu

lentnommen aus [47]
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miissen. Da uns jedoch das Kreuzprodukt zur Verfiigung steht, geben wir in der Lo6-
sung der Beispielaufgabe den wesentlich kiirzeren Weg iiber die Normalendarstellung
an.

15.2 Lagebeziehungen

15.2.1 Lagebeziehungen zweier Geraden

Die Definition der Windschiefe zweier Geraden g = RA+P und ¢’ = RA’+ P’ im Un-
terricht kann sowohl analog zu Definition [8.2] erfolgen als auch durch die Verwendung
des Charakterisierungssatzes [8.5 in dem die Windschiefe als dquivalent zur linearen
Unabhéngigkeit von A, A" und P — P’ bewiesen wird. Anschaulich sind windschiefe
Geraden jedoch nicht-parallele Geraden ohne Schnittpunkt, weshalb wir auch im
Unterrichtswerk die Definition verwenden werden. Diese Situation wird im Bild?
in der Einstiegsaufgabe, welche in Anlehnung an [18| erstellt wurde, dargestellt.

Wir wollen im Folgenden darlegen, wie man aus dieser Definition zu der Charakte-
risierung geméf Satz [8.5 kommen kann.

Der Charakterisierungssatz kann in einem klassi-
schen Unterrichtsgang der analytischen Geometrie
unter Verwendung des Vektorbegriffs als Klasse
von Pfeilen anhand einer Zeichnung plausibilisert
werden. Dazu werden die Richtungsvekoren a und
a der Geraden g : 7 = j+r-dund ¢ : T = p'+r-d
als Aquivalenzklasse von Pfeilen gedeutet und je-
weils die Reprasentanten der Vektoren verwendet,
die am Punkt P ansetzen.

Diese Argumentation ist zwiespéltig. Zunéchst wird die Tatsache ausgenutzt, dass
Vektoren Pfeilklassen sind, also Mengen von Pfeilen. Zur Argumentation wird letzt-
endlich jedoch ein ganz spezieller Pfeil ausgewéhlt.

Da wir letztendlich mit ganz speziellen Reprisentanten arbeiten, ist es sinnvoller, auf
Pfeilklassen génzlich zu verzichten. Die dadurch entstehende rein punktorientierte
Argumentation ist begrifflich wesentlich sauberer. Wir geben im Folgenden einen
moglichen Argumentationsweg an.

2entommen aus [39)
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Sind die beiden Geraden ¢ = RA + P und
g = RA’ + P’ windschief, so ist das abgebildete
Polyeder ein Spat, die Punkte P, P+ A, P' + A’
und P’ liegen also nicht in einer gemeinsamen
Ebene. Durch Subtraktion von P’ erhalten wir,
dass die Punkte P — P’, A und A’ nicht in
einer Ursprungsebene liegen und folglich linear
unabhéngig sind.

Sind die beiden Geraden ¢ = RA + P und ¢’ =
RA’ 4+ P’ nicht windschief, so ist das abgebildete
Polyeder kein Spat, die Punkte P, P'+ A, P'+ A’
und P’ liegen also in einer gemeinsamen Ebene.
Durch Subtraktion von P’ erhalten wir, dass die
Punkte P — P', A und A’ in einer Ursprungsebene
liegen und folglich linear abhingig sind.

Wir argumentieren bei obiger Untersuchung, ob das vorliegende Viereck ein Spat ist,
nicht wie in Satz [8.5|rein algebraisch, sondern verwenden im Sinne der didaktischen
Reduktion eine Zeichnung und verweisen auf die Anschauung.

Die Frage ist jedoch, ob es iiberhaupt sinnvoll ist diese Charakterisierung im Unter-
richt zu thematisieren. Ein Argument dafiir ist, dass sie eine Anwendung der Begriffe
linear abhdingig und linear unabhdngig bietet, die ansonsten ungenutzt wieder in Ver-
gessenheit geraten wiirden. Andererseits wiirde eine Aufgabenstellung {iblicherweise
nicht den Nachweis verlangen, dass zwei Geraden windschief sind, sondern eher,
dass die Lage zweier Geraden untersucht werden soll. Eine generelle Lageuntersu-
chung wird jedoch entweder mit der Bestimmung gemeinsamer Punkte oder mit der
Untersuchung auf Parallelitdt beginnen.

Besitzen die Geraden keine gemeinsamen Punkte, so ist es rechnerisch wesentlich
einfacher, die Geraden auf Parallelitidt zu untersuchen und damit herauszufinden, ob
die Geraden windschief sind, als das Kriterium fiir windschiefe Geraden anzuwenden.

Sind die Geraden nicht parallel zueinander, so fiihrt die Suche nach gemeinsamen
Punkten zu einem Gleichungssystem mit zwei Unbekannten, welches in der Regel
mit einem geringeren Rechenaufwand verbunden ist als die Uberpriifung von A, A’
und P — P’ auf lineare Unabhéngigkeit, auch wenn es sich bei Letzterem um ein
homogenes Gleichungssystem handelt. Auferdem miissten in dem Fall, dass die Ge-
raden nicht windschief sind, im Anschluss zusétzlich noch die gemeinsamen Punkte
bestimmt werden.

Deshalb entscheiden wir uns an dieser Stelle, die Charakterisierung windschiefer
Geraden zu iibergehen und nur mithilfe der Definition zu arbeiten. Wir betten damit
die Frage der Windschiefe in die allgemeine Frage der Lage zweier Geraden ein.
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Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Beispiel 1

Die vier Eckpunkte eines echten Vierecks ABC'D liegen genau dann in einer Ebe-
ne, wenn sich die Diagonalenlinien in einem Punkt schneiden. Schneiden sich die
Diagonalenlinien nicht, so sind diese windschief. Interessanter als die Losung dieser
Aufgabe ist die Frage, wie man ebene Vierecke erstellt. Dies kann namlich unter
Zuhilfenahme des Charakterisierungssatzes geschehen: Beginnen wir mit drei linear
abhingigen Punkten und addieren zu diesen jeweils einen vierten Punkt, so erhalten
wir ein ebenes Viereck.

Beispiel 2

Im Rahmen der ebenen Geometrie wurden zwei Verfahren zur Abstandsberechnung
eines Punktes von einer Geraden vorgestellt. Nur eines dieser Verfahren lésst sich
auf den Raum R? iibertragen, weil mit der Windschiefe eine neue Lagebeziehung
zweier Geraden hinzukommt. Das Scheitern des ersten Verfahrens ist eine gute Ge-
legenheit, sich iiber den Hintergrund der Verfahren Gedanken zu machen und die
Funktionsweise zu reflektieren. Letztendlich ist die Entwicklung und Begriindung
der Funktionsweise von Rechenverfahren wesentlich spannender, als das Anwenden
dieser Verfahren.

15.2.2 Lagebeziehungen von Gerade und Ebene

Gemif Satz lasst sich die Untersuchung der Lage von Geraden und Ebenen auf
die Ermittlung der Anzahl der gemeinsamen Punkte und damit auf die Interpreta-
tion der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit 3 Gleichungen und 3
Unbekannten zuriickfithren. Es handelt sich hierbei also lediglich um eine Erweite-
rung einer bereits bekannten Vorgehensweise, die in der Einstiegsaufgabe von den
Schiilern eigenstindig entwickelt werden soll. Der Begriff parallel wird in diesem
Zusammenhang nicht definiert, sondern intuitiv verwendet. Dabei werden Schiiler
die Parallelitit einer Geraden zu einer Ebene eher durch die Tatsache beschreiben,
dass beide sich nicht schneiden, als wie in Definition [8.6|die Teilmengenbeziehung der
dazugehdrigen Ursprungsgeraden bzw. Ursprungsebene zu betrachten. Die in Aufga-
benteil (b) gegebene Gerade ist parallel zur gegebenen Ebene. In der Beispielaufgabe
werden die drei moglichen Lagen beispielhaft durchgerechnet.

15.2.3 Lagebeziehungen zweier Ebenen

Die Grundlage fiir die Untersuchung der Lagebeziehung zweier Ebenen £ = RA +
RB + P und E' = RA" + RB’ 4+ P’ bildet Satz der besagt, dass zwei Ebenen
entweder parallel zueinander sind oder dass deren Schnittmenge eine Gerade ist.
Anschaulich ist sofort ersichtlich, dass einer dieser beiden Félle vorliegen muss.
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Um zu entscheiden, welcher dieser beiden Fille vorliegt, bietet sich einerseits - analog
zu der Analyse der Lagebeziehung von Gerade und Ebene - eine Interpretation der
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

rA+sB+ P =tA" +uB + P, (%)

an. Dies ist zunachst eine bekannte Vorgehensweise, wobei sich lediglich die Zahl der
Variablen des Gleichungssystems erhoht hat. Als Schwierigkeit kommt hier jedoch
hinzu, dass im Falle mehrerer Losungen die Dimension des Losungsraumes bestimmt
werden muss. Nur damit lisst sich unterscheiden, ob die Ebenen gleich sind oder
sich nur in einer Geraden schneiden.

Wegen der Analogie zu bereits durchgefiihrten Lageuntersuchungen ist dieses Ver-
fahren das intuitiv naheliegende. Zuséitzlich hat dieses Verfahren den Vorteil, dass
man unmittelbar die Schnittgerade angeben kann. Allerdings ist die Losung dieses
Gleichungssystems rechnerisch aufwindig, so dass es sich anbietet, zundchst mit-
hilfe gemeinsamer orthogonaler Geraden gemifl Satz zu untersuchen, ob die
Ebenen parallel zueinander sind. Ist eine oder sind sogar beide Ebenen in Koor-
dinatendarstellung bzw. Normalendarstellung gegeben, so kénnen wir orthogonale
Geraden bestimmen, ohne das Kreuzprodukt berechnen zu miissen, so dass wir oft-
mals schon durch ,scharfes Hinsehen® feststellen konnen, ob die Ebenen parallel
zueinander sind.

In der Einstiegsaufgabe werden die zu den Ebenen orthogonalen Geraden durch die
Verbindungsstreben des Kratzbaumes symbolisiert. Bei der daraus folgenden Cha-
rakterisierung paralleler und nicht paralleler Ebenen wird in beiden Féllen lediglich
von der Existenz orthogonaler Geraden gesprochen, so dass die eine Aussage formal
zunichst nicht die Negation der anderen Aussage ist. Allerdings ist die Existenz es-
ner Geraden, die zu beiden Ebenen orthogonal ist, wegen Satz aquivalent dazu,
dass jede Gerade g, die zu F orthogonal ist, auch zu E’ orthogonal ist, weshalb diese
Nachléssigkeit an dieser Stelle zulissig ist.

15.2.4 Schnittwinkel

In Kapitel 8.4 haben wir die Grofen folgender Winkel definiert:

(1) Innenwinkel in einem Ursprungsdreieck £(A, B),
(2) Innenwinkel im Dreieck £(A, B, C),

(3) Schnittwinkel zweier Ursprungsgeraden go, g5,
(4) Schnittwinkel zweier Geraden g, ¢,

(5) Schnittwinkel von Gerade g und Ebene E,
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(6) Schnittwinkel zweier Ebenen E und E'.

Dabei wird Definition (1) sukzessive gemif folgendem Schema erweitert
(2) £(4, B,C)

WAAB 29 63) 2(g0,9)  (0<(0,9) - {

(5) £(g9, E)
(6) £(E, E')

Aus der Definition der Winkelgréke in einem Ursprungsdreieck werden sowohl die
Winkelgrofen in beliebigen Dreiecken als auch die Grofen der Schnittwinkel zwei-
er Ursrpungsgeraden abgeleitet. Sowohl die Grofe des Schnittwinkels von Gerade
und Ebene als auch von Ebene und Ebene sind Erweiterungen der Definition des
Schnittwinkels zweier Geraden.

Im Unterrichtswerk (Teil [II| dieser Arbeit) werden die Begriffe Winkel (1), (2) und
(3) hingegen nicht definiert, sondern als gegeben vorausgesetzt und lediglich mit
Methoden der analytischen Geometrie beschrieben. Im Abschnitt wurde die
Grofse des in der Sekundarstufe I definierten Innenwinkels von Dreiecken lediglich
mithilfe des Kosinussatzes berechnet. Wegen der einfacheren Berechnung haben wir
auch dort mit der Berechnung der Gréfe von (1) begonnen und diese dann auf (2)
iibertragen. Fiir die Grofse des durch zwei Punkte A und B am Koordinatenursprung
eingeschlossenen Winkels gilt demnach
AeB

cos(£(A, B)) = TATIBT (%)

Winkel zwischen Geraden sind den Schiilern aus der Sekundarstufe I in Form von
Nebenwinkeln und Scheitelwinkeln bekannt. Es wird in der Sekundarstufe I jedoch
nicht thematisiert, was unter dem Winkel zweier Geraden zu verstehen ist. Winkel
zwischen Gerade und Ebene sowie zwischen zwei Ebenen sind den Schiilern hinge-
gen ginzlich unbekannt. Deshalb miissen die Begriffe (3), (4), (5) und (6) zunéchst
definiert werden, bevor wir uns der Berechnung der Winkelgrofen widmen koénnen.
Da die Definitionen von (5) und (6) auf der Definition von (4) aufbauen, beginnen
wir mit Definition (4), also der Definition des Schnittwinkels zweier Geraden. Die
Definition (3) ist damit lediglich ein Spezialfall von Definition (4).

Schnittwinkel zweier Geraden

Die Definition von Schnittwinkeln von Geraden ist nur dann sinnvoll, wenn sich die
Geraden schneiden. Die Geraden diirfen also nicht windschief sein und miissen im
Falle der Parallelitit gleich sein.

Dabei ergibt sich das Problem, dass zwei Ursprungsgeraden vier Winkel mit zwei
unterschiedlichen Grofen einschliefien. Die Einstiegsaufgabe orientiert sich an [18], S.
367, und regt die Diskussion an, dass wir uns bei der Betrachtung von Schnittwinkeln
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von Geraden zunéchst darauf einigen miissen, welchen dieser vier Winkel wir als
Winkel zwischen den Geraden bezeichnen wollen, dass es hier also tatséichlich eines
definitorischen Aktes bedarf.

Wir definieren die Winkelgrofe analog zu Definition [8.12] als kleinere dieser beiden
Winkelgrofen. Satz liefert eine Moglichkeit die Grofe dieses Winkels mithilfe

der Formel | |
Ae B

cos£(R-AR-B) = ———- (%)
Al B

zu berechnen. Fiir den Unterricht ergeben sich damit folgende Moglichkeiten:

(1) Berechnung der Winkelgrofke o mithilfe von (x), falls dass Ergebnis grofer
als 90° ist, ist die Grofe des Schnittwinkels der Geraden RA und RB gleich
180° — a,

(2) Berechnung der Winkelgréfe mithilfe von (sx).

Méglichkeit (2) bietet den Vorteil einer geschlossenen Formel zur Berechnung der
Groke des Schnittwinkels zweier Geraden, hat jedoch den Nachteil, dass mit (x)
und (k%) zwei nahezu identisch aussehende Formeln zum Einsatz kommen. Wird
in einem Unterrichtsgang lediglich der Schnittwinkel zweier Geraden thematisiert,
bietet es sich an, auf die Einfiihrung der Formel (k%) zu verzichten und stattdessen
im Anschluss an die Winkelberechnung lediglich zu {iberpriifen, ob die Winkelgrofe
kleiner oder grofer als 180° ist. Werden jedoch zusédtzlich noch Winkel zwischen
Geraden und Ebenen sowie zwischen Ebenen und Ebenen thematisiert, so ist die
Einfiihrung von (#x) lohnenswert.

Schnittwinkel von Gerade und Ebene

Die Definition des Schnittwinkels von Gerade und Ebene wird iiber die Projektions-
gerade auf die Definition des Schnittwinkels zweier Geraden zuriickgefiihrt. Dabei
verzichten wir im Rahmen der didaktischen Reduktion auf eine formale Einfiihrung
der Projektionsgeraden und motivieren diese lediglich durch eine Zeichnung. Die
Berechnung der Grofe des Schnittwinkels orientiert sich dabei am Beweis von Satz

R.23l
Schnittwinkel zweier Ebenen

Der Schnittwinkel zweier sich schneidender Ebenen E und E’ koénnte direkt als
Schnittwinkel zweier sich schneidender und zur Ebene E respektive E’ orthogonaler
Geraden n und n' definiert werden. Intuitiver ist jedoch zunéchst die Vorstellung,
dass die Schnittsituation der Ebenen dadurch entstanden ist, dass die Ebenen ent-
lang der Schnittgeraden s gedreht wurden. Den Winkel dieser Drehung, die wir in
der Zeichnung durch Pfeile kenntlich gemacht haben, bezeichnen wir als Schnittwin-
kel dieser Geraden. Der Nachweis, dass die Gréfe dieses Winkels mit der Grofe des
Schnittwinkels der Geraden n und n’ iibereinstimmt, wurde in Satz erbracht.
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Im Rahmen der didaktischen Reduktion verzichten wir auf die dort aufgefiihrte lang-
liche Rechnung und verweisen auf die Anschauung: Die Zeichnung suggeriert, dass
bei einer Drehung der Ebenen F und E’ die Geraden n und n’ in gleichem Mafe
gedreht werden.

15.2.5 Abstand Punkt-Ebene
Vorbetrachtungen

Die Definition des Abstandes eines Punktes X von einer Ebene F = RA+RB + P
ist den Schiilern noch nicht aus der Elementargeometrie bekannt und muss deshalb
im Gegensatz zum Abstand Punkt/Gerade an dieser Stelle definiert werden. Hierzu
ist es wichtig, dass die Ebene als Punktmenge erkannt wird. Damit ldsst sich der
Abstandsbegriff Punkt/Ebene als Erweiterung des Abstandsbegriffs zweier Punkte,
und damit der Streckenlénge, definieren: der Abstand eines Punktes X von der
Ebene E ist die kiirzeste Entfernung eines Punktes Y € E und X. Mithilfe des
Satzes des Pythagoras lasst sich wie in Satz begriinden, dass Y der Fulipunkt
des Lotes durch X auf F sein muss.

Ziel ist es also, diesen Lotfulipunkt zu berechnen. Dazu bieten sich folgende Mog-
lichkeiten an:

(1) Projektion des Punktes X — P auf den zweidimensionalen Teilraum RA+RB,
(2) Berechnung mithilfe der elementargeometrischen Definition des Cosinus,

(3) Projektion des Punktes X — P auf das orthogonale Komplement des Teilraums
RA + RB,

(4) Konstruktion der Lotgeraden mit anschliefender Schnittpunktberechnung.

zu (1)  Der Abstand des Punktes X von der Ebene £ = RA 4+ RB + P ist gleich
dem Abstand des Punkte X — P von der Ebene £ — P = RA+ RB, also gleich dem
Abstand eines Punktes von einem zweidimensionalen Teilraum des R", wobei n > 2
beliebig gewihlt sein kann. Der Teilraum RA + RB bildet zusammen mit seinem
orthogonalen Komplement

RA+RB): ={X | X cR" VY c RA+RB: X oY =0}

eine direkte Zerlegung des R", geméf [15], S. 101, ldsst sich also jeder Punkt X € R™
eindeutig darstellen als X = X; + X5, wobei X; € RA+ RB und X, € (RA +
RB)* ist. X; und X, werden die Orthogonalprojektionen des Punktes X auf den
Teilraum RA+RB respektive (RA+RB)* genannt. Wir wollen also im Folgenden die
Orthogonalprojektion (X — P)gayrp des Punktes X — P auf den Teilraum RA+RB
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berechnen. Ist eine Orthonormalbasis {A’, B’} des Teilraumes RA + RB gegeben,
d.h. eine Basis mit [A'| = |B’| =1 und A’ ¢ B’ = 0, so ist

(X_P)RA—HRB == ((X—P).A/) A/—I— ((X—P) OB/) 'B/.
Da RA + RB jedoch zweidimensional ist, konnen wir eine Orthonormalbasis nicht

mehr ausschlieklich durch Normierung von A und B erzeugen, sondern wir miis-

sen stattdessen andere Verfahren wie beispielsweise das Gram-Schmidtsche Ortho-

normalisierungsverfahren (vgl. [15], S. 296) verwenden. Dazu setzen wir A’ := ﬁ,

B=B-(BeA)-A und B := ﬁé Damit erhalten wir folgendes Verfahren zur
Berechnung des Abstandes von X und E:

e crzeuge eine Orthonormalbasis {A’, B’} von RA + RB durch

A=t Bop_ (Be A')- A und B’ := ii&
|A] B
e berechne den Fufpunkt (X — P)ras p des Lotes durch X — P auf RA + RB,
(X = Plrasrs = (X = P) e A)- A+ (X - P)e B')- B,
e der Abstand des Punktes X von der Ebene E ist gleich dem Abstand des
Punktes X — P von Teilraum RA + RB, also gleich dem Abstand
(X = P) = (X — P)rasrs|-

Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es fiir beliebige Dimensionen n > 2 geeignet

ist. Allerdings ist es aufgrund des Orthonormalisierungsprozesses sehr rechenauf-
wandig, weshalb wir es im Folgenden nicht weiter verwenden werden.

zu (2) Im Rahmen der didaktischen Reduktion konnen wir auf elementargeome-
trische Sétze zuriickgreifen und folgendermafen argumentieren:

Ist Xg der Fulkpunkt des Lotes durch X auf E, so P
sind wegen ¢(X, Xg)LFE und R(A x B) + PLE, ] "
die Geraden g(X, Xz) und R(A x B) + P parallel é
zueinander. Nach dem Wechselwinkelsatz an par- R(AxB)+P p—
allelen Geraden ist 7 _____ A,
L(Xp,X,P)=4L(Ax B+ P,P,X). P

Wir erhalten
d=|XP| cos{(Xg,X,P)=|X —P|-cos{(Ax B+ P, P, X)
(Ax B)e (X — P)
|A x B||X — P|

=|X—-P|-cosd(AxB,X—-P)=|X—-P|-

(Ax B)e (X —P)
|A x B|
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zu (3) Der Abstand d des Punktes X von der Ebene £ = RA+RB + P ist gleich
dem Abstand des Punktes X — P von der Ebene Ep = E — P = RA + RB, also
gleich dem Abstand eines Punktes von einem zweidimensionalen Teilraum des R™.
Im Fall n = 3 ist das orthogonale Komplement zu RA + RB geméf Satz die
Ursprungsgerade R(A x B), also ein eindimensionaler Teilraum. Die Projektion auf
diesen Teilraum lasst sich wesentlich einfacher berechnen, da wir eine Orthonormal-
basis dieses Teilraums durch Normierung von A x B erhalten.

Da

R? = (RA+RB) @ (RA+RB)" = (RA+RB) ®R(A x B)

eine direkte Summe ist, ist

(X = P)ratre = (X = P) = (X — P)(ras+rB). -

Setzen wir N := |AX3|A X B, so erhalten wir
d=|(X —=P)— (X - P)pl = (X = P)rasrp):| = |(X — P)r(axs)|
(X —P)e (AXB)!
= [(X = P)e ) - N| = (X = PeN| = 150

Dieser Ansatz ist der Grundgedanke hinter dem Beweis von Satz Um diesen
Beweis fiir die Schule zuginglich zu machen, nutzen wir erneut die Identifikation
des R3 mit dem Raum und greifen auf die aus der Elementargeometrie bekannte
Tatsache zuriick, dass in Rechtecken gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind.

Da R(A x B)LEp und g(X — P,(X — P)g)LEo
ist, ist das Viereck mit den Ecken (A x B)LFEy, el B))(,p
X — P, (X — P)g und O ein Rechteck. (X - Priaxs) %
Wir erhalten | 7
'> Bx_p,,
d = |(X ~P)(X - P)g,| K
= |(X = Plriaxp)|
I(

= |[(X = P)eNJ.

Damit erhalten wir folgendes Verfahren zur Abstandsbestimmung:

e berechne N := - (A x B),

|A><B|

e der Abstand des Punktes X von der Ebene FE ist gleich dem Betrag von
(X — P)r(axn), also gleich [(X — P) e N|.

Dieses Verfahren zur Abstandsberechnung haben wir bei der Berechnung des Vo-
lumens des Spats bereits verwendet. Setzen wir die Berechnungsformel fiir das Vo-
lumen des Spats als bekannt voraus, so konnen wir den Term |(X — P) @ N| durch
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folgende Rechnung uminterpretieren. Es ist namlich

1
|A x B|

Ax B)e(X —P)|
|A x B|

(X —P)eN|=|(X—-P)e( -(AXB)):K

Der Zahler dieses Bruches ist das Volumen des durch die Punkte A, B, X — P und
den Koordinatenursprung definierten Spats, der Nenner ist der Flidcheninhalt des
durch die Punkte A und B definierten Parallelogramms und damit der Grundfliche
des Spats. Setzen wir die Formel

Volumen des Spats = Fldcheninhalt der Grundfliche - Lange der Hohe

als bekannt voraus, so liefert der Term

|(Ax B)e (X — P)|
|A x B|

also genau die Lange der Hohe des Spats und damit den Abstand des Punktes X — P
von der Ebene Ep = E(A, B,0) [}

zu (4) Da Ebenen des Raumes genauso wie die Geraden der Ebene Hyperebenen
des umliegenden Raumes sind, teilen diese wesentliche Eigenschaften. Deshalb l&sst
sich der Abstand analog zur Abstandberechnung Punkt/Gerade im Rahmen der
ebenen Geometrie durch folgendes Verfahren berechnen:

e das Lot [ durch X auf E ist gegeben durch

| =R(A x B) + X,

e berechne den Schnittpunkt Xz der Lotgeraden [ und der Ebene E,

e der Abstand des Punktes X von der Ebene F ist gleich der Lénge der Strecke
XXg.

Von den vier geschilderten Verfahren ist das vierte das intuitivste, weil es ohne wei-
tere theoretische Vorbetrachtungen analog zur Abstandsberechnung Punkt-Gerade
im R? durchgefiihrt werden kann. Es hat jedoch den Nachteil, dass zur Schnitt-
punktberechnung ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Die Existenz
genau einer Losung ist jedoch durch die Orthogonalitét der Lotgeraden [ zur Ebe-
ne F sichergestellt, weshalb die Losung an dieser Stelle dem Taschenrechner {iber-
lassen werden kann. Aber auch das dritte Verfahren soll wegen der anschaulichen
Interpretationsmoglichkeit im weiteren Verlauf zur Anwendung kommen, um eine
Abstandsformel herzuleiten.

3U. Leck, personliche Kommunikation
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Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe

Wir setzen hier voraus, dass die Schiiler intuitiv unter dem Abstand eines Punktes
X von einer Ebene E den kiirzesten Abstand eines Punktes Y € F vom Punkt X
verstehen. Ziel der Einstiegsaufgabe soll es sein, diesen kiirzesten Abstand mit dem
Lotfupunkt in Verbindung zu bringen, den die Schiiler nur aus der ebenen Geome-
trie kennen. Die Begriindung, dass der Punkt Xz tatsdchlich der Punkt der Ebene
ist, der dem Punkt X am nichsten ist, ist mit Methoden der ebenen Geometrie
durchfiihrbar. Dazu miissen die Schiiler gedanklich die Ebene E(X, Xg,Y’) betrach-
ten. Es wird nicht formal bewiesen, dass das Dreieck XY Xg rechtwinklig bei Xg
ist, denn ein Verweis auf die Anschauung ist hier zur Plausibilisierung ausreichend.
Aufgabenteil (a) ist somit lediglich eine Anwendung des Satzes des Pythagoras der
ebenen Geometrie bzw. der offensichtlichen Tatsache, dass in einem rechtwinkligien
Dreieck die Hypothenuse stets langer ist als die Katheten. Allerdings bedarf es des
mentalen Operierens (siehe auch [54]) mit geometrischen Objekten, um eine geeigne-
te Ebene zu finden, in der anschliefend die Sétze der ebenen GGeometrie angewandt
werden.

Die in der Zeichnung eingetragene Lotgerade und der dort eingezeichnete Lotfuf-
punkt Xz legt die Anwendung des 4. Verfahrens zur Abstandsberechnung nahe. Die
Lotgerade durch X auf F ist

2 1 —21 —19 —21
[=R -1 x |5 +( 10 | =R -5+ 10 |,
3 4 17 11 17
—2
der Schnittpunkt von [ und E ist Xg = | 15 |, der Abstand d von X und F ist
5
—19
d=|XXg|=|X—-Xg|=|| =5 ||=V530.
12

Dieses intuitiv anwendbare Verfahren ist aufgrund seiner Mehrschrittigkeit fiir eine
Vorbereitung der Schiiler auf das Zentralabitur des Landes Schleswig-Holstein un-
vorteilhaft. Da Abstandsberechnungen von Punkt und Ebene einen zentralen Auf-
gabentyp im Zentralabitur darstellen, ist es hilfreich, eine geschlossene Formel fiir
diese Abstinde zu kennen. Eine Herleitung einer Abstandsformel haben wir bereits
bei der Berechnung des Spatvolumens erbracht. Wir gehen an dieser Stelle den um-
gekehrten Weg, setzen das Spatprodukt als bekannt voraus und nutzen dies fiir eine
Neuinterpretation der Abstandsformel als Hohe im entsprechenden Spat. Der Nach-
teil dieser Formel ist, dass diese letztendlich auch ohne die geometrisch motivierte
Herleitung angewendet werden kann und sich damit die Abstandberechnung auf die



340 KAPITEL 15. BEMERKUNGEN ZUR GEOMETRIE DES RAUMES

Anweisung ,setze den Punkt in die Hessesche Normalendarstellung ein® beziehungs-
weise ,suche in der Formelsammlung nach der Formel und setze ein’ reduziert. Es
ist traurige Realitédt, dass ein sicheres Beherrschen dieser Formel eine wesentliche
,2Kompetenz* zum guten Bestehen des Zentralabiturs ist.

15.2.6 Abstand windschiefer Geraden
Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe

Bevor wir den Abstand zweier windschiefer Geraden ¢ = RC'+Q und ¢’ = RC' + @’
berechnen kénnen, miissen wir zunéchst definieren, was wir unter diesem Abstand
verstehen, ndmlich den minimalen Abstand zweier Punkte auf beiden Geraden.

Im Gegensatz zur Abstandsberechnung Punkt-Ebene, bei der ein Punkt fixiert und
nur der Punkt in der Ebene variiert wird, kommt an dieser Stelle erschwerend hinzu,
dass nun beide Objekte aus mehreren Punkten bestehen und somit zwei Punkte
variiert werden miissen. Zerlegt man diesen Vorgang in zeitlich getrennte Prozesse
und fixiert zunéchst einen Punkt P auf der Geraden g und variiert den Punkt P’ auf
der Geraden ¢/, so erhilt man das Abstandsproblem Punkt-Gerade, P’ muss folglich
der Fulpunkt des Lotes durch P auf ¢’, um den minimalen Abstand vom Punkt P zu
besitzen. Nun muss im néchsten Schritt jedoch P" auf der Geraden ¢’ fixiert und der
Punkt P auf der Geraden g variiert werden, wodurch der Punkt P’ jedoch mitunter
die Eigenschaft, der Lotfulipunkt zu sein, verliert. Diese Schritte beschreiben also
- wenn iiberhaupt - ein iteratives Verfahren, wie wir uns den Punkten minimalen
Abstandes ndhern kénnten. Wir miissen also stattdessen beide Punkte simultan
variieren.

Zur Motivation des Abstandsbegriffs dient die Einstiegsaufgabe, die in Anlehnung an
[18], S. 361 formuliert ist. Diese Aufgabe stellt den Spezialfall dar, in dem das durch
die Geraden ¢ und ¢’ definierte Spat ein Quader ist. Dies hat den Vorteil, dass die
dort eingezeichneten Eckpunkte schon die Punkte minimalen Abstandes sind. Wir
umgehen damit das Problem der simultanen Variation der Punkte, indem wir die
Optimalsituation voraussetzen und aus dieser die dafiir notwendigen Eigenschaften
ableiten. Die Frage, ob diese Eigenschaften auch hinreichend sind, iibergehen wir im
Rahmen der didaktischen Reduktion.

An dieser Aufgabe lassen sich folgende Tatsachen diskutieren:

(1) den Abstand der Punkte auf den Geraden mit geringstem Abstand bezeichnen
wir als Abstand der Geraden,

(2) die Verbindungsgerade durch diese Punkte ist orthogonal zu beiden Geraden,

(3) der Abstand der Punkte ist gleich der Hohe des Quaders.



15.2. LAGEBEZIEHUNGEN 341

Diese drei Diskussionspunkte liefern jeweils unterschiedliche Zugéinge, mit denen wir
den Abstand berechnen kénnen.

(1)  Wir kénnen die Punkte minimalen Abstandes als Losung eines Extremwert-
problems finden: Fiir jedes r € R sei P, := rC + @ ein Punkt auf der Geraden ¢ und
fiir jedes s € R sei P := sC"+ @' ein Punkt auf der Geraden ¢’. Wir betrachten die
Funktion

d:R> =R, (r,z) — |PP) = 0C—sC'+Q— Q).

Um den Abstand der Geraden g und ¢’ zu berechnen, miissen wir das Minimum der
Funktion d finden. Eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass der Gradient

grad ()1, ) = (9 (r,5), 9o(r,5))

an der Stelle (7, s) gleich (0,0) ist. Es ist

ad
E(T’ s)=2(rC —sC"+Q —-Q") e

und ad
%(T, s)=2(rC —sC'"+Q — Q") e (=C"),

eine notwendige Bedingung zum Vorliegen des Minimus ist also
(P,— P))eC =0und (P, — P.)e (" =0,

was nichts anderes ist als die Forderung, dass die Verbindungsgerade g(P, P") ortho-
gonal zu beiden Ausgangsgeraden ist. Auch wenn wir im Rahmen der didaktischen
Reduktion an dieser Stelle auf den Nachweis verzichten, dass diese Eigenschaft auch
hinreichend ist, macht die Anwendung von Methoden der Analysis mehrerer Veran-
derlicher diesen Zugang ungeeignet fiir die Sekundarstufe 1. Gegeniiber dem Zugang
(2) hat dieser Zugang keinen Vorteil, da sich auch hier die Frage stellt, wie wir die
Punkte P und P’ berechnen kénnen.

(2)  Wir umgehen die eingangs erwihnte Problematik, dass nun zwei Punkte va-
rilert werden miissen, indem wir statt der Aquivalenzaussage von Satz nur die
Riickrichtung ,wenn die Punkte P und P’ Punkte minimalen Abstandes sind, dann
missen sie jeweils LotfufSpunkte sein® erwdhnen. Dies kann im Rahmen der Ein-
stiegsaufgabe geometrisch begriindet werden: Wére beispielsweise P’ nicht der Fuf-
punkt des Lotes durch P auf ¢/, so hiitte der Lotfulspunkt einen geringeren Abstand
von P.

Im Falle des Quaders existieren die Fufspunkte eines gemeinsamen Lotes offensicht-
lich. Die Frage, ob dies immer der Fall ist, wird sowohl in der Einstiegsaufgabe als
auch im Lehrtext im Rahmen der didaktischen Reduktion iibergangen.

Um diese Punkte P und P’ zu finden, miissen wir das lineare Gleichungssystem

(P, —P)eC=0und (P, —P)eC' =0
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mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen l6sen, welches dquivalent ist zu dem
linearen Gleichungssystem

r(CeC)—s(C"eC) = (@'-Q)eC
r(Cel) —s(C'e () = (=Q)eC".

(3) Die Lange der Hohe des Quaders konnen wir auf folgende Arten berechnen:

e Die Liange der Hohe des Quaders ist gleich dem Quotienten des Volumens und
dem Flédcheninhalt der entsprechenden Grundfliche,

e Die Liange der Hohe ist gleich dem Abstand der durch die entsprechenden
Seitenflichen definierten Ebenen.

Diese Vorgehensweise lasst sich nun fiir beliebige windschiefe Geraden g und ¢’ ver-
allgemeinern: Anstatt eines Quaders ist das zugrunde liegende Objekt nun ein Spat.
Das Volumen des Spats ist durch das Spatprodukt [(C' x C”) e (Q — Q')| gegeben,
die Grundflache ist ein Parallelogramm mit Flacheninhalt |C' x C’|, die Linge der
Hohe des Spats ist demnach

[(CxC") e (Q—Q)
|C' x C'| '
Die Seitenflichen definieren die parallelen Ebenen £ = RC + RC’ + Q und E' =

RC + RC’ + @', deren Abstand ebenfalls (€ x %); (ch| miosl ist.

Anmerkungen zur Beispielaufgabe

In [12] wird verlangt, dass die Schiiler ,die Parametergleichung einer Geraden (Ebe-
ne) im R? als eine Funktion R — R? (R? — R3)“ verstehen und so Bewegungen im
Raum modellieren.

Um den Abstand der Flugbahnen in der vorliegenden Beispielaufgabe (in Anlehnung
an [7], S. 318) berechnen zu kénnen, werden die Flugbahnen als Punktmengen

3 T T 3
R|112] = o | |[IreR: |z | =r- |12
4 T3 T3 4
und
0 0 T T 0 0
R{-8]+1110] = o | |[reR: |z | =r-[-8]+ |10
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betrachtet. Zur Berechnung des minimalen Abstandes der Tiere ist jedoch eine wei-
tere Interpretation notwendig, nédmlich als Funktion

Z1 T 3
(t, To )|t€R, o | =t |12
T3 XT3 4
und
T T 0 0
(ta %) ) | te Ra o | =1- =81+ (10
T3 T3 0 5)

Diese Interpretation ist nun nicht mehr unabhéangig von der Wahl der Darstellung
0 0
der beiden Geraden. Die Punkte | 0 | beziehungsweise [ 10 | sind nicht mehr be-
0 5
liebige Punkte auf den jeweiligen Geraden, sondern sie beschreiben die Position der
3 0
Tiere zum Startzeitpunkt ¢ = 0. Ebenso sind die Punkte | 12 | bzw. | —8 |, die
4 0
die dazugehorigen Ursprungsgeraden beschreiben, nicht mehr beliebig gewéhlt, son-
dern sie miissen die Differenz der Position nach Ablauf einer Zeiteinheit und der
Startposition sein. Nur so ist gewéhrleistet, dass wir durch Einsetzen von t = 1 die
Position der Tiere nach einer Zeiteinheit erhalten. Diese Beispielaufgabe zur Her-
ausarbeitung dieser beiden Sichtweisen auf die Parameterdarstellung von Geraden
bietet einen kurzen Einblick in die Theorie der parametrisierten Kurven, wodurch
Grundziige der Leitidee 4 (Funktionaler Zusammenhang) in die analytische Geome-
trie eingebracht werden.

15.3 Kugeln

Anmerkungen zur Einstiegsaufgabe

Kugeln stellen das dreidimensionale Analogon zu Kreisen dar. Da Kreise bereits im
Rahmen der ebenen Geometrie thematisiert wurden, kann auf das dort behandelte
Wissen zuriickgegriffen werden. Die Einstiegsaufgabe dient dazu, die vorhandenen
Begrifflichkeiten der ebenen Geometrie auf die Geometrie des Raumes zu iibertragen.
Die Lageuntersuchung von Punkt und Kugel kann auf die Abstandsberechnung des
Punktes vom Kugelmittelpunkt zuriickgefiihrt werden. Hier liegt der Punkt P auf
der Kugel und der Punkt ) auferhalb der Kugel.
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Anmerkungen zu den Beispielaufgaben

Mit Einfiihrung eines neuen geometrischen Objektes konnen wir dessen Lage zu den
bereits bekannten Objekten untersuchen. Dies erfolgt im Rahmen von Beispielaufga-
ben, die sich im Sinne eines Spiralcurriculums an den bereits behandelten Aufgaben
zum Kreis orientieren.

Beispiel 4

Im Unterschied zum zweidimensionalen Fall kann der Mittelpunkt einer Kugel durch
4 Punkte (die nicht alle in einer Ebene liegen) nicht mehr als Schnittpunkt der Mit-
telsenkrechten ermittelt werden. Bei der Thematisierung von Kreisen durch 3 Punkte
haben wir jedoch ein weiteres Verfahren etabliert, das sich auf Kugeln iibertragen
lasst: Wir erstellen ein Gleichungssystem, welches nun aus 4 Gleichungen und 4 Un-
bekannten besteht - den drei Koordinaten des Kugelmittelpunktes sowie dem Radius
r der Kugel. Die Strategie zum Losen dieses Gleichungssystems ist dieselbe wie die
bereits bei den Kreisen angewandte.

Beispiel 5

Auch die Lageuntersuchung einer Kugel K zu einer Geraden g sowie deren Schnitt-
punktberechnung erfolgt analog zum Fall Kreis/Gerade. Fiir die Lageuntersuchung
bieten sich folgende Moglichkeiten an:

e Berechnung des Abstandes des Kugelmittelpunktes von der Geraden,

e Losung des Gleichungssystems aus der Kugelgleichung und der Geradenglei-
chung und anschliefsende Interpretation der Losungsmenge.

In diesem Fall ist die Losung des Gleichungssystems nicht wesentlich aufwandiger
als die Abstandberechnung, da nur ein Parameter gefunden werden muss. Deshalb
bietet sich hier auch dann die zweite Mdglichkeit an, wenn in der Aufgabenstellung
nicht explizit nach den Schnittpunkten gefragt wird.

Beispiel 6

Bei der Untersuchung der Lage von Kugel und Ebene bietet sich eine Abstands-
betrachtung des Kugelmittelpunktes von der Ebene an, anstatt die Lage durch die
Anzahl gemeinsamer Punkte zu bestimmen. Den Schnittkreis erhalten wir in die-
sem Fall nicht durch Losung des Gleichungssystems, bestehend aus Kugelgleichung
und Ebenengleichung, sondern durch geometrische Betrachtungen. Satz stellt
sicher, dass der so ermittelte Kreis tatséchlich die Schnittmenge der beiden Kugeln
beschreibt, wobei das urspriinglich nur fiir den zweidimensionalen Fall definierte
Wort, Kreis an dieser Stelle in Bezug auf die Ebene F zu interpretieren ist. Um die-
se geometrischen Betrachtungen durchzufiihren, miissen die Schiiler eine geeignete
Schnittebene wihlen, ndmlich die Ebene E(X, M, Mg), in der der Satz des Pytha-
goras angewendet werden kann. Es werden hierzu also keine neuen Konzepte der
analytischen Geometrie benotigt, sondern eine ausgepriagte Raumvorstellung (zur
Entwicklung der Raumvorstellung sieche auch [54]).
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Beispiele 10 und 11

Die Lageuntersuchung zweier Kugeln K und K’ erfolgt analog zur Lageuntersuchung
zweier Kreise zunédchst iiber Abstandsbetrachungen der Kugelmittelpunkte. Suchen
wir anschliefsend nach gemeinsamen Punkten, so ergibt sich bei der Losung des aus
den beiden Kugelgleichungen bestehenden Gleichungsystems wie bei der Lageun-
tersuchung zweier Kreise die Situation, dass wir das Ergebnis einer algebraischen
Umformung geometrisieren kénnen: Wir erhalten die Koordinatendarstellung der
Schnittebene der beiden Kugeln, womit wir das Problem wieder auf ein bekanntes
Problem zuriickgefiihrt haben, das wir nun wie in Beispiel 7 mithilfe elementargeo-
metrischer Sitze 16sen.






16 Diskussion

Einer unserer Kritikpunkte am klassischen Zugang zur analytischen Geometrie war,
dass der Wechsel zwischen den Objekten Punkt und Pfeilklasse bei den Schiilern zu
einer Objektunsicherheit fiihrt. Die als Pfeilklassen definierten Vektoren werden in
der Regel trotzdem punktbezogen verwendet. Dies tritt insbesondere beim Ortsvek-
tor eines Punktes auf, der zwar eine Aquivalenzklasse von Pfeilen ist, aber stets durch
einen ganz bestimmten Reprasentanten dargestellt wird. Notwendig wird dieser Weg
nur deshalb, um das Dilemma zu umgehen, zwei verschiedene mathematische Ob-
jekte addieren zu miissen. Durch diese Verwendung von Aquivalenzklassen wird der
klare Blick auf die Vektorraumstruktur des R? respektive R? verwissert: Die grundle-
gende Eingenschaft von Vektoren ist ndmlich nicht, dass sie Aquivalenzklassen sind,
sondern dass fiir sie gewisse Rechenregeln gelten, durch die die Vektorraumstruktur
des zugrunde liegenden Raumes zum Ausdruck kommt. Die Definition von Vektoren
als Pfeilklassen erschwert es zusétzlich, im Unterrichtsverlauf weitere Beispiele fiir
Vektorraume einbringen zu kénnen.

Wir haben einen Unterrichtsgang prasentiert, der ausschlieflich Punkte als grundle-
gende Objekte verwendet und darauf aufbauend die Objekte Gerade, Ebene, Kreis
und Kugel als Punktmengen definiert, womit ein hoher Grad an Objektklarheit
gewahrleistet ist. In diesem Unterrichtsgang werden aus der Elementargeometrie
bekannte Objekte mit der Sprache der analytischen Geometrie beschrieben. Dabei
erfolgt eine Prézisierung der den Schiilern bekannten Objekte: Geraden, Ebenen,
Kreise und Kugeln sind nun Punktmengen. Punktmengen konnen implizit und ex-
plizit definiert werden, Lageuntersuchungen kénnen durch das Lésen algebraischer
Gleichungen, aber auch durch geometrische Betrachtungen durchgefiihrt werden.

Bei den Beweisen elementargeometrischer Sétze ergibt sich durch
diesen Zugang allerdings ein Nachteil. Die Seiten bzw. Seitenlinien
eines Dreiecks ABC' werden nun nicht mehr durch die Pfeilklas-
sen ¢ := AB, b:= AC und @ := B , sondern durch die Geraden
9(A, B), g(A,C) und g(B, C) beschrieben. Letztere sind ursprungs-
abhéingige Objekte, womit uns durch die fehlende Freiheit in der
Repréasentantenwahl ein wesentlicher Vereinfachungsschritt in der
Beweisfiihrung verlorengeht.

Wir haben diesen Nachteil dadurch kompensiert, dass wir in Beweisen das Koordi-
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natensystem geschickt gelegt haben, wodurch sich die Rechnungen erheblich verein-
fachen. Diese Wahl des Koordinatensystems fiihrt jedoch im obigen Fall stets nur zur
Vereinfachung von zwei der drei Geraden g(A, B), g(A,C) und g(B, C). Beschreibt
man die Dreiecksseiten hingegen durch die Pfeilklassen da, b und G, so besitzt man
beim Beschreiben jeder Dreiecksseite die Freiheit der Wahl des Reprasentanten.

Wollen wir in unserer Theorie die Lénge |A — B| einer Dreiecksseite berechnen, so
benoétigen wir dazu die beiden Eckpunkte A und B, die durch Differenzbildung zu
einem neuen Punkt verkniipft werden. Obwohl derartige Differenzen haufiger in der
vorliegenden Arbeit aufgetaucht sind, haben wir darauf verzichtet, diese mit einem
neuen Begriff zu bezeichnen. Die Differenz A — B ist nichts anderes als der Punkt,
den man zu B hinzu addieren muss, um A zu erhalten, was nichts anderes ist als die
Grundvorstellung des Erginzens, die die Schiiler bereits in der Primarstufe mit der
Differenzbildung verbinden. Beim klassischen Zugang hingegen neigen Schiiler gemaf
der Schilderungen in der Einleitung in Kapitel [1| dazu, selbst bei derart einfachen
Fragestellungen mit Pfeilklassen zu arbeiten, zunédchst den Vektor ¢ = O—1>4 -0

zu definieren und anschliefiend |¢] zu berechnen. Der rechnerische Aufwand bleibt
dabei in diesem Fall gleich, und auch in unserer Theorie kénnten wir die Differenz
A — B einer neuen Variablen, etwa X = A — B, bezeichnen, so dass beide Wege auch
beziiglich der Notation gleich aufwindig sind. Die Zugénge unterscheiden sich jedoch
erheblich in der Anzahl der verwendeten mathematischen Objektarten. Bei der Be-
rechnung von |A — B| wird aus zwei Punkten ein neuer Punkt erstellt und dessen

Betrag berechnet. Bei der Berechnung von ¢ = 0—1)4—0? und |¢] werden zunéchst aus
den beiden gegebenen Punkten zwei Ortsvektoren erstellt. Durch Differenzbildung
wird aus den beiden Ortsvektoren ein Vektor, von dem dann letztendlich der Betrag
gebildet wird. Fiir die simple Berechnung der Linge einer Dreiecksseite werden also
drei verschiedene Begriffe eingefiihrt.

Die Darstellung der Dreiecksseiten durch die Pfeilklassen a, bund & ermoglicht es,
die Pfeilklassen in Form eines Vektorzuges als Linearkombination der anderen dar-
zustellen, etwa ¢ = b — @. Dieser Vorgang entspricht in unserer punktorientieren
Sichtweise der Rechnung B — A = (B — C) + (C — A), was auf der algebraischen
Ebene durch das Einfiigen einer nahrhaften Null leicht zu rechtfertigen ist. Geome-
trisch sind derartige Stellen jedoch schwerer zu veranschaulichen als das Aneinan-
derfiigen von Pfeilen: Von rechts nach links gelesen erhalten wir zwar die Gleichung
(B—C)+ (C—A) = B— A, womit B — A als entsprechender Parallelogramm-
punkt identifiziert werden kann. Die geometrische Interpretations der Gleichung
B—-A=(B-C)+ (C— A) ist hingegen weitaus schwieriger, weshalb derartige
Stellen in Beweisen leicht wie Zauberei wirken. Durch geeignete Wahl des Koordi-
natensystems kann auf das Einfiihren einer nahrhaften Null jedoch haufig verzichtet
werden, weil dadurch Aussagen iiber Geraden zu Aussagen iiber Ursprungsgeraden
werden.

Durch die ausschliefliche Verwendung von Punkten und Punktmengen haben wir
also nicht nur die Problematik umgangen, verschiedene Objekte addieren zu miissen
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und uns dabei nicht entscheiden zu kénnen, ob Vektoren nun Aquivalenzklassen von
Pfeilen sind oder doch an konkreten Punkten ansetzen, wir haben auch einen ganz
wesentlichen Vorteil erhalten, ndmlich den der Schlichtheit. Schlichtheit bedeutet,
nur dann einen neuen Begriff oder ein neues mathematisches Objekt einzufiihren,
wenn dies unbedingt notwendig ist. Und wir haben gezeigt, dass wir nicht mehr be-
notigen als das bereits aus der Sekundarstufe bekannte Objekt Punkt, und, darauf
aufbauend, die Punktmengen Gerade, Kreis, Ebene und Kugel. Sowohl die Addition
als auch die Multiplikation konnen wir rein in der Sprache der Punkte deuten. Bei
der Addition haben wir jedoch eine weitere Deutungsméglichkeit zugelassen, namlich
die der Verschiebung, die wir letztendlich auch durch Pfeile gekennzeichnet haben.
Man konnte kritisieren, dass es sich dabei um eine unnétige Einfiihrung eines nicht
notwendigen Objektes handelt. Allerdings haben wir betont, dass es sich bei Deu-
tungen nicht um neue Objekte handelt, sondern lediglich um Veranschaulichungen.
Die mit Punkten beschrifteten Pfeile dienen damit im Wesentlichen dazu, Punkte als
Rechenobjekte zu erkennen und sind damit ein wesentlicher Abstraktionsschritt vom
grundvorstellungsbasierten Rechnen hin zu einem abstrakten Zahlverstindnis. Ver-
gleichen wir dies beispielsweise mit der Darstellung 3 25 der Rechnung 3 4+ 2 = 5,
so wird dabei niemand mehr an den Punkt 3 auf dem Zahlenstrahl denken, der
um 2 Einheiten nach rechts verschoben wird. Der Pfeil iibernimmt die Rolle des
Operators, der aus der Zahl 3 die Zahl 5 erzeugt.

Aufgrund der Begriffssparsamkeit ist es nicht nur gerechtfertigt, auf die Einfithrung
eines neuen Begriffs fiir die Punktedifferenz A — B zu verzichten, sondern auch
keinen gesonderten Orthogonalitdtsbegriff fiir Punkte, etwa A L B, einzufiihren.
Dieser Begriff hitte zwar an einigen Stellen knappere Formulierungen von Aussagen
ermoglicht, in der Vorstellung der Schiiler sind jedoch nur Geraden Objekte, die
orthogonal zueinander sein kénnen, und deshalb wire es verwirrend, plotzlich von
orthogonalen Punkten zu sprechen.

Die zu einer Geraden g = RA + P gehorige Ursprungsgerade go = RA ist ein wei-
teres Objekt, dem wir einen zusétzlichen Namen hitten geben konnen. Geeignete
Begriffe wiren beispielsweise ,,Orientierung der Geraden g oder auch , Richtung der
Geraden g“. Mit diesen Begrifflichkeiten wéren (Geraden parallel zueinander, wenn
sie die gleiche Orientierung haben, was ein plausibel klingender Satz ist. Aber we-
gen der Begriffssparsamkeit haben wir uns auch an dieser Stelle dagegen entschieden,
diese Begriffe einzufiihren und bleiben bei der etwas holprig klingenden Formulie-
rung ,die zu g gehorende Ursprungsgerade”. Damit wird das Objekt go stets mit
dem Begriff bezeichnet, der Auskunft iiber die Natur des Objektes gibt: go ist eine
Ursprungsgerade, also eine Gerade. Dies triagt ebenfalls zur Objektklarheit bei.

Analyse der Aufgaben des Zentralabiturs

Bei der Auswahl der Unterrichtsinhalte haben wir uns héufig auf die Fachanforde-
rungen des Landes Schleswig-Holsteins [12| berufen, weil es eine legitime Forderung
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ist, dass Schiiler durch den entwickelten Unterrichtsgang das Abitur in diesem The-
menbereich erfolgreich ablegen kénnen. Diese Praxistauglichkeit soll im Folgenden
anhand der schriftlichen Abiturpriifung 2016 im Kernfach Mathematik des Landes
Schleswig-Holstein [43] beispielhaft untersucht werden, wobei ebenfalls kritisch hin-
terfragt werden soll, ob die erfolgreiche Bearbeitung der im Zentralabitur gestellten
Aufgaben iiberhaupt ein erstrebenswertes Ziel des Mathematikunterrichts ist.

Wir zerlegen die Abituraufgabe des Themenbereichs analytische Geometrie zunéchst
in Teilaufgaben und geben die Stellen im Unterrichtswerk an, an denen inhaltsgleiche
Aufgaben bearbeitet wurden.

Aufgabe 3: Analytische Geometrid|

In einer Miniaturausstellung ist das Modell einer
Seilbahn mit einer Gondel aufgebaut. Die Ab-
bildung zeigt die Talstation, die die Form eines pflunnn
Quaders mit einem aufgesetzten Prisma hat. Sie .
steht auf der Grundfliche der Ausstellung, die
in der xyxy-Ebene liegt. Eine Einheit entspricht

10cm

einem Zentimeter in der Wirklichkeit. 4

'D(0[0)0) fe]

e Geben Sie die Koordinaten der Punkte A, F, G und T an und bestimmen
Sie eine Koordinatenform der Dachebene E;, die die Punkte F', G und S
enthilt. [Kontrolle: Fy : 29 + x3 = 40]

e Das Seil der Seilbahn ist geradlinig zwischen den Punkten P(6|5/12) und
()(38]133]44) (auferhalb der Abbildung) gespannt. Ermitteln Sie die Ko-
ordinaten des Punktes R, in dem das Seil die Dachebene E; durchstoft.

e Berechnen Sie die Linge und den Steigungswinkel des Seils.

Zum leichteren Verstandnis sollte die Aufgabenstellung an die Begrifflichkeiten des
vorliegenden Unterrichtswerkes angepasst werden, indem das Wort Koordinaten-
form durch das Wort Koordinatendarstellung ersetzt und die Ebene F; in der Form
Ey = {X |225+x3 = 40} angegeben wird. Die erste Teilaufgabe entspricht dem Bei-
spiel 1 aus Abschnitt [[2.1.5 die zweite Teilaufgabe Beispiel 1 aus Abschnitt in
Verbindung mit Beispiel 1 aus Abschnitt die dritte Aufgabe entspricht dem
Beispiel 2 aus Abschnitt Da wir die Orthogonalitdt nur fiir Geraden und nicht
fiir Punkte definiert haben, muss bei der Bearbeitung der Aufgabe anstelle des Be-
0
griffs Normalenvektor eine etwas umstandlichere Formulierung, etwa ,ist N = | 2 |,
1

lentnommen aus [12]
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e}

so i1st RN LE;“ anstelle von ,,ein Normalenvektor ist 1 = | 2 | ¢, verwendet werden.

1

In der Ausstellung ist eine zweite Seilbahn installiert. Das Seil dieser Bahn ist im
-2
Punkt K(61|81]|0) befestigt und verlduft in Richtung des Vektors v = | —2
1

e Zeigen Sie, dass sich die Geraden, entlang derer die Seile verlaufen, nicht
schneiden.

e Berechnen Sie den Abstand dieser Geraden voneinander ]

Zum besseren Verstdndnis sollte auch hier die die Formulierung ,in Richtung des

-2
Vektors v = | —2 | “ an unsere Terminologie angepasst werden, etwa in ,parallel
1
-2
zur Geraden R | —2 | “. Ansonsten kénnen die Aufgaben analog zum Beispiel 1 aus
1

Abschnitt [12.2.1) und Beispiel 1 in Abschnitt [12.2.6] bearbeitet werden. Letzteres
entspricht einer Anwendung der Abstandsformel.

2entnommen aus [12]
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Bei der ersten Seilbahn ist eine kugelformige Gondel so am Seil befestigt, dass ihr
Mittelpunkt die Koordinaten M (10|21|13,5) hat. Die Gondel hat einen Durch-
messer von 4cm und ist aus Plexiglas hergestellt.

e Geben Sie die Gleichung der Kugel K an, die die Gondel beschreibt.

e In der Gondel soll eine kreisformige Plattform
parallel zur Grundfliche positioniert werden.
Beim Einkleben ist die Plattform verrutscht. Sie
liegt jetzt in der Ebene

Es : 1921 4+ 180z3 = 2292, 39.

Ermitteln Sie den Mittelpunkt und den Flichen-
inhalt der Plattform.

e An der Gondel ist ein Schild mit einem Firmenlogo angebracht worden,
sodass es die Gondel tangential in einem Punkt Y beriihrt und von schrig
1
oben lesbar ist. Ein Normalenvektor zu der Schildebene ist j: 0
1
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes Y, an dem das Schild an die
Kugel geklebt worden ist [

Auch hier sollte das Wort Normalenvektor ersetzt werden durch ,die Gerade RJ :=
1

R [ 0] ist orthogonal zur Schildebene”. Aukerdem bietet es sich hier an, anstelle von
1

einer ,,Gleichung, die die Kugel beschreibt” die Angabe der Kugel als Punktmenge

zu verlangen. Die ersten beiden Teilaufgaben entsprechen den Beispielen 1 und 6 in

Abschnitt [12.3] Die letzte Teilaufgabe kann als Schnittproblem Gerade/Kugel wie

in Beispiel 5 im gleichen Abschnitt betrachtet werden. Alternativ kénnen wir den

Punkt M um R = 2 Léangeneinheiten parallel zur Geraden R.J verschieben und

erhalten so den Beriihrpunkt

J 10 1 10 4+ 2
Y=M+20=| 21 | +-—50)= 21
7] 13,5 V2 \4 13,5++/2

Hier muss nun zusétzlich begriindet werden warum dieser Punkt der Punkt ist, an
dem das Schild schrig von oben lesbar ist.

Jentnommen aus [12]
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6 1
Gegeben seien zwei windschiefe Geraden £k und [ mit k : 7= [ 5 | +t- | 4
12 1
61 —2
und [ : = |81 ] +¢- | —2|. Es gibt einen Punkt U auf k£ und einen Punkt V'
0 1
auf [, so dass der Vektor UV senkrecht zur x;xo-Ebene ist.
Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte U und V [

In einer Aufgabenstellung im Sinne des vorliegenden Unterrichtswerkes sollten ei-
nerseits die Darstellungen der Geraden abgeédndert, andererseits sollte auf die Ver-
wendung des Wortes Vektor verzichtet werden. Damit erhalten wir die folgende
Aufgabenstellung:

Gegeben seien zwei windschiefe Geraden

1 6 -2 61
E=R-14]+| 5 und [ =R- | =2 | + |81
1 12 1 0

Es gibt einen Punkt U auf k und einen Punkt V' auf [, so dass die Gerade g(U, V)
senkrecht zur x1x.-Ebene ist. Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte U und
V.

Eine Losung ist nun ebenso problemlos mit den in dieser Arbeit vorgestellten Me-

1 6 -2 61
thoden méoglich. Sei U =¢t- 4|+ | b | €kundV =s-[ -2+ |81 ]| €l. Es
1 12 1 0

sind dquivalent:

0 0
gUV)LE, ., RV -U)|[|[R-[0] &V -U=r-{0
1 1
61 -2 6 1 0 s = 24
S |81 +s-[-2] - 5| +t-|4 =r- |0l &t = T/,
0 1 12 1 1 r = 5
13 13
woraus sich U = [ 33 | und V = | 33 | ergibt.
19 24

Auffallend ist, dass jede Aufgabenstellung geringfiigig abgeéndert werden musste,
um sie kompatibel zu den in diesem Unterrichtswerk gegebenen Begriffen zu machen.
Diese Tatsache hat dazu gefiihrt, dass Lehrer, die den in dieser Arbeit vorgestellten

tentnommen aus [12]
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Weg in ihrem Unterricht erfolgreich beschritten haben, durch die Einfiihrung des
Zentralabiturs gezwungen waren, sich an die zentral vorgegebenen Bezeichnungen
und Verfahren zu halten. Es sind jedoch auch Beispiele von Referendaren bekannt,
die diesen punktorientierten Ansatz in den Fachseminaren kennengelernt und darauf-
hin erfolgreich in Unterrichtsversuchen erprobt haben. Nach diesen Unterrichtsver-
suchen haben die Referendare die Schiiler mit den Begrifflichkeiten des klassischen
Zugangs vertraut gemacht und dabei betont, dass all diese Begriffe nur verschiedene
Bezeichnungen fiir dasselbe Objekt sind, ndmlich Zahlenpaare beziehungsweise Zah-
lentripel. Die eigentlichen Lehrer dieser Lerngruppe konnten daraufhin ihren klas-
sischen Zugang wie gewohnt fortsetzen. Dies setzt voraus, dass den Schiilern stets
bewusst gemacht wird, dass auch Punkte und Vektoren nur Veranschaulichungen
derselben mathematischen Objekte sind, ndmlich von Zahlenpaaren und Zahlentri-
peln, und dass wir in der Wahl unserer Vorstellungen und Veranschaulichungen frei
sind.

Die Schiiler weisen durch die erfolgreiche Bearbeitung dieser Abituraufgaben nach,
dass sie die Punktmengen von Geraden, Ebenen und Kreisen angeben kénnen, die
Kalkiile zur Schnittpunktberechnung beherrschen und die Abstands- und Winkel-
formeln anwenden kénnen. Insbesondere die letzten beiden Téatigkeiten kénnen ohne
jegliches Verstdndnis der dahinterstehenden Mathematik durchgefiihrt werden, da
es ausreichend ist, die Grundlagen der analytischen Geometrie nur so weit verstan-
den zu haben, dass man in der Lage ist, in der Formelsammlung die richtige Formel
herauszufinden und die entsprechenden Zahlen einzusetzen. Aber auch die verblei-
benden Téatigkeiten reduzieren sich auf das Aufstellen und Losen der entsprechenden
Gleichungssysteme. Es stellt sich die Frage, welcher Eindruck von Mathematik bei
den Schiilern verbleibt, wenn diese Aufgaben den Abschluss einer zwolf- oder drei-
zehnjahrigen Ausbildung in Mathematik darstellen.

Diesen faden Eindruck hinterlassen nicht nur die oben abgedruckten Aufgaben. Zie-
hen wir auch die Aufgaben des Zentralabiturs aus den anderen Jahren hinzu, so
ist zu beobachten, dass sich fast ein Drittel der Aufgaben nach Entkernung als ver-
steckte Lageuntersuchungen der geometrischen Objekte Punkt, Gerade, Ebene und
Kreis, einschlieflich der Berechnung der Schnittpunkte, Schnittgeraden und Schnitt-
kreise entpuppen. Fast ein Fiinftel der Aufgaben fillt in die Kategorie Abstands-
und Winkelberechnungen. Als Aufgaben mit erhéhtem Anforderungsniveau dienen
haufig Aufgaben, in denen Verfahren zur Berechnung gewisser geometrischer Objek-
te entwickelt oder Punkte mit vorgegebenen Eigenschaften gefunden werden sollen
oder in denen die Schwierigkeit der Lageuntersuchungen durch Einfiihrung eines
Scharparameters erhoht wird.

Fiir einen Unterricht, der in dem Sinne als ,,gut” zu bezeichnen ist, dass er die Schiiler
auf das Zentralabitur vorbereitet, ist es also ausreichend, die geometrischen Objekte
Gerade, Ebene und Kreis einzufiihren, die Abstandsformeln anzuschreiben und fiir
jede mogliche Lageuntersuchung ein Rechenschema zu présentieren. Dazu schreibt
Freudenthal:
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»Die Geometrie, die mit linearer Algebra auf der Schule maoglich ist, ist ein
triibes Abwasser. Der Héhepunkt ist etwa, zu beweisen, dass zwei verschiede-
ne Geraden einen oder keinen Schnittpunkt haben, und dass diese Zahlen fiir
Kreise 0, 1, 2 sind.” (Freudenthal [17], S. 411)

Enzensberger fiigt dem hinzu:

,Die Analytische Geometrie wird vorwiegend als eine Sammlung von Rezepten
behandelt, ebenso die Infinitesimalrechnung. Es ist so, als wiirde man Menschen
in die Musik einfiithren, indem man sie jahrelang Tonleitern tiben ldsst. Das hat
zur Folge, dass man qute Noten erzielen kann, ohne eigentlich verstanden zu
haben, was man tut.“ (Enzensberger [11], S. 36)

Es stellt sich also die Frage nach der Daseinsberechtigung der analytischen Geome-
trie in der Schule. Haben wir bisher die Auswahl der Unterrichtsinhalte {iberwiegend
durch die Fachanforderungen [12| gerechtfertigt, so soll an dieser Stelle die Sinn-
haftigkeit der Unterrichtsinhalte kritisch hinterfragt werden. Holland nennt in |23]
folgende Aspekte der Geometrie, die fiir Schiiler von Bedeutung sind:

1. ,Geometrie als Lehre vom Anschauungsraum,
2. Geometrie als Beispiel einer deduktiven Theorie,
3. Geometrie als Ubungsfeld fiir Problemlisen,

4. Geometrie als Vorrat mathematischer Strukturen.” (Holland [23])

Eine Orientierung der analytischen Geometrie an Schnittproblemen der Objekte Ge-
rade, Ebene, Kreis und Kugel ldsst sich in iiberwiegendem Mafke als Lehre des An-
schauungsraumes betrachten, wodurch primér inhaltliche Kompetenzen ausgebildet
werden. Zu der Lehre des Anschauungsraumes ziahlen jedoch auch die prozessbezo-
genen Kompetenzen der Kategorien ,Entdecken mathematischer Zusammenhdnge®
und ,,Mathematisieren von Umuweltsituationen® (|23, S. 8). Das Themenfeld der vor-
liegenden Abituraufgabe, die Miniaturausstellung mit dem Modell einer Talstation,
Seilbahn und Gondel, erweckt auf den ersten Blick den Eindruck, als wiirde dort tat-
sichlich eine Umweltsituation mathematisiert. Doch diese Umweltsituation ist eine
Farce. Zum Bearbeiten der Aufgabe werden keinerlei Modellierungskompetenzen be-
notigt, was aus der Aufgabe eine Aufgabe mit gerechtfertigtem Anwendungsbezug
gemacht hitte. Ein Anwendungsbezug einer Aufgabe wire aber auch dann gerecht-
fertigt, wenn er motivierend wirkt, was iiblicherweise dann der Fall ist, wenn er
aus der Erfahrungswelt der Schiiler entspringt oder in irgendeiner Form als witzig
empfunden wird. Ob die vorliegende Abituraufgabe dadurch spannender wird, dass
die Ebene F5 eine Ebene ist, in der die Plattform einer Gondel liegt, ist jedoch
fraglich. Die Tatsache, dass die Plattform beim Einkleben verrutscht ist, klingt ab-
surd. Deshalb wére es an dieser Stelle ehrlicher gewesen, einfach ,,berechnen Sie den
Mittelpunkt und den Flicheninhalt der Schnittkreises der Ebene FEy mit der Kugel®
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zu schreiben. Ebenso kaschiert die Formulierung ,ermitteln Sie die Koordinaten des
Punktes R, an dem das Seil die Dachebene Ey durchstoft” nur die eigentliche Aufga-
benstellung ,,ermitteln Sie den Schnittpunkt der Geraden g(P, Q) und der Ebene F;“,
und auch hier wire es ehrlicher gewesen, genau diese Formulierung zu verwenden.
Es ist keinem Schiiler zu veriibeln, wenn sich durch die Bearbeitung dieser Aufgabe
der Eindruck manifestiert, dass Mathematik zu nichts zu gebrauchen sei.

Der zweite Aspekt, der Geometrie als Beispiel einer deduktiven Geometrie sieht,
kommt in der iiblichen Behandlung der analytischen Geometrie so gut wie gar nicht
zum Tragen. Ziel der analytischen (GGeometrie ist es nicht, die Begriffe und Sétze
auf nicht weiter reduzierbare Grundbegriffe und Axiome zu reduzieren, denn die
betrachteten Objekte werden als durch die Elementargeometrie gegeben betrachtet
und lediglich mit neuen Methoden beschrieben und dabei gegebenenfalls prizisiert.

Der dritte Aspekt sicht Geometrie als ein Ubungsfeld fiir das Losen von Problemen.
Hier bietet die analytische Geometrie ein reichhaltiges Repertoire an Problemen, das
schon mit geringen begrifflichen Anforderungen den Schiilern zugéinglich gemacht
werden kann. Schon in Abschnitt des Unterrichtswerkes - vor Einfithrung
des Punktproduktes - haben wir ein weitreichendes Ubungsfeld angeschnitten, in
dem das mathematische Argumentieren und das Algebraisieren geometrischer Fra-
gestellungen trainiert werden kann. Dieses Ubungsfeld erschliefit sich ohne grofe
Hintergrundtheorie schon in der 6. Lernumgebung, also am Anfang des Unterrichts.
Anhand der dort vorgestellten Aufgaben ist es mdoglich, ein Bild der Mathematik zu
erzeugen, das die Mathematik nicht als eine Ansammlung von Kochrezepten dar-
stellt, aber auch nicht als eine Disziplin zum Losen praktischer Probleme, sondern
als das, was Mathematiker mit der Mathematik verbinden. Dieses Bild wird in einem
Zitat von Bertrand Russel treffend beschrieben.

~Mathematics [...] possesses not only truth, but supreme beauty - a beauty cold
and austere, like that of sculpture, without appeal to any part of our weaker
nature, without the gorgeous trappings of painting or music, yet sublimely pure,
and capable of a stern perfection such as only the greatest art can show.* (Russel
H1))
Nimmt man das Punktprodukt als zuséitzliche Verkniipfung hinzu, so ergeben sich in
Abschnitt weitere mathematische Spielwiesen. Ein Vorteil dieser Beweisfiih-
rung mit Methoden der analytischen Geometrie besteht darin, dass sich die verwen-
deten Implikationen mithilfe von wenigen Rechenregeln fiir die neuen Verkniipfungen
begriinden lassen, Beweise erfolgen ,,durch Rechnung”. Diese Rechenregeln sind den
Schiilern strukturell teilweise schon aus der Sekundarstufe I vertraut. Eine elemen-
targeometrische Beweisfiihrung erfordert hingegen die Anwendung mathematischer
Satze, die erst durch einen wesentlich umfangreicheren Vorunterricht zur Verfiigung
gestellt werden miissen. In den geschilderten Abschnitten ist zu sehen, wie schon
Algebra und Geometrie in einem Wechselspiel aus (Geometriesierung und Algebrai-
sierung zusammenarbeiten.
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Im Kapitel[I2] iiber die Geometrie des Raumes kommen keine neuen Konzepte hin-
zu: Ebenen iibernehmen im R? die Rolle der Geraden im R?, die zur Geraden RA
orthogonale Gerade RA* wird durch die zur Ebene RA + RB orthogonale Gera-
de R(A x B) ersetzt. Deshalb ist es ausreichend, diese Konzepte exemplarisch am
Beispiel der Ebene R? zu zeigen und auf deren Ubertragung auf den R® vollends
zu verzichten. Ein Ausweg aus dem von Freudenthal und Enzensberger beschriebe-
nen Dilemma der analytischen Geometrie konnte also darin bestehen, den Schwer-
punkt der analytischen Geometrie vom monotonen Einfiihren weiterer Objekte mit
anschliefsender Schnittpunktberechnung derselben hin zum mathematischen Argu-
mentieren und Beweisen zu verlegen, womit ein schéneres Bild der Mathematik er-
zeugt wird, auch wenn sich die dadurch erworbenen iiberwiegend prozessbezogenen
Kompetenzen nur schwer in einer zentralen Abiturpriifung abfragen lassen.

Betrachtet man die Aufgaben aus den Abschnitten|[11.1.6/und [I1.2.2] so basieren vie-
le Losungen auf den Rechengesetzen der Addition und Vervielfachung von Punkten
sowie auf den Rechengesetzen des Punktproduktes. Es sind genau diese Rechen-
gesetze, in denen sich die Vektorraumstruktur des R? bzw. R? widerspiegelt und
die die Zahlenpaare und Zahlentripel zu dem machen, was sie sind: Elemente ei-
nes Vektorraumes und damit Vektoren. Und genau dies ist der zentrale Charakter
der analytischen Geometrie, und nicht die Vorstellung, dass Vektoren Aquivalenz-
klassen von Pfeilen sind. Der in dieser Arbeit vorgestellte Zugang zur analytischen
Geometrie bietet eine geeignete Veranschaulichung der mathematischen Struktur
eines euklidischen Vektorraumes, wodurch der vierte Aspekt Hollands zum Tragen
kommt. Eine Abkehr von der Untersuchung der Lage dreidimensionaler Objekte hin
zur stirkeren Fokussierung der Algebraisierung zweidimensionaler Probleme kann
die analytische Geometrie aus ihrem triiben Abwasser befreien und die Schiiler dazu
befdhigen, mathematisch zu wirken anstatt lediglich Kochrezepte abzuarbeiten.
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